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Tabla de transformadas de Laplace 


Esta tabla resume las propiedades generales de las transformadas de Laplace y las transformadas de Laplace de 
funciones particulares obtenidas en el capítulo 7. 
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Tabla de integrales 
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PREFACIO 


L a evolución en sucesivas ediciones del presente texto se funda en la experiencia 
de enseñanza del curso introductorio de ecuaciones diferenciales, con énfasis 
en ideas conceptuales y uso de aplicaciones y proyectos que involucran a los estu¬ 
diantes en experiencias activas de solución de problemas. Ambientes de cálculo 
técnicos como Maple, Mathematica y Matlab están ampliamente disponibles y 
son ahora profusamente utilizados en la práctica por ingenieros y científicos. Este 
cambio en la actividad profesional motiva a un desplazamiento de la tradicional 
concentración en métodos simbólicos manuales hacia métodos cualitativos basados 
en la computadora, que emplean cálculo numérico y visualización gráfica para un 
mejor entendimiento conceptual. Un aspecto adicional de este enfoque con más 
comprensión es la accesibilidad a un mayor rango de aplicaciones más realistas de 
las ecuaciones diferenciales. 


Principales características de esta edición 


Mientras que se han conservado las exitosas características de ediciones previas, la 
exposición se ha mejorado significativamente en cada capítulo y en la mayoría de las 
secciones individuales de la obra. Se han insertado tanto gráficas nuevas como texto 
nuevo donde ha sido necesario, para mejorar la compresión de los conceptos clave 
en el estudiante. La sólida estructura del libro en capítulos y secciones, probada en 
clase, permanece sin cambio, por lo que las notas de aula y la nomenclatura no requi¬ 
rieron revisión para esta nueva edición. Los siguientes ejemplos de la revisión ilus¬ 
tran la forma en que la estructura particular del texto ha sido aumentada y pulida en 
la nueva versión. 

Capítulo 1. Las nuevas figuras 1.3.9 y 1.3.10 muestran campos direccionales 
que indican la ausencia de existencia y unicidad de soluciones (pág. 24); los 
nuevos problemas 34 y 35 muestran que pequeños cambios en las condiciones 
iniciales pueden generar grandes diferencias en los resultados, pero que gran¬ 
des cambios en las condiciones iniciales pueden, algunas veces, desencadenar 
sólo pequeños cambios en los resultados (pág. 30); los nuevos comentarios 1 
y 2 aclaran el concepto de soluciones implícitas (pág. 35); un nuevo comentario 
aclara el significado de homogeneidad de ecuaciones diferenciales de primer 
orden (pág. 62). 

Capítulo 2. Se insertan detalles adicionales en la deducción de la ecuación 
de propulsión de un cohete (pág. 110), y un nuevo problema 5 para investigar 
la pausa de desprendimiento del cohete en su trayectoria de despegue, algunas 
veces observada antes de su explosión (pág. 112). 

Capítulo 3. Se incorporan nuevas explicaciones de signos y direcciones de 
fuerzas internas en sistemas masa-resorte (pág. 148); una introducción de ope¬ 
radores diferenciales y clarificación del álgebra de operadores polinomiales 
(pág. 175); una introducción e ilustración de formas exponenciales polares de 
números complejos (pág. 181); una explicación completa del método de coefi¬ 
cientes indeterminados en los ejemplos 1 y 3 (pág. 199); nuevos comentarios 
1 y 2 con terminología “tajante”, y las figuras 3.8.1 y 3.8.2, que ilustran que 
como condición final algunos ejercicios tienen una infinidad de soluciones, 

xi 
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mientras que otros no tienen solución (pág. 233); las nuevas figuras 3.8.4 y 
3.8.5 ilustran a su vez diferentes tipos de eigenfunciones (págs. 235-236). 

Capítulo 4. Una presentación nueva con las nuevas figuras 4.3.11 y 4.3.12 
aclara la diferencia entre sistemas rotacionales y no rotacionales en problemas 
de órbita entre la Luna y la Tierra (pág. 278). 

Capítulo 5. Se incorporan los problemas 20-23 para que los alumnos inves¬ 
tiguen un sistema de tres vagones de ferrocarril con diferentes condiciones 
iniciales de velocidad (pág. 329); un nuevo comentario ilustra la relación entre 
los métodos de matriz exponencial y los métodos de eigenvalores generaliza¬ 
dos presentados previamente (pág. 356); se agrega asimismo una presentación 
al final de la sección para explicar la conexión entre la variación de los paráme¬ 
tros de la matriz y la variación (escalar) de parámetros de una ecuación de 
segundo orden presentada previamente en el capítulo 3 (pág. 368). 

Capítulo 6. Se añaden nuevos comentarios en imágenes de planos de fase, 
sistemas autónomos y puntos críticos (págs. 373-374); una introducción de 
sistemas linealizados (pág. 386), y nuevas figuras tridimensionales 6.5.18 y 
6.5.20, que ilustran las trayectorias de Lorenz y Rossler (págs. 439-440). 

Capítulo 7. Se insertan una presentación que aclara funciones de orden 
exponencial y la existencia de la transformada de Laplace (pág. 448); un 
comentario que expone la mecánica del desarrollo en fracciones parciales 
(pág. 455), y una presentación ampliamente extendida de la prueba del teore¬ 
ma de existencia de la transformada de Laplace y su extensión para incluir el 
salto en discontinuidades, el cual juega un papel importante en muchas aplica¬ 
ciones prácticas (págs. 461-462). 

Capítulo 8. Se incluyen un nuevo problema 35 para determinar el radio de 
convergencia de la solución en series de potencias de ecuaciones diferenciales 
(pág. 528), y un nuevo ejemplo 3 justo antes de la subsección de casos logarít¬ 
micos en el método de Frobenius para primero ilustrar la fórmula de reducción 
de orden con un problema sencillo sin series (pág. 552). 

Capítulo 9. Se agregan una explicación considerablemente amplia para ex¬ 
tensiones pares e impares y sus correspondientes series de Fourier seno-coseno 
(págs. 599-600); una presentación de soluciones particulares periódicas y no 
periódicas, que se ilustran por medio de la nueva figura 9.4.4, junto con los 
nuevos problemas 19 y 20 al final de la sección (págs. 611-615); una presenta¬ 
ción con un ejemplo al final de la sección para ilustrar los efectos del amorti¬ 
guamiento en sistemas masa-resorte (pág. 614), y una muestra de signos y 
dirección del flujo de calor en la deducción de la ecuación de calor (pág. 616). 

Capítulo 10. En la deducción de la ecuación de onda para las vibraciones 
longitudinales de una barra se aclaran los efectos de la dilatación (pág. 669), 
mientras que las nuevas figuras 10.5.15 y 10.5.16 ilustran las olas en el océano 
en un planeta pequeño (pág. 720). 


Características de cómputo 


Las siguientes características enriquecen la agradable bondad de la tecnología de 
cómputo que singulariza nuestra exposición. 

• Casi 100 figuras generadas por computadora muestran al estudiante imágenes 
vividas de la dirección de campos, curvas solución y fotografías de planos de 
fase que proporcionan soluciones de ecuaciones diferenciales de la realidad. 
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• Alrededor de 45 módulos de aplicación se presentan a continuación de seccio¬ 
nes clave a lo largo de todo el texto. La mayoría de estas aplicaciones describe 
investigaciones “tecnológicamente neutrales” e ilustra el uso de sistemas técnicos 
de cómputo buscando que los estudiantes penetren en la aplicación de nuevas 
tecnologías. 

• Se brinda un fresco énfasis numérico con la introducción temprana de soluciones 
numéricas en el capítulo 2 (en modelos matemáticos y modelos numéricos). 
Aquí y en el capítulo 4, donde se abordan técnicas numéricas para sistemas, se 
disfruta un concreto, tangible y agradable sabor por la inclusión de algoritmos 
numéricos presentados en paralelo con sus correspondientes gráficas calcula¬ 
das en Matlab. 


Características del modelado 


El modelado matemático es una meta y una constante motivación para el estudio de 
las ecuaciones diferenciales. Para mostrar el rango de aplicaciones que ofrece este 
texto, es conveniente echar una mirada a las siguientes preguntas: 

• ¿Qué explica el tiempo de retardo comúnmente observado entre las oscilacio¬ 
nes diarias de temperatura en el interior o en el exterior de una habitación? 
(secc. 1.5). 

• ¿Qué hace la diferencia entre el fin del mundo y la extinción de la población de 
lagartos? (secc. 2.1). 

• ¿Cómo es que un uniciclo y un carro de dos ejes reaccionan diferente a las 
imperfecciones del camino? (seccs. 3.7 y 5.3). 

• ¿Cómo se puede predecir el tiempo del próximo paso por el perihelio de un 
cometa nuevamente observado? (secc. 4.3). 

• ¿Cómo un sismo puede demoler un edificio y dejar otro en pie justo al lado? 
(secc. 5.3). 

• ¿Qué determina que dos especies vivan juntas en armonía, o que la compe¬ 
tencia resulte en la extinción de una de ellas y la sobrevivencia de la otra? 
(secc. 6.3). 

• ¿Cuándo y por qué la no linealidad tiende al caos en sistemas biológicos y 
mecánicos? (secc. 6.5). 

• Si una masa en un resorte es golpeada periódicamente con un martillo, ¿cómo 
es que el comportamiento de la masa depende de la frecuencia con la que el 
martillo golpea? (secc. 7.6). 

• ¿Cómo es que el asta de una bandera es hueca en lugar de maciza? (secc. 8.6). 

• ¿Qué explica la diferencia en el sonido de una guitarra, de un xilófono y de un 
tambor? (seccs. 9.6, 10.2 y 10.4). 


Organización y contenido 


Se le ha dado un aspecto diferente al enfoque y secuencia tradicional de los temas 
para introducir nuevas tecnologías y nuevas perspectivas. Por ejemplo: 

• Después de precisar una ecuación diferencial de primer orden en el capítulo 1 
(desarrollando ciertos métodos simbólicos tradicionales), el capítulo 2 ofrece 
una introducción temprana al modelado matemático, estabilidad y propiedades 
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cualitativas de las ecuaciones diferenciales y los métodos numéricos —una 
combinación de temas que frecuentemente se dispersan en un curso introduc¬ 
torio. 

• Los capítulos 4 y 5 proporcionan un tratamiento flexible de sistemas lineales. 
De acuerdo con las tendencias actuales en la educación en ciencias e ingeniería 
y la práctica, el capítulo 4 ofrece una introducción intuitiva temprana a los 
sistemas de primer orden, modelos y técnicas de aproximación numérica. El 
capítulo 5 comienza con un tratamiento del álgebra lineal, presentando luego el 
enfoque de eigenvalores para sistemas lineales. Se incluye una amplia variedad 
de aplicaciones (desde vagones de ferrocarril hasta sismos) para todos los dife¬ 
rentes casos del método de eigenvalores. La sección 5.5 incorpora un vasto 
tratamiento de matriz exponencial, el cual se explota en la sección 5.6 en siste¬ 
mas lineales no homogéneos. 

• El capítulo 6 aborda sistemas no lineales y una variedad de fenómenos, desde 
el análisis del plano de fase hasta sistemas ecológicos y mecánicos, que con¬ 
cluyen en una sección de caos y bifurcación en sistemas dinámicos. La sección 
6.5 presenta una introducción elemental de problemas contemporáneos, tales 
como el doble periodo en sistemas biológicos y mecánicos, diagramas selec¬ 
cionados y el extraño atractor de Lorenz (todos ilustrados con vividas gráficas 
por computadora). 

• Los métodos de la transformada de Laplace (cap. 7) y de series de potencias 
(cap. 8) siguen al material de sistemas lineales y no lineales, pero pueden ser 
cubiertos en cualquier momento previo (después del cap. 3) que decida el profesor. 

• Los capítulos 9 y 10 abordan las aplicaciones de la serie de Lourier, separación 
de variables y la teoría de Sturm-Liouville para las ecuaciones diferenciales 
parciales y problemas de valores en la frontera. Después de la introducción de 
las series de Lourier, las tres clásicas ecuaciones —las ecuaciones de onda y 
de calor, y la ecuación de Laplace— se presentan en las últimas tres seccio¬ 
nes del capítulo 9. Los métodos de Sturm-Liouville del capítulo 10 se desarrollan 
suficientemente para incluir aplicaciones significativas y realistas. 
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Acerca de la portada 


Esta imagen ilustra la trayectoria de un punto en movimiento cuyo espacio de coordenadas satisface (como función del 
tiempo) el sistema de ecuaciones diferenciales de Lorenz que se presenta en las páginas 438^39. En su movimiento a 
lo largo de esta trayectoria de Lorenz, el punto puede aparecer en forma transversal a un número aleatorio de ciclos del 
lado izquierdo, después a un número aleatorio de ciclos del lado derecho, luego a un número aleatorio de ciclos del lado 
izquierdo, y así sucesivamente. En su devenir de un lado a otro, típicamente se aproxima más y más a un misterioso 
conjunto conocido como el extraño atractor de Lorenz- Las ecuaciones de Lorenz tienen un origen meteorológico, por 
lo que uno puede suponer números aleatorios de días lluviosos y de días soleados alternándose en la sucesión (pensando 
que esto no es lo que realmente significan los ciclos). 


El más pequeño cambio en el punto inicial de la trayectoria puede cambiar drásticamente el resultado del devenir 
de un lado hacia otro de la secuencia de los ciclos. Esto ilustra el fenómeno del caos, en el que pequeñas diferencias en 
las condiciones iniciales pueden resultar tiempo después en enormes diferencias en las situaciones resultantes. Dos 
puntos que inician en imperceptibles diferentes posiciones pueden más adelante separarse enormemente en diferentes 
lados de la “Mariposa de Lorenz”. La forma de mariposa de la figura recuerda el tan conocido “efecto mariposa”, que 
en años recientes se ha hecho de uso popular. Una mariposa mueve sus alas y genera un suave movimiento de aire que 
acciona en cadena una secuencia de eventos atmosféricos que finalmente resultan en un tomado en algún lugar del lado 
opuesto de la Tierra. 


Para marcar el progreso del devenir hacia un lado y otro del punto en movimiento, podemos referir su trayectoria 
como el hilo de un collar donde se han puesto las cuentas para marcar sus posiciones sucesivas en un incremento fijo de 
tiempo (de tal manera que el punto se mueve más rápido cuando el espacio entre las cuentas es mayor). El color de las 
cuentas cambia continuamente con el paso del tiempo y el movimiento a lo largo de la trayectoria. La graduación del 
color de las cuentas en el collar de Lorenz muestra visualmente de manera efectiva la cuarta dimensión del tiempo 
en adición de las tres dimensiones espaciales. Si su ojo sigue el curso del punto moviéndose alrededor de la trayectoria 
como “yendo con el flujo” del color y ajustando su velocidad con el espaciamiento de las cuentas, entonces la figura 
completa toma un aspecto dinámico más que una representación meramente estática de la todavía simple figura. 
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Ecuaciones diferenciales 
de primer orden 


1.1 


Ecuaciones diferenciales y modelos matemáticos 


L as leyes del universo están escritas en el lenguaje de las matemáticas. El álgebra 
es suficiente para resolver muchos problemas estáticos, pero la mayoría de los 
fenómenos naturales más interesantes involucra cambios descritos por ecuaciones 
que relacionan cantidades que cambian. 

Debido a que la derivada dx/dt = /'(O de la función/es la razón a la cual la 
cantidad x = /(í) está cambiando respecto de la variable t independiente, es natural 
que las ecuaciones que involucran derivadas se usen frecuentemente para describir el 
universo cambiante. Una ecuación que relaciona una función desconocida con una o 
más de sus derivadas se llama ecuación diferencial. 


Ejemplo 1 


La ecuación diferencial 


dx , 

—— = X + í' 

di 


involucra tanto la función desconocida x(t) como su primera derivada x'(t) = dxidt. 
La ecuación diferencial 


d'^y dy 
—^ + 3 — 
dx^ dx 


+ 7y = 0 


incluye la función desconocida y de la variable independiente x y sus dos primeras 
derivadas de y' y y" de y. ■ 

El estudio de las ecuaciones diferenciales tiene tres metas principales: 

1. Descubrir la ecuación diferencial que describe una situación física específica. 

2. Encontrar —exacta o aproximadamente— la solución apropiada de esa ecua¬ 
ción. 

3. Interpretar la solución encontrada. 
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2 Capítulo 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


En álgebra, por lo regular se buscan números desconocidos que satisfagan una 
ecuación tal como + 7x^ — llx + 41 = 0. En contraste, en una ecuación diferen¬ 
cial el reto es enconüwí funciones desconocidas y = yfx), para las cuales una identi¬ 
dad tal como y'(x) = 2xy(x), esto es, la ecuación diferencial 

dy - 

— = 2xy 
dx 


se cumple en algún intervalo de números reales. Regularmente queremos encontrar, 
de ser posible, todas las soluciones de la ecuación diferencial. 


Ejemplo 2 KG 


C es una constante y 


y(x) = 


( 1 ) 


entonces 


dx 


^2xe^ ^ = (2x) ^Ce^ ^ = 2xy. 


Así, cada función de y(x), de la forma de la ecuación (1) satisface —y de este modo 
es una solución de— la ecuación diferencial 


dy - 

— = 2xy 
dx 


( 2 ) 


para toda x. En particular, la ecuación (1) define una familia infinita de diversas solu¬ 
ciones de esta ecuación diferencial, una para cada asignación de la constante arbitraria 
C. Por el método de separación de variables (sección 1.4) se puede demostrar que cada 
solución de la ecuación diferencial en (2) es de la forma de la ecuación (1). ■ 


Ecuaciones diferenciales y modelos matemáticos 

Eos tres ejemplos siguientes ilustran el proceso de traducción de las leyes y princi¬ 
pios científicos en ecuaciones diferenciales. En cada uno de ellos la variable inde¬ 
pendiente es el tiempo í, pero veremos numerosos ejemplos donde alguna cantidad 
diferente del tiempo es la variable independiente. 


Ejemplo 3 



FIGURA 1.1.1. La ley de 
enfriamiento de Newton, 
ecuación (3), describe el 
enfriamiento de una roca 
caliente en el agua. 


Ea ley de enfriamiento de Newton puede establecerse de esta manera: La razón de 
cambio del tiempo (la razón de cambio respecto del tiempo t) de la temperatura T{t) 
de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre T y la temperatura A del medio 
ambiente (fig. 1.1.1). Esto es, 

^ = -kiT - A), (3) 

dt 

donde k es una constante positiva. Obsérvese que si T > A, entonces dT/dt < 0, por 
lo que la temperatura es una función decreciente de f y el cuerpo se está enfriando. 
Pero si r < A, entonces dT¡dt > 0, por tanto, T está aumentando. 

Así, la ley física se traduce en una ecuación diferencial. Si damos valores a ^ y 
A, podremos encontrar una fórmula explícita para T{t), y entonces —con la ayuda de 
esta fórmula— será posible predecir la temperatura que tendrá el cuerpo. ■ 


Ejemplo 4 


Ea ley de Torricelli establece que la razón de cambio respecto del tiempo de un 
volumen V de agua en un tanque de drenado (fig. 1.1.2) es proporcional a la raíz 
cuadrada de la profundidad y del agua en el tanque: 


dV 

dt 




(4) 
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Ejemplo 5 



FIGURA 1.1.2. La ley de 
drenado de Tonicelli, ecuación (4), 
describe el drenado de un 
tanque de agua. 


Ejemplo 6 


donde k es una constante. Si el tanque es un cilindro con paredes verticales y una 
sección transversal de área A, entonces V = Ay, por lo que dV/dt = A ■ (dy/dt). En 
este caso la ecuación (4) toma la forma 

donde h = k/Aes una constante. ■ 


La razón de cambio respecto del tiempo de una población P{t) con tasas de natalidad 
y mortalidad constantes es, en muchos casos sencillos, proporcional al tamaño de la 
población. Esto es. 



( 6 ) 


donde k es la constante de proporcionalidad. 


Profundicemos en el ejemplo 5. Primero nótese que cada función de la forma 


P(t) = Ce^‘ 

es una solución de la ecuación diferencial 



(7) 


en (6). Puede veriñcarse esta aseveración de la siguiente manera: 

P'(t) = Cke'^* = k (Ce^') = kPit) 

para todo número real t. Debido a que la sustitución en la ecuación (6) de cada fun¬ 
ción de la forma dada en (7) produce una identidad, todas esas funciones son solucio¬ 
nes de la ecuación (6). 

Entonces, aun si el valor de la constante k es conocido, la ecuación diferencial 
dP/dt = kP tiene una infinidad de soluciones de la forma P{t) = Ce^‘, una para cada 
valor “arbitrario” de la constante C. Esto es común en las ecuaciones diferenciales. 
Es también afortunado, porque nos permite usar información adicional para seleccio¬ 
nar, entre todas estas soluciones, una en particular que se ajuste a la situación bajo 
estudio. 


Supongamos que P{t) = Ce^' es la población de una colonia de bacterias en el tiempo í; 
que la población en el tiempo í = 0 (horas, h) fue 1000, y ésta después de 1 h se du¬ 
plica. Esta información adicional acerca de P(í) nos lleva a las siguientes ecuaciones: 

1000= PÍO) = Ce° = C, 

2000= P(l) = Ce^ 

Por lo que C = 1000 y e^ igual 2, de modo que ^ = In 2 = 0.693147. Con este valor 
de k la ecuación diferencial (6) es 

dP 

— = (ln2)P «í (0.693147)P. 
dt 

Al sustituir ^ = In 2 y C = 1000 en la ecuación (7) se llega a la solución particular 
P{t) = 1000e'‘"27 = 1000(e'"^)' = 1000 • 2' (entonces = 2) 

que satisface las condiciones dadas. Podemos usar esta solución particular para pre¬ 
decir futuras poblaciones de la colonia de bacterias. Por ejemplo, después de hora y 
media (cuando t = 1.5) el número de bacterias en la población es 

P(1.5) = 1000-2^/2 «í 2828. ■ 
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FIGURA 1.1.3. Gráficas de 
P{t) = Ce^' con = In 2. 


La condición P(0) = 1000 en el ejemplo 6 se conoce como condición inicial 
porque con frecuencia escribimos ecuaciones diferenciales para las cuales í = 0 es el 
“tiempo inicial”. La figura 1.1.3 muestra diferentes gráficas de la forma P{t) = 
con A: = In 2. Las gráficas de la infinidad de soluciones de dP/dt = kP de hecho 
llenan completamente el plano de dos dimensiones sin que haya dos que se intersecten. 
Más aún, la elección de cualquier punto Pq en el eje P determina el valor de ^(0). 
Debido a que una solución pasa exactamente a través de cada uno de estos puntos, 
vemos que en este caso la condición inicial P(0) = Pq determina una solución única 
de acuerdo con los datos proporcionados. 

Modelos matemáticos 

Nuestra breve presentación del crecimiento de la población en los ejemplos 5 y 6 
ilustra el proceso crucial del modelado matemático (fig. 1.1.4), el cual involucra lo 
siguiente: 


1 . La formulación en términos matemáticos de un problema del mundo real; esto 
es, la construcción de un modelo matemático. 

2. El análisis o solución del problema matemático resultante. 

3. La interpretación de los resultados matemáticos en el contexto original de la 
situación del mundo real; —por ejemplo, respondiendo la pregunta postulada 
inicialmente. 



FIGURA 1.1.4. Proceso del modelado 
matemático 


En el ejemplo de la población, el problema en el mundo real es determinar su 
número en un tiempo futuro. Un modelo matemático consiste en una lista de varia¬ 
bles {P y t) que describen la situación dada, junto con una o más ecuaciones que 
relacionen esas variables {dP/dt = kP, P{0) = Pq) que se conocen o que se asume 
que son ciertas. El análisis matemático consiste en res olver esas ecuaciones (aquí, 
para P como una función de t). Einalmente, se aplican estos resultados matemáti¬ 
cos para tratar de dar una respuesta a la pregunta original en el mundo real. 

Como un ejemplo de este proceso, pensemos que la primera formulación del 
modelo matemático consiste en las ecuaciones dP/dt = kP, P{0) = 1000, que descri¬ 
ben la población de bacterias del ejemplo 6. Después nuestro análisis matemático 
consiste en encontrar la función solución P{t) = lOOOe*'" = 1000 • 2' como nuestro 
resultado matemático. Para una interpretación en términos del mundo real —la 
población de bacterias— sustituimos í = 1.5 para obtener una predicción de la po¬ 
blación de P(L5) = 2828 bacterias después de 1.5 horas. Si, por ejemplo, esta pobla¬ 
ción crece bajo condiciones ideales de espacio y alimento ilimitados, nuestra predicción 
puede ser bastante exacta, en cuyo caso concluimos que el modelo matemático es 
adecuado para el estudio de esa población particular 

Por otro lado, podemos darnos cuenta de que no hay una solución que se ajuste 
de manera precisa a la población real que estamos estudiando. Por ejemplo, no exis¬ 
ten valores de las constantes Cy k para las cuales la solución P{t) = Ce en la ecua- 




















1.1 Ecuaciones diferenciales y modelos matemáticos 5 

ción (7) pueda describir con precisión el crecimiento real de la población humana en 
el mundo en los siglos recientes. Debemos concluir que la ecuación diferencial dP/dt 
= kP es inadecuada para modelar la población mundial —la cual en décadas recien¬ 
tes se ha “estabilizado” en comparación con las gráficas de ascenso excesivo que se 
observan en la parte superior {P > 0) de la figura 1.1.3. Con una mayor perspectiva, 
podríamos formular un nuevo modelo matemático incluyendo, tal vez, ecuaciones 
diferenciales más complicadas, como algunas que tomen en cuenta factores tales 
como la limitación en los alimentos o el incremento de la población en función de las 
tasas de natalidad y mortalidad. Con este nuevo modelo matemático podemos hacer 
el recorrido del diagrama de la figura 1.1.4 en el sentido contrario a las manecillas 
del reloj. Si podemos resolver la nueva ecuación diferencial, obtenemos una nueva 
función solución para compararla con la población mundial real. De hecho, un aná¬ 
lisis exitoso de la población puede requerir afinar el modelo matemático, incluso más 
allá de que éste sea confrontado repetidamente con la realidad. 

Sin embargo, en el ejemplo 6 simplemente ignoramos cualquier factor de com¬ 
plicación que pudiera afectar nuestra población de bacterias. Esto hace el análisis 
matemático bastante simple, aunque quizá no tan apegado a la realidad. Un mode¬ 
lo matemático satisfactorio está sujeto a dos requerimientos contradictorios: debe ser 
suficientemente detallado para representar con relativa exactitud la situación real, 
también suficientemente simple para hacer práctico el análisis matemático. Si el mo¬ 
delo es muy detallado, de tal manera que representa por completo la situación física, 
entonces el análisis matemático puede ser difícil de aplicar. Si, por el contrario, el 
modelo es muy simple, los resultados pueden ser tan imprecisos que no serían útiles. 
De este modo, hay una inevitable necesidad de equilibrar entre lo físicamente alcan- 
zable y lo matemáticamente posible. La construcción de un modelo debe cubrir de 
manera adecuada este resquicio entre la realidad y lo posible, el paso más difícil y 
delicado en el proceso. Por otra parte, deben encontrarse los caminos para simplifi¬ 
car el modelo matemáticamente sin sacrificar rasgos esenciales de la realidad. 

A lo largo de este libro se presentan modelos matemáticos. Lo que resta de esta 
sección introductoria está dedicado a ejemplos simples y terminología comúnmente 
usada en la presentación de las ecuaciones diferenciales y sus soluciones. 


Ejemplo 7 


Ejemplos y terminología 


Si C es una constante y y(x) = 1 /(C — x), entonces 


dy l 2 

dx (C — x)2 ^ 

si X A C. Entonces 

y(x) = 77-^ (8) 

C — X 


define una solución de la ecuación diferencial 



(9) 


en cualquier intervalo de números reales que no contenga el punto x = C. En realidad, 
la ecuación (8) define una familia de soluciones de un parámetro de dy ¡dx = y^, una 
para cada valor de la constante arbitraria o “parámetro” C. Con C = 1 obtenemos la 
solución particular 


>’(x) = 


1 


1 — X 


que satisface la condición inicial y(0) = 1. Como se indica en la figura 1.1.5, esta solu¬ 
ción es continua en un intervalo (—oo, 1), pero tiene una asíntota vertical en x = 1. ■ 
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Ejemplo 8 


Solución 


Verificar que la función y{x) = In x satisface la ecuación diferencial 

Ax^y" + ); = 0 (10) 

para toda x > 0. 

Primero calculamos las derivadas 


y'(x) = -^x ^''^Inx y y"(x) = ^x ^/^Inx-^x 

Entonces la sustitución en la ecuación (10) nos lleva a 

Ax^y" + y=Ax^ ^nx - + 2x^^^ - x*/^Inx = 0 

si X es positiva, por lo que la ecuación diferencial se satisface para toda x > 0. ■ 

El hecho de que podamos escribir una ecuación diferencial no es suficiente 
para garantizar que ésta tenga solución. Por ejemplo, es claro que la ecuación dife¬ 
rencial 

(y'f + y2 = -l (11) 

no tiene solución (en valores reales), porque la suma de números no negativos no 
puede ser negativa. Como una variación en este tema, nótese que la ecuación 

(y')" + y" = 0 (12) 

obviamente sólo tiene la solución (en valores reales) y(x) = 0. En los ejemplos ante¬ 
riores cualquier ecuación diferencial tenía al menos una solución, de hecho tenía 
infinidad de soluciones. 

El orden de una ecuación diferencial es el orden de la derivada más alta que 
aparece en ella. Ea ecuación diferencial del ejemplo 8 es de segundo orden; las de los 
ejemplos 2 al 7 son ecuaciones de primer orden, y 


-f x^y^^ -f x^y = sen x 

es una ecuación de cuarto orden. Ea forma general de la mayoría de las ecuaciones 
diferenciales de orden n con variable independiente x y función desconocida o va¬ 
riable dependiente y = y(x) es 


F (x, y, y', y",..., y(">) = 0, 


(13) 


donde F es una función de valores reales específica de n -f 2 variables. 

El uso de la palabra solución ha sido hasta ahora informal. Para ser precisos, 
decimos que la función continua u = u{x) es una solución de la ecuación diferencial 
(13) en el intervalo / siempre que las derivadas u', u",..., existan en / y 

F (x, u, u', u" ,..., = o 

para toda x en /. De una manera concisa, podemos decir que u = u{x) satisface la 
ecuación diferencial (13) en /. 

Nota. Recuérdese, del cálculo elemental, que una función derivable en un 
intervalo abierto es necesariamente continua dentro de él. Por eso una función conti¬ 
nua puede calificar sólo como una solución (derivable) de la ecuación diferencial en 
un intervalo. ■ 
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Ejemplo 8 


Continuación 


La figura 1.1.5 muestra las dos ramas “conectadas” de la gráfica y = 1/(1 — x). La 
rama del lado izquierdo es la gráfica de una solución (continua) de la ecuación dife¬ 
rencial y' = y^, que se define en el intervalo ( — 1, oo). La rama del lado derecho es la 
gráfica de una solución diferente de la ecuación diferencial que está definida (y es 
continua) en otro intervalo diferente (1, oo). Así, la simple fórmula y{x) = 1/(1 — x) de¬ 
termina realmente dos soluciones diferentes (con diferente dominio de definición) de 
la misma ecuación diferencial y' = y'^. ■ 


Ejemplo 9 



-5 0 5 

X 


Si A y 5 son constantes y 

y{x) = A eos 3x + B sen 3x (14) 

entonces dos derivaciones sucesivas nos llevan a 

y'{x) = — 3 A sen3x-l- 3 üeos 3x, 
y"{x) = — 9Acos 3x — 9B sen 3x = —9y{x) 

para toda x. Consecuentemente, la ecuación (14) define lo que naturalmente llama¬ 
mos una familia biparamétrica de soluciones de la ecuación diferencial de segundo 
orden 

/ + 9y = 0 (15) 


FIGURA 1.1.5. Solución de 
y’ = y^ definida 
y{x) = 1/(1 - x). 



5 L--ü 

-3 0 3 


X 

FIGURA 1.1.6. Las tres soluciones 
yi(x) = 3 eos 3x, y 2 (x) = 2 sen 3x y 
y 3 (x) = — 3 eos 3x -I- 2 sen 3x de la 
ecuación diferencial 
y" -h 9y = 0. 


en toda la recta de números reales. La figura 1.1.6 muestra las gráficas de varias de 
estas soluciones. ■ 

Aunque las ecuaciones diferenciales (11) y (12) son excepciones a la regla 
general, veremos que una ecuación diferencial de orden n comúnmente tiene una 
familia de soluciones de n parámetros —cada una involucra n constantes o paráme¬ 
tros arbitrarios — . 

Tanto en la ecuación (11) como en la (12) la forma en que aparece y', como una 
función implícitamente definida, causa complicaciones. Por esta razón, normalmente 
se asumirá que cualquier ecuación diferencial puede resolverse en forma explícita 
para la derivada de mayor orden que aparezca; esto es, que la ecuación pueda ser 
escrita en la conocida/orma normal 

= G (x, y, y', y",..., y("-'>), (16) 

donde G es una función de valores reales áe. n + l variables. Además, siempre se 
buscarán estos valores, a menos que se advierta al lector lo contrario. 

Todas las ecuaciones diferenciales antes mencionadas son ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias, lo que significa que la función desconocida (variable dependiente) 
depende de una sola variable independiente. Si la variable dependiente es una 
función de dos o más variables independientes, entonces aparecerán derivadas par¬ 
ciales; si es así, la ecuación se llama ecuación diferencial parcial. Por ejemplo, la 
temperatura u = u(x, t) de una barra uniforme en el punto x en el tiempo t satisface 
(bajo condiciones apropiadas) la ecuación diferencial parcial 


du d^u 

dt dx^’ 


donde k es una constante (llamada la difusividad térmica de la barra). En los capítu¬ 
los 1 al 8 sólo se abordarán ecuaciones diferenciales ordinarias y nos referiremos a 
ellas simplemente como ecuaciones diferenciales. 

En este capítulo nos concentraremos en las ecuaciones diferenciales de primer 
orden de la forma 


dy 

dx 


f{x,y). 


(17) 
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También expondremos un amplio rango de aplicaciones de estas ecuaciones. Cabe 
señalar que un modelo matemático típico aplicado a una situación real será un pro¬ 
blema de valor inicial, que consiste en una ecuación diferencial de la forma presen¬ 
tada en (17), aunado a con una condición inicial y(xo) = yo- Nótese que llamamos a 
y(xo) = yo una condición inicial, sea o no xq = 0. Así, resolver el problema de valor 
inicial 

^ ^ = /(x, y), ^(xo) = yo ( 18 ) 

dx 

signiñca encontrar una función derivable y = y{x) que satisfaga ambas condiciones 
de la ecuación (18) en algún intervalo que contenga Xq. 


Ejemplo 10 


Dada la solución y(x) = 1 /(C — x) de la ecuación diferencial dy/dx = 
en el ejemplo 7, resolver el problema de valor inicial 


y^ presentada 


^ = y\ 

dx 


y{l) = 2. 


Solución Sólo necesitamos encontrar un valor de C tal que la solución y(x) = 1 /(C — x) satis¬ 
faga la condición inicial y(l) = 2. Sustituyendo los valores x=lyy=2enla solución 
dada, obtenemos 


2 = y(l) = 


1 

C- 1’ 


y = 2/(3 - 2x) 

. \ 

II 

CN 


1 

w 

• _ 


-5 --C- 

-5 0 5 


X 

FIGURA 1.1.7. Solución de 
y' = definida por 
y(x) = 2/(3 - 2x). 


así, 2C — 2 = 1, y por tanto C — j. Con este valor de C se obtiene la solución 
deseada 


y(x) = 



2 

3-2x' 


La figura 1.1.7 muestra las dos ramas de la gráfica y = 2/(3 — 2x). La rama del lado 
izquierdo es la gráfica en (—oo, j) de la solución del problema de valor inicial 
dado y' = y^, y(l) = 2. La del lado derecho pasa a través del punto (2, —2) y es por 
tanto la gráfica en (ioo) de la solución de otro problema de valor inicial definido 
como y' = y^, y(2) = —2. ■ 

La pregunta central de mayor interés es: si nos dan una ecuación diferencial 
sabiendo que tiene una solución que satisface una condición inicial dada, ¿cómo 
encontrar o calcular esa solución? Y, una vez encontrada, ¿qué podemos hacer con 
ella? Veremos que, pocas técnicas relativamente simples —separación de variables 
(sección 1.4), solución de ecuaciones lineales (sección 1.5), métodos elementales de 
sustitución (sección 1.6)— son suficientes para resolver una variedad de ecuaciones 
de primer orden con aplicaciones impresionantes. 


1.1 


Problemas 


En los problemas 1 al 12 verificar, por sustitución, que cada 
una de las funciones dadas es una solución de la ecuación di¬ 
ferencial dada. En estos problemas, las primas significan la 
derivada respecto de x. 

1 . y'= 3x2; ^3_,_ 7 

2. y'-H 2y = 0; y = 3e-^^ 

3. y " -H 4y = 0; yi = eos 2x, y 2 = sen 2x 

4. y " = 9y; yi = y 2 = 


5. y' = y-l-2e“^; y = e-'- e“-' 

6 . y" 3-4y'3-4y = 0-, yi = e~^^, y 2 = xe~^^ 

7 . y" - 2y' -I- 2y = 0; yi = eos x, y 2 = sen x 

8. y "-l-y = 3 eos 2x, yi = eos x- eos 2x,y 2 = senx-eos 2; 

9. y'-H2xy2=0;y= — 

1 -I- x^ 

2 1 

10. X y " -H xyy = In x; y i = x - In x, y 2 =- In x 


X 
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11. x^y" ^'ixy' ^ Ay = 0; yi = \, yi = 

12. x^y" - xy' + 2y = Q\yi = xcos(lnx), y 2 =xsen(ln x) 

En los problemas 13 al 16 sustituir y = e’’’^ dentro de la ecuación 
diferencial dada para determinar todos los valores de la constan¬ 
te r, para los cuales y = e” es una solución de la ecuación. 

13. 3y' = 2y 14. 4y"= y 

15. y"+y'- 2y = 0 16. 3y " + 3y'- 4y = 0 

En los problemas 17 al 26 verificar primero que y(x) satisface 
la ecuación diferencial dada. Después determinar un valor 
de la constante C, tal que y(x) satisfaga la condición inicial 
dada. Usar una computadora o calculadora gráfica (si se de¬ 
sea) para trazar varias soluciones de la ecuación diferencial 
dada, y destacar la que satisfaga la condición inicial. 

17. y' + y = 0; y(x) = Ce~^, y(0) = 2 

18. y' = 2y;y(x) = Ce2^ y(0)= 3 

19. y' = y + 1; y(x) = Ce^ - 1, y(0) = 5 

20. y' = X- y; y(x) = Ce“^ + X- 1, y(0) = 10 

21. y' + 3x^y = 0; y(x) = y(0) = 7 

22. e'/y'= 1; y(x) = ln(x+C), y(0) = 0 

23. X— ^ + 3y = 2x^; y(x) = jx^ + Cx~^, y(2) = 1 

dx 

24. xy'- 3y= x^;y(x) = x^(C+lnx),y(l) = 17 

25. y' = 3x^(y^ + 1); y(x) = tan(x^ + C), y(0) = 1 

26. y' + y tan x = eos x; y(x) = (x+ C) eos x, y (tt) = 0 

En los problemas 27 al 31 una función y = g(x) se describe por 
alguna propiedad geométrica de su gráfica. Escriba una ecua¬ 
ción diferencial de la forma dy/dx = f(x, y) que tenga la 
función g como su solución (o como una de sus soluciones). 

27. La pendiente de la gráfiea de g en el punto (x, y) es la 
suma de X y y. 

28. La línea tangente a la gráfiea de g en el punto (x, y) eorta 
el eje de las x en el punto (x/2, 0). 

29. Toda línea reeta normal a la gráfiea de g pasa a través del 
punto (0, 1). Proponga; ¿eómo sería la gráfiea de la fun- 
eión gl 

30. La gráfiea de g es normal a toda eurva de la forma y = yf 
+ k (siendo k eonstante) en el punto donde se eneuentran. 

31. La línea tangente a la gráfiea de g en (x, y) pasa a través 
del punto (—y, x). 

En los problemas 32 al 36 escribir —en la forma de las ecua¬ 
ciones (3) a la (6) de esta sección— una ecuación diferencial 
que sea un modelo matemático de la situación descrita. 

32. La razón de eambio respeeto del tiempo de una poblaeión 
P es proporeional a la raíz euadrada de P. 

33. La razón de eambio respeeto del tiempo de la veloeidad v 
de un bareo eostero es proporeional al euadrado v. 

34. La aeeleraeión dv¡dt de un Lamborghini es proporeional 
a la difereneia entre 250 km/h y la veloeidad del auto¬ 
móvil. 


35. En una eiudad eon una poblaeión fija de P personas, la 
razón de eambio respeeto del tiempo de un número E¡ de 
personas que han eseuehado eierto rumor es proporeional 
al número de ellas que aún no lo han eseuehado. 

36. En una eiudad eon una poblaeión fija de P personas, la 
razón de eambio respeeto del tiempo de un número E¡ de 
personas infeetadas eon eierta enfermedad eontagiosa es 
proporeional al produeto del número de aquellas que tie¬ 
nen la enfermedad y al número de las que no la tienen. 

En los problemas 37 al 42 determinar por inspección al menos 
una solución de la ecuación diferencial dada. Esto es, aplicar 
el conocimiento sobre derivadas para hacer una suposición 
inteligente, y posteriormente probar su hipótesis. 

31. y" = 0 38. y'=y 

39. xy ' -H y = 3x^ 40. (y')^ -H y^ = 1 

41. y'-l- y = e^ 42. y"-l-y = 0 

43. (a) Si k es una eonstante, mostrar que una solueión gene¬ 
ral (de un parámetro) de la eeuaeión difereneial 


está dada por x(í) = 1/(C — kt), donde C es una 
eonstante arbitraria. 

(b) Determinar por inspeeeión una solueión del problema 
de valor x' = fcc^, x(0) = 0. 

44. (a) Continuando eon el problema 43, asumir que k es po¬ 

sitiva y diseñar gráfieas de solueiones de x' = kx^ para 
varios valores positivos de x(0). 

(b) ¿Cómo difieren estas solueiones si la eonstante k es 
negativa? 

45. Considérese que una poblaeión de P roedores satisfaee la 
eeuaeión difereneial dP/dt = kP^. Inieialmente, hay P(0) 
= 2 roedores, y su número se va inerementando a razón de 
dP/dt = 1 roedores por mes euando hay P = 10 individuos. 
¿Cuánto tiempo tomará a esta poblaeión ereeer a un eiento 
de roedores? ¿A un millar? ¿Qué está sueediendo aquí? 

46. Supóngase que la veloeidad v de un bareo eostero en el 
agua satisfaee la eeuaeión difereneial dv/dt = kv^. La ve¬ 
loeidad inieial de la embareaeión es v(0) = 10 metros/ 
segundo (m/s), y v disminuye a razón de 1 m/s^ euando 
V = 5 m/s. ¿Cuánto tiempo transeurrirá para que la velo¬ 
eidad del bareo disminuya a 1 m/s? ¿A m/s? ¿Cuándo 
se detiene el bareo? 

47. En el ejemplo 7 vimos que y(x) = 1 /(C — x) define una 
familia monoparamétriea de solueiones de la eeuaeión 
difereneial dy /dx = y^. (a) Determinar un valor de C tal 
que y(10) = 10. (b) ¿Existe un valor de C tal que y(0) = 0? 
No obstante, por inspeeeión, ¿se puede eneontrar una 
solueión de dy/dx = y^ tal que y(0) = 0? (c) La figura 
1.1.8 muestra las gráfieas de las solueiones de la forma 
y(x) = 1 /(C — x) ¿Estas eurvas solueión llenan todo el 
plano X, y? ¿Se podría eoneluir que, dado eualquier pun¬ 
to (a, b) en el plano, la eeuaeión difereneial dy/dx = y^ 
tiene exaetamente una solueión y(x) que satisfaee la eon- 
dieión y(a) = bl 
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FIGURA 1.1.8. Gráficas de las soluciones de la 
ecuación dy/dx = y^. 


48. (a) Mostrar que y{x) = Cx^ define una familia monopara- 
métrica de soluciones derivables de la ecuación diferen¬ 
cial xy' = 4y (fig. 1.1.9). (b) Mostrar que 


y(x) 


{ - x^ si X < o 
x‘* si X ^ o 


FIGURA 1.1.9. Gráfica de y = Cx‘* para diferentes 
valores de C. 


define una solución derivable de yx' = x"* para toda x, pero 
no es de la formay(x) = Cx^. (c) Dados dos números rea¬ 
les cualesquiera ay b, explicar por qué —en contraste con 
lo propuesto en el inciso (c) del problema 47 — existe un 
número infinito de soluciones derivables xy' = 4y que sa¬ 
tisfacen todas las condiciones y(a) = b. 


1.2 


Integrales como soluciones generales y particulares 


La ecuación de primer orden dy¡dx = /(x, y) toma una forma especialmente simple 
si el lado derecho de la función/no involucra en realidad a la variable dependiente 
y; así, 


> 


dy 

dx 


= fix). 


( 1 ) 


En este caso especial sólo se necesita integrar ambos lados de la ecuación (1) para 
obtener 




y(x) = 


j /(x) dx + C. 


( 2 ) 


Esta es una solución general de la ecuación (1), lo que significa que involucra una 
constante arbitraria C, y cada selección de C es una solución de la ecuación diferencial 
en (1). Si G(x) es una antiderivada particular de / —esto es, si G'(x) = /(x) —, 
entonces 


y(x) = G(x) + C. (3) 

Eas gráficas de cualesquiera de estas dos soluciones yi(x) = G(x) + Ci y y 2 (x) 
= G(x) + C 2 en el mismo intervalo I son “paralelas” en el sentido ilustrado por las 
figuras 1.2.1 y 1.2.2, donde vemos que la constante C es geométricamente la distan¬ 
cia vertical entre las dos curvas y(x) = G(x) y y(x) = G(x) + C. 

Para satisfacer una condición inicial y(xo) = yo sólo es necesario sustituir x = xq 
y y = yo en la ecuación (3) a fin de obtener yo = G(xo) + C, tal que C = yo — G(xo). 
Con esta elección de C se obtiene la solución particular de la ecuación (1) que sa¬ 
tisface el problema de valor inicial. 


> 


3- = f(x), y(xo) = yo- 
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FIGURA 1.2.1. Gráficas de 
y = 1 + C para diferentes 

valores de C. 



FIGURA 1.2.2. Gráficas de 
y = sen .r + C para diferentes 
valores de C. 


Veremos que éste es el patrón común para la solución de ecuaciones diferencia¬ 
les de primer orden. Regularmente se encuentra primero una solución general que 
involucra una constante arbitraria C. También se puede intentar obtener, para alguna 
elección apropiada de C, una solución particular que satisfaga la condición inicial 
y(-xo) = yo dada. 

Nota. De la forma en que se emplea el término en el párrafo anterior, una 
solución general de una ecuación diferencial de primer orden es simplemente una fa¬ 
milia monoparamétrica de soluciones. Una pregunta natural es: ¿cuándo una solu¬ 
ción general contiene cualquier solución particular de la ecuación diferencial? Cuando 
se sabe que esto es verdad, la llamamos la solución general de la ecuación diferen¬ 
cial. Por ejemplo, debido a que cualesquiera dos antiderivadas de la misma función 
/(x) pueden diferir sólo por una constante, se concluye entonces que toda solución de 
la ecuación (1) es de la forma (2). Así, la ecuación (2) sirve para definir la solución 
general de (1). ■ 


Ejemplo 1 


Resolver el problema de valor inicial 


^=2x + 3, y(l) = 2. 
ax 


Solución 


Al integrar ambos lados de la ecuación diferencial como en la ecuación (2), inmedia¬ 
tamente se llega a la solución general 



FIGURA 1.2.3. Curvas solución 
de la ecuación diferencial del 
ejemplo 1. 


y(x) = j (2x + 3) rix = x^ + 3x + C. 

La figura 1.2.3 muestra la gráfica de y = x^ -f 3x -f C para diferentes valores de C. 
La solución particular que se busca corresponde a la curva que pasa a través del pun¬ 
to (1, 2) satisfaciendo por tanto la condición inicial 


y(l) = (l)2 + 3-(l) + C = 2. 

Se concluye entonces que C = — 2, por lo que la solución particular es 

y(x) = x^ + 3x — 2. 
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Capítulo 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


Ecuaciones de segundo orden. La observación de que la ecuación especial de 
primer orden dy/dx = f{x) dene solución (dado que se puede encontrar una antide¬ 
rivada de /) se extiende a las ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma 
especial 

d^y 

(4) 


en la cual la función g del lado derecho de la ecuación no involucra ni la variable 
dependiente y ni tampoco su derivada dy/dx. Simplemente se integra una vez para 
obtener 


dy 

dx 


j y"ix) dx 


j g{x)dx = G{x) + Cu 


donde G es una antiderivada de g, y Ci es una constante arbitraria. Entonces una 
nueva integración nos lleva a 


y(x) = 


j y'{x)dx 


j [G(x) + Ci] dx = 


j G(x) í/x-|-Cix-f C 2 , 


donde C 2 es una segunda constante arbitraria. En efecto, la ecuación diferencial de 
segundo orden en (4) se puede obtener resolviendo sucesivamente las ecuaciones 
de primer orden 


dv 

dx 


= g(.x) 


y 


dy 

dx 


v{x). 


Velocidad y aceleración 

Una integración directa es suficiente para permitimos resolver un importante número 
de problemas relativos al movimiento de una partícula (o punto masa) en términos de 
las fuerzas que actúan sobre ella. El movimiento de una partícula a lo largo de una 
línea recta (el eje x) es descrito por su función posición 

= /(O (5) 

conociendo su coordenada en el eje x para el t. Ea velocidad de la partícula se define 
como 

, dx 

>- v{t) = f \t)\ esto es, v = —. (6) 

dt 


Su aceleración a{t) es ait) = v'it) = x”(t)-, en notación Eeibniz, 

dv d^x 
dt dt^ 


(7) 


Ea ecuación (6) puede aplicarse en forma de integral indefinida x(í) = / v{t)dt 
o en forma de integral definida 

x(í) = x(ío)-E / v(s)ds, 

Jto 

la cual se reconocerá como un postulado del teorema fundamental de cálculo (preci¬ 
samente porque dx/dy = v). 
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La segunda ley de movimiento de Newton dice que si una fuerza F{t) actúa en 
una partícula y ésta la dirige a lo largo de su línea de movimiento, entonces 


mfl(í) = F(í); esto es, F — ma, ^ ^ 

donde m es la masa de la partícula. Si se conoce la fuerza F, entonces la ecuación 
x"(í) = F(t) jm se puede integrar dos veces para encontrar la función posición x(í) en 
términos de sus dos constantes de integración. Estas dos constantes arbitrarias son 
frecuentemente determinadas por la posición inicial xo = x(0) y la velocidad inicial 
Vq = r;(0) de la partícula. 

Aceleración constante. Por ejemplo, supóngase que la fuerza F, y por tanto la 
aceleración a = F jm, son constantes. Entonces iniciamos con la ecuación 

dv 

— = a (a es una consonante) (9) 

dt 


e integrando ambos lados de la ecuación, se obtiene 


v(t) = 


j a dt = at + C\. 


Se sabe que v = Vq cuando í = 0, y la sustitución de esta información dentro de la 
ecuación anterior nos lleva al hecho de que Ci = í^o- Así 


dx 

v{t) = — = ai + i>o- 
dt 


( 10 ) 


Una segunda integración da como resultado 


x(í) 


j v{t)dt 


j (at + Do) dt = ^at^ + vot + C 2 , 


y la sustitución de í = 0, x = xq hace que C 2 = xq. Por tanto. 


x(í) — ~b ^ 0 ^ “b ^ 0 - 


( 11 ) 


De este modo, con la ecuación (10) es posible encontrar la velocidad, y con la 
ecuación (11) la posición de la partícula en cualquier tiempo t en términos de su 
aceleración constante a su velocidad inicial Vq y su posición inicial xq. 


Ejemplo 2 


Una nave lunar está cayendo libremente en la superficie de la Euna a una velocidad 
de 450 metros por segundo (m/s). Cuando se activan sus retropropulsores, se logra 
una desaceleración constante de 2.5 metros por segundo en cada segundo (m/s^) (se 
asume que la aceleración gravitacional producida por la Euna está incluida en la 
desaceleración dada). ¿A qué altura, por encima de la superficie lunar, deberán acti¬ 
varse sus retropropulsores para asegurar un “alunizaje suave” (v = 0 impacto)? 
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Solución 



Superficie lunar 


Sea x(f) la altura de la nave lunar encima de la superficie, como se indica en la figu¬ 
ra 1.2.4, donde í = 0 denota el tiempo en el cual los retropropulsores deben ser 
encendidos. Entonces Vq = —450 (m/s negativo debido a que la altura x(f) está dis¬ 
minuyendo), y a = +2.5, porque un empuje hacia arriba aumenta la velocidad v 
(aunque decrece la velocidad absoluta |t;|). Entonces las ecuaciones (10) y (11) nos 
llevan a 


v{t) = 2.5t - 450 


( 12 ) 


y 


x(í) = 1.25f^ — 450í -|- xo. 


(13) 


FIGURA 1.2.4. Nave lunar del donde xq es la altura de la nave por encima de la superficie lunar en el tiempo í = 0 
ejemplo 2. cuando los retropropulsores deben ser activados. 

A partir de la ecuación (12) se observa que v = (0) (alunizaje suave) ocurre 
cuando t = 450/2.5 = 180 s (esto es, 3 minutos); entonces la sustitución de í = 180, 
X = 0 dentro de la ecuación (13) admite que 

Xo = 0 - (1.25)(180)2-E 450(180) = 40,500 


metros, —esto es, que xq = 40.5 km ~25^ millas — . Por tanto, los retropropulsores 
deberán activarse cuando la nave esté a 40.5 km por encima de la superficie de la 
Euna, y ésta deberá tocar suavemente la superficie lunar después de 3 minutos de 
descenso desacelerado. ■ 


Unidades físicas 

El trabajo numérico requiere unidades para la medición de cantidades físicas como la 
distancia y el tiempo. Algunas veces se utilizan unidades ad hoc —tales como dis¬ 
tancia en millas o en kilómetros, y el tiempo en horas— en casos especiales (como 
en algún problema que involucre un viaje en auto). Sin embargo, los sistemas de 
unidades fps (pie-libra-segundo, por sus siglas en inglés) y mks (metro-kilogramo- 
segundo) generalmente se usan más en problemas científicos y de ingeniería. De 
hecho, las unidades fps son comúnmente utilizadas sólo en Estados Unidos (y en 
algunos cuantos países), mientras que las unidades mks constituyen el sistema inter¬ 
nacional de unidades científicas estándar. 



unidades fps 

unidades mks 

Fuerza 

libra (Ib) 

newton (N) 

Masa 

slug 

kilogramo (kg) 

Distancia 

pie (ft) 

metro (m) 

Tiempo 

segundo (s) 

segundo (s) 

g 

32 ft/s^ 

9.8 m/s^ 


Ea última línea de la tabla proporciona los valores para la aceleración gravitacio- 
nal g en la superficie de la Tierra. Aunque estos valores aproximados serán suficientes 
para la mayoría de ejemplos y problemas, valores más precisos son 9.7805 m/s^ y 
32.088 ft/s^ (a nivel del mar y en el Ecuador). 

Ambos sistemas son compatibles con la segunda ley de Newton F = ma. Así, 
1 N es (por definición) la fuerza requerida para transmitir una aceleración de 1 m/s^ 
a una masa de un kilogramo. De manera similar, 1 slug es (por definición) la masa 
que experimenta una aceleración de 1 ft/s^ bajo la acción de la fuerza de una libra. 
(Se utilizarán unidades mks en todos los problemas que requieran unidades de masa 
y muy ocasionalmente slugs.) 
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Pulgadas y centímetros (así como millas y kilómetros) también son común¬ 
mente usados en la descripción de distancias. Para conversiones de unidades entre 
fps y mks conviene recordar que 

1 pulgada = 2.54 cm (exactamente) y 1 libra (ib) = 4.448 N. 


Por ejemplo, 


y por tanto 


1 ft = 12 pulgadas X 2.54—— = 30.48 cm, 

pulgadas 


1 milla (mi) = 5280 ft X 30.48 — = 160934.4 cm = 1.609 km. 

ft 

Por tanto, una señal de límite de velocidad en Estados Unidos de 50 mi/h significa 
— en términos internacionales— que el máximo de velocidad legal es más o menos 
de 50 X 1.609 = 80.45 km/h. 


Movimiento vertical y aceleración gravitacional 

El peso W de un cuerpo es la fuerza de la gravedad ejercida sobre el cuerpo. Así, la 
sustitución de a = g y F = W en la segunda ley de Newton F = ma resulta en 


W = mg 


(14) 


para el peso W de la masa m en la superficie de la Tierra (donde g = 32 ft/s^ = 9.8 
m/s^). Por ejemplo, una masa de m = 20 kg tiene un peso de W = (20 kg)(9.8 m/s^) 
= 196 N. De forma análoga, una masa m pesando 100 libras tiene un peso en el sis¬ 
tema mks de 


W = (100 lb)(4.448 N/lb) = 444.8 N, 


de tal manera que su masa es 


IV 

m = — 
g 


444.8 N 

9.8 m/s^ 


45.4 kg. 


Para estudiar el movimiento vertical es natural escoger el eje y como el sistema 
coordenado para posición, donde frecuentemente y = 0 corresponde al “nivel del 
piso”. Si se selecciona la dirección hacia arriba como positiva, entonces el efecto de 
la gravedad en un movimiento vertical del cuerpo es para disminuir su altura y tam¬ 
bién su velocidad v = dy/dt. En consecuencia, si se ignora la resistencia del aire, 
entonces la aceleración a = dv/dt del cuerpo está dada por 





(15) 


Esta ecuación de aceleración proporciona un punto de inicio en muchos problemas 
que involucran un movimiento vertical. Integraciones sucesivas [como en las ecua¬ 
ciones (10) y (11)] nos llevan a fórmulas de velocidad y de altura 


y 


vil) = -gt + Vo 

(16) 

y (O = -^gt^ + vot + yo- 

(17) 


Aquí yo representa la altura inicial del cuerpo (í = 0) y Vq su velocidad inicial. 
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Ejemplo 3 


eje y 



(-a,0) (a,0) 



FIGURA 1.2.5. Problema del 
nadador (ejemplo 4). 


Ejemplo 4 


(a) Supóngase que una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde el piso (yo = 0) 
con una velocidad inicial Vq = 96 (ft/s, por tanto usamos g = 32 ft/s^ en unidades fps). 
La pelota alcanza su altura máxima cuando su velocidad [ecuación (16)] es cero. 


u(í) = -32í + 96 = 0, 


y de este modo, cuando í = 3 s. En consecuencia, la altura máxima que alcanza la 
pelota es 

y(3) = -C 32 • 3^ + 96 • 3 + 0 = 144 (ft) 

[con ayuda de la ecuación (17)] 

(b) Si se dispara una flecha en línea recta hacia arriba con una velocidad inicial Vo = 
49 (m/s, por tanto usamos g = 9.8 m/s^ en unidades mks), entonces ésta regresa al 
piso cuando 

y(t) = -i • (9.8)t^ + 49í = (4.9)r(-í + 10) = 0, 


después de 10 s de permanecer en el aire. 


Problema del nadador 


La figura 1.2.5 muestra un río de w = 2a de ancho que fluye hacia el norte. Las 
rectas x = ± a representan las orillas del río y el eje y su centro. Supóngase que la 
velocidad a la cual el agua fluye se incrementa conforme se acerca al centro del 
río, y en realidad está dada en términos de la distancia x desde el centro por 


Vg = Vo 



(18) 


Se puede utilizar la ecuación (18) para verificar que el agua fluye más rápido en el 
cenfro, donde Vj^ = Vq, y que V/; = 0 en cada orilla del río. 

Supóngase que un nadador inicia en el punto (—a, 0) de la orilla oeste y nada 
hacia el este (en relación con el agua) con una velocidad constante Vs- Como se in¬ 
dica en la figura 1.2.5, su vector de velocidad (relativo al cauce del río) tiene una 
componente horizontal Vs y una componente vertical Vj^. En consecuencia, el ángulo 
de dirección a del nadador está dado por 

tana = 

Sustituyendo en (18), debido a que tan a 
rencial 

dx Vs \ 

para la trayectoria del nadador y = y(x) conforme éste cruza el río. 


Vs ' 

= dy/dx, se obtiene la ecuación dife- 



Supóngase que el río tiene 1 mi de ancho y la velocidad en su parte central Vq = 9 mi/h. 
Si la velocidad del nadador es = 3 mi/h, entonces la ecuación (19) toma la forma 


dy 

dx 


= 3(1 


4x^). 


Ea integración resulta en 

= y (3 


12x^) dx = 3x — Ax^ + C 
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para la trayectoria del nadador. La condición inicial y{—^) — 0 hace que C = 1, y así 

y{x) = 3x — 4x^ + 1. 


Entonces 

^(D = 3(D-4(5)' + 1=2, 

así que el nadador es llevado por la corriente 2 mi abajo, mientras que él nada 1 mi a 
lo largo del río. ■ 


1.2 


Problemas 


En los problemas 1 al 10 encuentre la función y = f(x) que 
satisfaga la ecuación diferencial dada y la condición inicial 
prescrita. 


dy 

1. -y- =2x+l;y(0) = 3 
dx 

2. ^ = {x- 2f; y(2) = 1 
dx 

3- ^ = Vx; y(4) = 0 

dx 

dy 1 
dx x^ 


5 .^ = 


1 


dx Vx + 2 
dy 


;y(2) = -i 


6. — = xVx^ + 9; y(—4) = 0 
dx 


1 = 


10 


dx + 1 
1 


; y(0) = o 


9. ^ = 


8. — = cos2x; y(0) = 1 
dx 

dy 


- -.;y(0) = 0 10. = xe-L ytO) = 1 

dx VI — x^ dx 


En los problemas 11 al 18, encuentre la función de posición 
x(t) de una partícula moviéndose con una aceleración dada 
a(t); considere como posición inicial Xq = x(0), y como veloci¬ 
dad inicial Vq = v(0). 


11. a(t) = 50, Vo = 10, Xü = 20 

12. fl(í) = —20 ,í;ü = —15, xo =5 

13. a{t)= 3í, Uü = 5,Xo = 0 

14. a{t)= 2í + 1, ?;o = — 7, Xq = 4 

15. a{t) = 4(í + 3)^, t;o = — 1, Xo = 1 

16. a{t)= d , Uq =-l,Xo = 1 

Vi + 4 

17. a{t) = - —, «o = 0, xo = 0 

(í + 1)3 

18. a(t) = 50 sen 5 í, Uq = — 10, Xq = 8 

En los problemas 19 al 22, una partícula inicia su recorrido en 
el origen y viaja a lo largo del eje x con una función de veloci¬ 
dad v(t) cuya gráfica se muestra en las figuras 1.2.6 a la 1.2.9. 
Trace la gráfica de la función para la posición que resultante 
x(t) en el intervalo 0 S í S 10. 


19. 10 

8 

6 

4 

2 

0 

0 2 4 6 8 10 

t 

FIGURA 1.2.6. Gráfica de la función 
para la velocidad v{t) del problema 19. 

20 . 10 

8 

6 

4 

2 

0 

0 2 4 6 8 10 

t 

FIGURA 1.2.7. Gráfica de la función 
para la velocidad v{t) del problema 20. 














(5.5) 




















21 . 10 

8 

6 

4 

2 

0 

0 2 4 6 8 10 

t 

FIGURA 1.2.8. Gráfica de la función 
para la velocidad v(t) del problema 21. 
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22 . 








( 3 , 5 ) 


( 7 , 5 ) 













o- 1 - 1 - 1 - 1 - 

o 2 4 6 8 10 

t 

FIGURA 1.2.9. Gráfica de la función 
para la velocidad v(t) del problema 22. 

23. ¿Cuál es la altura máxima obtenida por la flecha en el in¬ 
ciso (b) del ejemplo 3? 

24. Se lanza una pelota desde la parte superior de un edificio 
de 400 ft de altura, ¿cuánto tiempo le tomará llegar al 
piso? ¿Con qué velocidad la pelota golpea el piso? 

25. Se aplican los frenos a un auto cuando se está moviendo a 
una velocidad de 100 km/h provocando una desaceleración 
constante de 10 metros por segundo al cuadrado (m/s^). 
¿Cuánta distancia viaja antes de detenerse? 

26. Se dispara un proyectil en línea recta hacia arriba con una 
velocidad inicial de 100 m/s desde la parte superior de un 
edificio de 20 m de altura, y luego cae al piso en la base 
del edificio. Encontrar (a) su altura máxima en referencia 
con el piso; (b) ¿cuándo pasa la parte superior del edifi¬ 
cio?; (c) su tiempo total en el aire. 

27. Se lanza una pelota en línea recta hacia abajo desde la 
parte superior de un edificio alto. La velocidad inicial de 
la pelota es de 10 m/s. Golpea el piso con una velocidad 
de 60 m/s, ¿qué tan alto es el edificio? 

28. Se lanza una bola de béisbol en línea recta hacia abajo con 
una velocidad inicial de 40 ft/s desde la parte superior del 
monumento a Washington (555 ft de altura). ¿Cuánto tar¬ 
da la pelota en alcanzar el piso, y con qué velocidad lo 
golpea? 

29. Un automóvil diesel acelera gradualmente, de tal manera 
que para los primeros 10 s la aceleración está dada por 

^ = (0.12)f2-K0.6)í (ft/s^). 

dt 

si el auto parte de la posición de reposo (jcq = 0, Vq = 0), 
encontrar la distancia que ha recorrido al final de los pri¬ 
meros 10 s y su velocidad en ese tiempo. 

30. Un auto, viajando a 60 mi/h (88 ft/s), patina 176 ft des¬ 
pués de frenar repentinamente. Bajo la consideración de 
que el sistema de frenos proporciona una desaceleración 
constante, ¿cuál es esa desaceleración?, ¿por cuánto tiem¬ 
po patina el vehículo? 

31. La marca del patinado dejada por un automóvil indica 
que sus frenos fueron aplicados completamente a una 
distancia de 75 m antes de que se detuviera. Se sabe que 
el carro en cuestión tiene una desaceleración constante de 
20 m/s^ bajo estas condiciones, ¿qué tan rápido —en 
km/h— viajaba el vehículo al momento en que se aplica¬ 
ron los frenos? 


32. Supóngase que un auto se mueve a una velocidad de 
50 km/h, aplica sus frenos y patina 15 m. Considerando 
que el vehículo tiene una desaceleración constante, ¿qué 
tan lejos patinará si se mueve a 100 km/h cuando se apli¬ 
can los frenos? 

33. En el planeta Gzyx una bola lanzada desde una altura de 
20 ft golpea el piso en 2 s. Si la bola se lanza desde la parte 
más alta de un edificio de 200 ft en Gzyx, ¿cuánto tiempo 
le tomará golpear el piso?, ¿con qué velocidad lo golpeará? 

34. Una persona puede arrojar una bola en línea recta hacia 
arriba desde la superficie de la Tierra a una altura máxima 
de 144 ft, ¿qué tan alto podría arrojar esta misma persona 
la bola en el planeta Gzyx del problema 33? 

35. Se lanza una piedra, desde la posición de reposo, a una 
altura inicial h arriba de la superficie de la Tierra. 
Mostrar que la velocidad con la cual golpea el piso es 
V = y/2gh. 

36. Supóngase que una mujer tiene suficiente “rebote” en sus 
piernas para saltar (en la Tierra) desde el piso hasta una 
altura de 2.25 ft. Si salta en línea recta hacia arriba con la 
misma velocidad inicial en la Luna —donde la aceleración 
gravitacional en la superficie es (aproximadamente) de 5.3 
ft/s^—, ¿qué altura alcanzará esta mujer? 

37. Al mediodía un auto inicia un recorrido en línea recta con 
una aceleración constante desde el punto de reposo A has¬ 
ta el punto B. Si el vehículo llega al punto B a las 12:50 
P.M. con una velocidad de 60 mi/h, ¿cuál es la distancia 
entre Ay B1 

38. Al mediodía un auto inicia un recorrido en línea recta con 
una aceleración constante desde el punto de reposo A, 
hasta el punto C, 35 mi adelante. Si el auto, con acelera¬ 
ción constante, llega al punto C con una velocidad de 60 
mi/h, ¿qué tiempo le toma llegar hasta allí.^ 

39. Si a = 0.5 mi y Vo = 9 mi/h, como en el ejemplo 4, ¿cuál 
debe ser la velocidad del nadador Wj para que la corriente 
lo arrastre sólo una milla aguas abajo al cruzar el río? 

40. Si a = 0.5 mi, itg = 9 mi/h y = 3 mi/h como en el 
ejemplo 4, pero la velocidad del río está dada por la fun¬ 
ción de cuarto grado 



en lugar de la función cuadrática en la ecuación (18). En¬ 
cuentre ahora a qué distancia aguas abajo es llevado el 
nadador al cruzar el río. 

41. Se lanza una granada desde un helicóptero suspendido a 
una altura de 800 ft arriba del piso. Desde el piso, directa¬ 
mente bajo el helicóptero, se dispara un proyectil en línea 
recta hacia la granada, exactamente 2 s después de que 
ésta fue soltada. ¿Con qué velocidad inicial debe disparar¬ 
se el proyectil para que alcance la granada a una altitud de 
exactamente 400 ft? 

42. Un vehículo espacial en caída libre hacia la superficie de 
la Luna viaja a una velocidad de 1000 mph(mi/h). Sus 
retropropulsores, cuando arrancan, proporcionan una des¬ 
aceleración constante de 20,000 mi/h^. ¿A qué altura por 
encima de la superficie lunar deben los astronautas arran¬ 
car los retropropulsores para asegurar un contacto suave? 
(Como en el ejemplo 2, ignorar el campo gravitacional de 
la Luna). 
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43. El viento desde el Sol, de Arthur Clark (1963), describe a 
Diana, un vehículo espacial impulsado por el viento solar. 
Su vela aluminizada le proporciona una aceleración cons¬ 
tante de O.OOlg = 0.0098 m/s^. Supóngase que este ve¬ 
hículo espacial inicia su movimiento partiendo del reposo 
en el tiempo í = 0, y simultáneamente dispara un proyec¬ 
til (hacia delante, en línea recta en la misma dirección) 
que viaja a un décimo de la velocidad de la luz c = 3 X 
10® m/s. ¿Cuánto le tomará a la nave espacial alcanzar al 
proyectil y cuánto habrá viajado hasta entonces? 


44. El conductor de un auto involucrado en un accidente sos¬ 
tenía que iba solamente a 25 mph. Cuando la policía pro¬ 
bó su vehículo y aplicó los frenos del automóvil a 25 mph, 
éste patinó sólo 45 ft antes de detenerse. Pero las marcas 
del patinado medidas en la escena del accidente eran de 
210 ft. Asumiendo la misma desaceleración (constante), 
determinar la velocidad a la que viajaba el conductor an¬ 
tes del accidente. 


1.3 


Isoclinas y curvas solución 


Considere la ecuación diferencial de la forma 


^ = /U.T) 
dx 


( 1 ) 



FIGURA 1.3.1. Curva solución 
para la ecuación diferencial 
y' = X — y junto con las líneas 
tangentes con 

• pendiente rrix = jcj — yi en el 
punto (xi,yi); 

• pendiente m 2 = X 2 — y 2 en el 
punto (X 2 , y 2 )-, 

• pendiente mj, = — y^ en el 

punto (X 3 , y^). 


donde la función del lado derecho /(x, y) depende tanto de la variable independiente x 
como de la variable dependiente y. Se Podría pensar en integrar ambos lados de (1) 
con respecto de x, y por tanto escribir y(x) = / /(x, y{x))dx + C. Sin embargo, este 
enfoque no conduce a la solución de la ecuación diferencial, porque la integral indi¬ 
cada involucra la misma función y(x) desconocida; por tanto, no puede ser evaluada 
explícitamente. En realidad no existen procedimientos directos para resolver una 
ecuación diferencial general explícitamente. De hecho, las soluciones de una ecua¬ 
ción diferencial que parece tan simple como y' = x^ -f y^ no pueden expresarse en 
términos de las funciones elementales ordinarias estudiadas en los libros de texto de 
cálculo. Sin embargo, los métodos gráficos y numéricos que se presentan en esta 
sección y en secciones posteriores pueden usarse para obtener soluciones aproximadas 
de ecuaciones diferenciales que, en la mayoría de los casos, son más que suficientes. 

Campos de isoclinas y soluciones gráficas 

Existe un camino geométrico sencillo para obtener las soluciones de una ecuación 
diferencial y' = /(x, y) dada. En cada punto (x, y) del plano x, y, el valor de /(x, y) 
determina una pendiente m = /(x, y). Una solución de una ecuación diferencial es 
simplemente una función derivable cuya gráfica y = y(x) tiene su “pendiente correc¬ 
ta” en cada punto (x, y(x)) a través del cual pasa —esto es, y'(x) = /(x, y(x))—. Por lo 
tanto, una curva solución de la ecuación diferencial y' = /(x, y) —la gráfica de la 
solución de la ecuación— es simplemente una curva en el plano x, y cuya línea tan¬ 
gente en cada punto (x, y) tiene pendiente m = f(x, y). Por ejemplo, la figura 1.3.1 
muestra una curva solución de la ecuación diferencial y' = x — y junto con su línea 
tangente en tres puntos típicos. 

Esto, desde el punto de vista geométrico, sugiere un método gráfico para ob¬ 
tener soluciones aproximadas de la ecuación diferencial y' = /(x, y). A través de 
cada grupo representativo de puntos (x, y) en el plano se obtiene un segmento lineal 
corto que tiene una pendiente propia m = /(x, y). Todos estos segmentos lineales 
constituyen un campo de pendientes (o un campo direccional) comúnmente lla¬ 
mados campos de isoclinas de la ecuación y' = /(x, y). 


Ejemplo 1 


Eas figuras 1.3.2(a)-(d) muestran las isoclinas y las curvas solución de la ecuación 
diferencial 


dy 

dx 


= ky 


( 2 ) 


con valores de A: = 2, 0.5, — 1 y —3 de este parámetro en la ecuación (2). Obsér¬ 
vese que cada isoclina nos proporciona una importante información cualitativa 
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Ecuaciones diferenciales de primer orden 


Ejemplo 2 


Solución 



FIGURA 1.3.2(a) Campos de 
isoclinas y curvas solución para 
y' = 2y. 



X 


FIGURA I.3.2(b) Campos de 
isoclinas y curvas solución para 
y' = (0.5)y. 




FIGURA I.3.2(c) Campos de 
isoclinas y curvas solución para 

y = -y. 


FIGURA I.3.2(d) Campos de 
isoclinas y curvas solución para 

y = -3y. 


sobre el conjunto de todas las soluciones de la ecuación diferencial. Por ejemplo, las 
figuras 1.3.2(a) y (b) sugieren que cada solución y(x) tiende a ±oo cuando x +oo 
si A: > 0, mientras que en las figuras 1.3.2(c) y (d) sugieren que y(x) ^ 0 cuando x ^ 
+00 si A: < 0. Más aún, aunque el signo de k determina la dirección de incremento o 
decremento de y(x), su valor absoluto |^| determina la razón de cambio de y(x). Todo 
esto puede apreciarse en el campo de isoclinas como el de la figura 1.3.2 sin conocer 
que la solución general de la ecuación (2) está dada explícitamente por y(x) = C^'‘. 


Un campo de isoclinas sugiere visualmente la forma de las curvas solución de 
la ecuación diferencial. A través de cada punto, una curva solución debe tender en 
alguna dirección de tal manera que su línea tangente sea paralela cercanamente al 
entorno de segmentos lineales del campo de isoclinas. Comenzando en cualquier 
punto inicial (a, fi), puede intentar trazarse a mano una curva solución aproximada 
que vaya trazando su camino a través del campo de isoclinas siguiendo los segmen¬ 
tos de línea visibles tan cerradamente como sea posible. 


Construir un campo de isoclinas para la ecuación diferencial y' = x — y, y utilizarlo 
para bosquejar una curva solución aproximada que pase a través del punto (—4, 4). 

La figura 1.3.3 muestra un conjunto de pendientes para una ecuación dada. La pen¬ 
diente numérica m = x — y aparece en la intersección del renglón horizontal x y la 
columna vertical y de la tabla. Si se inspecciona el patrón de las diagonales desde 
la parte superior izquierda hasta la parte inferior derecha de la figura, se puede apreciar 
que fue fácil y rápidamente constmida. (Por supuesto, una función /(x, y) más compli¬ 
cada en el lado derecho de la ecuación diferencial necesitará cálculos más complejos. 
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FIGURA 1.3.3. Valores de la pendiente y' = x — y para —4 Sx,yS4. 
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FIGURA 1.3.4. Campo de isoclinas 
para y' = x — y correspondientes a la 
tabla de pendientes de la figura 1.3.3. 
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FIGURA 1.3.5. Curva solución 
que pasa a través de (—4, 4). 
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Figura 1.3.6. Isoclina y curvas 
solución típicas y' = x — y. 


La figura 1.3.4 muestra el campo de isoclinas correspondiente, y la figura 1.3.5, la 
curva solución aproximada trazada para que pase a través del punto (—4,4). De aquí 
se concluye que este campo de isoclinas estará tan cerca como sea posible. En cada 
punto se observa que la curva tiende en la dirección indicada por los segmentos de 
línea del entorno del campo de isoclinas. ■ 

Aunque el programa en una hoja de cálculo (por ejemplo) permite construir 
rápidamente una tabla de pendientes como la de la figura 1.3.3, el graficar a mano un 
número suficiente de segmentos de pendientes como en la figura 1.3.4 puede resultar 
tedioso. Sin embargo, la mayoría de los sistemas de álgebra por computadora cuenta 
con instrucciones para una rápida construcción del campo de isoclinas con tantos 
segmentos de línea como se requieran; estos comandos se ilustran en el material de 
aplicación para esta sección. Cuantas más líneas de segmentos se construyan, se 
podrán visualizar y trazar curvas solución más precisas. La figura 1.3.6 muestra un 
campo “fino” de isoclinas para la ecuación diferencial y' = x — y del ejemplo 2, 
junto con las curvas solución trazadas a través de este campo. 

Si se observa detalladamente la figura 1.3.6, se puede señalar una curva solu¬ 
ción que parece ser ¡una línea recta! De hecho, puede verificarse que la función 
lineal y = x — 1 es una solución de la ecuación y' = x — y, y se observa que otras 
curvas solución tienden asintóticamente hacia esa línea recta en la medida en que 
X ^ + 00 . Esta inferencia ilustra el hecho de que un campo de isoclinas puede suge¬ 
rir información tangible acerca de soluciones, y no todo es evidente desde la ecua¬ 
ción diferencial misma. ¿Se puede, por el trazo de la curva solución apropiada en 
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esta figura, inferir que ^(3) « 2 para la solución y(x) del problema de valor inicial 
y = X - y,y{-4-) = 4? 

Aplicaciones de los campos de isoclinas 

Los siguientes dos ejemplos ilustran el uso de los campos de isoclinas para recuperar 
información en situaciones físicas que se modelan por medio de ecuaciones diferencia¬ 
les. El ejemplo 3 se basa en el hecho de que una pelota de béisbol se mueve en el aire 
a una velocidad moderada v (aproximadamente menor de 300 ft/s) y encuentra cierta 
resistencia por el aire, la cual es proporcional aproximadamente a v. Si la pelota se 
lanza en línea recta hacia abajo desde la parte superior de un edificio alto o desde un 
helicóptero suspendido, entonces experimenta tanto la aceleración de la gravedad ha¬ 
cia abajo como la aceleración hacia arriba de la resistencia del aire. Si el eje y es la 
dirección hacia abajo, entonces la velocidad de la bola v = dy/dt y su aceleración 
gravitacional g = 32 ft/s^ son ambas positivas, mientras que la aceleración debida a la 
resistencia del aire es negativa. En consecuencia, la aceleración total es de la forma 

dv 

(3) 

Un valor típico de la resistencia del aire proporcionalmente constante podría ser 
k = 0.16. 


Ejemplo 3 


Supóngase que se lanza una pelota de béisbol en línea recta hacia abajo desde un 
helicóptero suspendido a una altitud de 3000 ft. Nos preguntamos si alguien abajo 
pudiera cacharla. Para estimar la velocidad con la cual la bola llegará a tierra, puede 
usarse un sistema de álgebra en una computadora portátil para construir un campo 
de isoclinas de la ecuación diferencial 


400 
300 
200 
100 
0 

0 5 10 15 20 25 

t 

FIGURA 1.3.7. Campo de 
isoclina y curvas solución para 
v’ = 32- O.lóu. 
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dv 

dt 


32-0.16U. 


(4) 


El resultado se muestra en la figura 1.3.7 junto con varias curvas solución co¬ 
rrespondientes a diferentes valores de la velocidad inicial t;(0) con las cuales se podría 
lanzar la pelota hacia abajo. Nótese que todas estas curvas solución tienden asintóti- 
camente a la línea horizontal v = 200. Esto implica que —como quiera que sea 
lanzada— la bola de béisbol se acercará a la velocidad límite de v = 200 ft/s en lugar 
de acelerar indefinidamente (como sería en ausencia de la resistencia del aire). Con¬ 
virtiendo el resultado a millas por hora, 60 mi/h = 88 ft/s, resulta 


ft 60 mi/h 

V = 200— X - 

s 88 ft/s 


mi 

136.36 —. 
h 


Tal vez un “catcher” acostumbrado a bolas rápidas de 100 mi/h podría tener alguna 
oportunidad de capturar esta pelota. ■ 


Comentario. Si la velocidad inicial de la bola es de t;(0) = 200, entonces, 
por la ecuación (4), tenemos que íi'(O) = 32 — (0.16)(200) = 0, de tal forma que 
la bola no experimenta aceleración inicial. Por tanto, su velocidad permanece sin 
cambio, y entonces v{t) = 200 es una “solución de equilibrio” constante de la ecua¬ 
ción diferencial. Si la velocidad inicial es mayor a 200, entonces la aceleración ini¬ 
cial dada por la ecuación (4) es negativa; así la bola baja lentamente al caer. Pero si 
la velocidad inicial es menor a 200, entonces la aceleración inicial dada por (4) es 
positiva, de tal manera que la velocidad de la bola aumenta conforme va cayendo. 
Por eso parece bastante razonable que, debido a la resistencia del aire, la pelota de 
béisbol se acercará a la velocidad límite de 200 ft/s —sin importar la velocidad ini¬ 
cial con la que comience—. Puede verificarse que, en ausencia de la resistencia del 
aire, esta misma bola golpearía en el piso a más de 300 mi/h. ■ 
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Ejemplo 4 



r 


FIGURA 1.3.8. Campo de 
isoclina y curvas solución 
P' = 0.06/’ - O.OOOd/’^. 


Ejemplo 5 


En la sección 2.1 se presentará con detalle la ecuación diferencial logística 


— = kP{M - P) 
dt 


(5) 


que se utiliza frecuentemente para modelar una población P{t) donde sus habitantes, 
en un medio ambiente determinado, cuentan con una cuota limitada M. Esto signifi¬ 
ca que M es la población máxima que ese medio ambiente puede sostener a la larga 
(por ejemplo, en términos del alimento máximo disponible). 


Si tomamos k = 0.0004 y M = 150, entonces la ecuación logística en (5) toma la 
forma. 

— = 0.0004P(150 - P) = 0.06/’ - O.OOOAP^. (6) 

dt 

El término positivo O.OóP en el lado derecho de (6) corresponde al crecimiento natu¬ 
ral a una tasa anual de 6% (con tiempo t medido en años). El término negativo 
—O.OOOdP^ representa la inhibición del crecimiento debido a una limitación de los 
recursos en ese medio ambiente. 

Ea figura 1.3.8 muestra un campo de isoclinas para la ecuación (6) junto con 
varias curvas solución correspondientes a los diferentes valores posibles de la po¬ 
blación inicial PÍO). Nótese que todas estas curvas solución que aparecen tienen 
como asíntota a la línea horizontal P = 150. Esto implica que —para cualquier 
población inicial— la población P{t) se acercará a la población límite conforme 
P = 150 t oo. ■ 

Comentario. Si la población inicial es P{0) = 150, entonces la ecuación (6) 
resulta 

P'{0) = 0.0004(150) (150 - 150) = 0, 

así la población no experimenta cambio inicial (instantáneo). Por tanto, permanece 
inalterable, y en consecuencia P{f) = 150 es una “solución de equilibrio” constante de 
la ecuación diferencial. Si la población inicial es mayor de 150, entonces la razón 
de cambio inicial dada por (6) es negativa, así la población comienza a disminuir in¬ 
mediatamente. Pero si la población inicial es menor de 150, entonces la razón de 
cambio inicial dada por (6) es positiva, de tal manera que la población comienza a 
crecer inmediatamente. Por eso parece bastante razonable concluir que la población se 
aproxima a un valor acotado de 150 —cualquiera que sea la cifra inicial (positiva). ■ 

Existencia y unicidad de soluciones 

Antes de invertir tiempo tratando de resolver una ecuación diferencial dada, es con¬ 
veniente saber qué soluciones existen realmente. También podemos querer saber si 
existe sólo una solución de la ecuación que satisface la condición inicial dada —esto 
es, cuándo sus soluciones son únicas. 


(a) [No cumple existencia]. El problema de valor inicial 

y = -, y(0) = o (7) 

X 

no tiene solución, porque ésta no existe para y(x) = / (1 /x)dx = In |x| -f C en la 
ecuación diferencial en el punto x = 0. Esto se observa gráficamente en la figu¬ 
ra 1.3.9, la cual muestra un campo direccional y algunas curvas solución típicas para 
la y' = 1 ¡x. Se aprecia que las isoclinas indicadas “obligan” a todas las curvas solu¬ 
ción cercanas al eje y las hace tender hacia abajo, de tal manera que ninguna pasa a 
través del punto (0,0). 








24 Capítulo 1 Ecuaciones diferenciales de primer orden 



-1 o 1 


X 

FIGURA 1.3.9. Campo 
direccional y curvas solución para 
la ecuación y' = 1 /x. 



0 1 


FIGURA 1.3.10. Campo 
direccional y dos curvas solución 
diferentes para el problema de valor 
inicial y' = 2^, y(0) = 0. 


(b) [No cumple unicidad]. Por otro lado, se puede fácilmente verificar que el proble¬ 
ma de valor inicial 


y' = 2v>', y( 0 ) = o (8) 

tiene dos soluciones diferentes yi(x) = y y 2 (x) = 0 (véase problema 27). Así, la 

figura 1.3.10 muestra un campo direccional y dos curvas solución diferentes para el 
problema de valor inicial en (8). Se observa que la curva yi(x) = x^ traza su camino a 
través del campo direccional indicado, mientras que la ecuación diferencial y' = 2y/y 
especifica la pendiente y' = 0 a lo largo del eje x, y 2 (x) =0. ■ 

El ejemplo 5 ilustra ese hecho. En consecuencia, antes de que podamos hablar 

de “la” solución de un problema de valor inicial, es necesario conocer si tiene una y 
solo una solución. Preguntas de existencia y unicidad de soluciones también apare¬ 
cen en el proceso del modelado matemático. Supóngase que se estudia un sistema 
físico cuyo comportamiento está determinado completamente por ciertas condicio¬ 
nes iniciales, pero nuestro modelo matemático propuesto involucra una ecuación 
diferencial que no tiene una solución única que satisfaga esas condiciones. De aquí 
surge de inmediato la pregunta de cuál o qué modelo matemático representa adecua¬ 
damente dicho sistema físico. 

El teorema de abajo implica que el problema de valor inicial y' = /(x, y), y(a) 
= b tiene una y solamente una solución definida cerca del punto x = a en el eje x, 
siempre que tanto la función / como su derivada parcial df /dy sean continuas en el 
entorno del punto (a, b) en el plano xy. Eos métodos para demostrar los teoremas de 
existencia y unicidad se presentan en el Apéndice. 

TEOREMA 1 Existencia y unicidad de soluciones 

Supóngase que tanto la función /(x, y) y su derivada parcial Dyf(x, y) son conti¬ 
nuas en algún rectángulo R en el plano xy que contiene el punto (a, b) en su inte¬ 
rior. Entonces, para algún intervalo abierto I conteniendo el punto a, el problema 
de valor inicial 

dy 

> ■J^ = fU, y), y(a) = b ( 9 ) 

tiene una y sólo una solución que está definida en el intervalo 7. (Como se ilustra 
en la figura 1.3.11, el intervalo de solución I puede no ser tan “ancho” en conti¬ 
nuidad como el rectángulo original R, véase la nota 3.) 



FIGURA 1.3.11. Rectángulo R e 
intervalo de x en / del teorema 1, y 
curva solución y = y(x) que pasa 
por el punto (a, b). 
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Nota 1. En el caso de la ecuación diferencial dy/dx = —y del ejemplo 1 
presentada en la figura 1.3.2(c), tanto la función /(x, y) = —y como la derivada par¬ 
cial df/dy = — 1 son continuas en cualquier punto. Así, el teorema 1 implica la 
existencia de una solución única para cualesquiera datos iniciales (a, b). Aunque el 
teorema únicamente asegura la existencia sólo que algún intervalo abierto contenga 
X = a, cada solución y{x) = Ce~^ en realidad está definida para toda x. 

Nota 2. En el caso de la ecuación diferencial /(x, y) = —2^ del ejemplo 
5(b) y la ecuación (8), la función f(x, y) es continua para toda y>0, pero la derivada 
parcial df/dy = l/^y es discontinua cuando y = 0, y en consecuencia en el punto 
(0, 0). Por esto, es entonces posible que existan dos soluciones diferentes yi(x) = x^ 
y = 0, cada una de las cuales satisface la condición inicial y(0) = 0. 


Nota 3 . En el ejemplo 7 de la sección 1.1 se examinó especialmente la ecuación 
diferencial simple dy/dx = y^. Aquí se tiene que /(x, y) = y^ y df/dy = 2y. Ambas 
funciones son continuas en cualquier parte del plano xy, y en particular en el rectán¬ 
gulo —2<x<2,0<y<2. Debido a que el punto (0, 1) se encuentra en el interior 
de este rectángulo, el teorema 1 garantiza una solución única —necesariamente una 
función continua— del problema de valor inicial 



FIGURA 1.3.12. La curva 
solución que pasa por el punto 
inicial (0, 1) abandona el 
rectángulo R antes de que alcance 
el lado derecho R. 


^ = y^ y(0) = 1 

dx 


( 10 ) 


en algún intervalo abierto x que contenga a = 0. De hecho, esta es la solución 


y(x) = 


1 — X 


que se presentó en el ejemplo 7. Pero y(x) = 1/(1 — x) es discontinua en x = 1, de 
tal manera que nuestra única solución continua no existe en el intervalo entero — 2 < 
X < 2. Así, el intervalo de solución I del teorema 1 puede no ser tan ancho como el 
rectángulo i?, donde / y df /dy son continuas. Geométricamente, la razón es que la 
curva solución dada por el teorema puede salir del rectángulo —donde se garantiza 
la existencia de las soluciones de la ecuación diferencial que están dentro— antes de 
que alcancen uno o ambos extremos del intervalo (véase figura 1.3.12). ■ 


El siguiente ejemplo muestra que, si la función /(x, y) y/o su derivada parcial 
df /dy no satisfacen la hipótesis de continuidad del teorema 1, entonces el problema 
de valor inicial en (9) puede no tener solución o tener muchas —incluso un número 
infinito— de soluciones. 


Ejemplo 6 


Considere la ecuación diferencial 


dy _ 

X— = 2y. 
dx 


( 11 ) 


Aplicando el teorema 1 con /(x, y) = 2y/x y 5//dy = 2/x, se concluye que la ecua¬ 
ción (11) debe tener una solución única cercana a cualquier punto del plano xy donde 
X A 0. De hecho, se observa de inmediato que al sustituir en (11) 


y(x) = Cx^ 


(12) 
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FIGURA 1.3.13. En el punto 
(0, 0) existe infinidad de curvas 
solución pero ninguna que pase 
por el punto (0, ¿i) si 0. 


satisface la ecuación (11) para cualquier valor de la constante C y para todos los 
valores de la variable x. En particular, el problema de valor inicial 


x—=2y, 3;(0) = 0 (13) 

dx 

tiene infinidad de soluciones cuyas curvas solución son las parábolas y = Cx^ ilus¬ 
tradas en la figura 1.3.13. (En el caso de C = 0 la “parábola” está exactamente en el 
eje xy = 0). 

Obsérvese que todas estas parábolas pasan por el origen (0,0), pero ninguna de 
ellas pasa por algún otro punto del eje y. De aquí se concluye que el problema de valor 
inicial en (13) tiene infinidad de soluciones, pero el problema de valor inicial 

dy 

X— =2y, y{0)=b (14) 


no tiene solución si b^O. 

Einalmente, nótese que para cualquier punto fuera del eje y pasa solamente una 
de las parábolas y = Cx^. Por tanto, si a 0, entonces el problema de valor inicial 


X— = 2y, y(a) = b 
dx 


(15) 


tiene solución única en cualquier intervalo que contenga al punto x = a, pero no en 
el origen x = 0. En suma, el problema de valor inicial en (15): 



• tiene una solución única en el entorno de (a, b) si a ^ 0; 

• carece de solución si = 0 pero b^O', 

• tiene infinidad de soluciones si a = b = 0. ■ 

Pueden decirse más cosas sobre el problema de valor inicial en (15). Considé¬ 
rese un punto inicial en el eje y —por ejemplo el punto (—1, 1) indicado en la figu¬ 
ra 1.3.14—. Entonces, para cualquier valor de la constante C la función definida por 


y(x) = 


I x^ six<0, 
Cx ^ si X > 0 


(16) 


FIGURA 1.3.14. Existe una 

infinidad de curvas solución que continua y satisface el problema de valor inicial 

pasan por el punto (1, — 1). 

x^=2y, y(-l) = l. (17) 

dx 


Para un valor particular de C, la curva solución definida por (16) consiste en la mitad 
izquierda de la parábola y = x^ y la mitad derecha de la parábola y = Cx^. De este 
modo, la curva solución única en el entorno de (—1, 1) se ramifica en el origen en 
una infinidad de curvas solución ilustradas en la figura 1.3.14. 

Se observa entonces que el teorema 1 (si sus hipótesis son satisfechas) garanti¬ 
za la unicidad de la solución en el entorno del punto inicial (a, b), pero una curva 
solución que pasa por (a, b) puede eventualmente ramificarse de tal manera que 
la unicidad se pierda. Así, puede existir una solución en un intervalo mayor que para 
otro en el cual su solución sea única. Por ejemplo, la solución y(x) = x^ del problema 
de valor inicial en (17) existe en todo el eje x, pero su solución es única solamente en 
el lado negativo —oo < x < 0. 
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1.3 


Problemas 


En los problemas 1 al 10 se proporcionan campos de isoclinas 
de la ecuación diferencial indicada junto con una o más cur¬ 
vas solución. Trace las curvas solución que pasan por los pun¬ 
tos adicionales marcados en cada campo de isoclinas. 


1 . 


dy 

= - y - sen x 
dx 





FIGURA 1.3.18. 


FIGURA 1.3.15. 


5. = + l 

dx 


2 . 



y 




FIGURA 1.3.19. 


FIGURA 1.3.16. 


3. 


dy 

= -y - sen x 
dx 


6 . 


dy 

dx 


x-y + l 




FIGURA 1.3.17. 


FIGURA 1.3.20. 
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7. 


dy 

= sen X + sen y 
dx 



FIGURA 1.3.21. 


10 . 


dy y 

= -X + sen y 
dx 



FIGURA 1.3.24. 


En los problemas 11 al 20, determine si el teorema 1 garantiza 
o no la existencia de una solución al problema de valor inicial 
dado. Si la existencia está asegurada, determine cuándo el 
teorema 1 garantiza o no la unicidad de esa solución. 


8 . 

dx 


-1 


-2 


-3 


TTTCCVTY 

1 1 /y-w \ \ 

_/ / / / - -v \ \ \' 

/ / / / ..- -^ \ \ \ 

/ / / / 

1 1 1 / / - N \ 

-/•/ f/f 

III// 

\ \ \ \~-y ///I 1 

_\ \ \ V-//// /_ 

\\ /// 1 1 
\ \ \ - y/// 1 1 

\ y-- ->/ / 1 1 1 
"N /// / / r 

/ / / 

---^1^/ /1/ / / 

1 1 1 1 / / / y 

■ yy/ //lili 

i 1 1 1 I // y y - 

■ / / / l ! ! ! 

1 1 1 1 I /// y 

■¿///lililí 

lililí////. 

///lililí 

lililí/// 

//// 1 1 1 1 i 

lililí/// 

///lililí 

~¡ 1 í*/1 /*/// / 

"/ / ^/ / /•/ 1 /“ 

lililí//// 

1 1 1 1 1 1 1 / / 

// 1 1 1 1 1 1 í 

1 / 1 1 1 1 1 1 1 


-3 -2 -1 


FIGURA 1.3.22. 


11 . — = 2x^y^\ y(l) = -1 
dx 

dy 

12. -f- =;clny; y(l) = 1 

dx 

dy 

13 . ¿ >( 0 ) = 1 

14. ¿ >(0) = o 

dy , _ 

15. — = ^x - y; y(2) = 2 
dx 


dy , _ 

16. — = ^x - y; y(2) = 1 
dx 

dy 

17. y — = X — V, y(0) = 1 

dx 


9. 


dx 


= x^ -y-1 



FIGURA 1.3.23. 


18. y— =;c - 1; y(l) = 0 

dx 

19. =ln(l+/); y(0) = 0 

dx 

20. y(0) = 1 

dx 

En los problemas 21 y 22 utilice primero el método del ejem¬ 
plo 2 a fin de construir un campo de isoclinas para la ecuación 
diferencial dada. Luego trace la curva solución correspon¬ 
diente a la condición inicial dada. Einalmente, use esta curva 
solución para estimar el valor deseado de la solución y(x). 

21. y = X + y, y(0) = 0; y(-4) = ? 

22. y' = y-x, y(4) = 0; y(-4) = ? 
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Los problemas 23 y 24 son como los problemas 21 y 22, pero 
use ahora un sistema de álgebra en computadora para graficar 
e imprimir un campo de isoclinas de la ecuación diferencial 
dada. Si lo desea (y se sabe cómo), puede revisar su trazo ma¬ 
nual de la curva solución graficándola con la computadora. 


29. Verifique que si c es una constante, entonces la función 
definida con dos reglas de correspondencia 

, . 0 para x < c, 

(x - c) para x > c 


23. y = x2 + /-l, y(0) = 0; y(2) = ? 

24. y' = x+^y\ y{-2)=0; y(2) = ? 

25. Usted se lanza con un paracaídas desde el helicóptero del 
ejemplo 3 y tira de la cuerda para abrirlo. Considere k = 
1.6 en la ecuación (3), de tal manera que su velocidad de 
caída satisface el problema de valor inicial 

— =32-1.6n, i;(0) = 0. 

dt 

Para investigar la probabilidad de sobrevivir, construya 
un campo de isoclinas para esta ecuación diferencial y tra¬ 
ce la curva solución apropiada. ¿Cuál será su velocidad 
límite? ¿Servirá de algo colocar estratégicamente una 
gran pila de paja? ¿Cuánto le tomará alcanzar 95% de su 
velocidad límite? 

26. Suponga que la población de venados P{t) en un pequeño 
bosque satisface la ecuación logística 

^ = 0.0225/--0.0003PI 
dt 

Construya un campo de isoclinas y una curva solución 
apropiada para dar respuesta a las siguientes preguntas; Si 
hay 25 venados en el tiempo í = 0, y í es medido en me¬ 
ses, ¿cuánto tiempo le tomará duplicarse a esta población? 
¿Cuál será la población límite de venados? 


Los siguientes siete problemas ilustran el hecho de que, si la 
hipótesis del teorema 1 no se cumple, entonces el problema de 
valor inicial y' = f(x, y), y(a) = b puede no contar con solu¬ 
ción, tener un número finito de soluciones o bien un número 
infinito de ellas. 

27. (a) Verificar que si c es una constante, entonces la función 
definida con dos reglas de correspondencia 

, ^ 0 para x y c, 

y(x) =< , 

(x- c) para x >c, 

satisface la ecuación diferencial y' = 2yy para toda x 
(incluyendo el x = c). Construya una figura que ilustre el 
hecho de que el problema de valor inicial y' = 2.,/y, y(0) 
= 0 tiene infinidad de soluciones, (b) ¿Para qué valor de 
b el problema de valor inicial y' = 2.,Jy, y(0) = b\ (i) no 
tiene solución; (ii) tiene una solución única definida para 
toda X? 

28. Verifique que si k es una constante, entonces la función 
y(x) = kx satisface la ecuación diferencial xy' = y para 
toda X. Construya un campo de isoclinas y algunas de esas 
líneas rectas para curvas solución. Determine posterior¬ 
mente (en términos ay b) cómo el problema de valor 
inicial xy' = y, y(a) = b tiene una, ninguna o infinidad de 
soluciones. 


satisface la ecuación diferencial y' = 3y^/^ para x. ¿Puede 
usarse también el “lado izquierdo” de la ecuación cúbica 
y = (x — c)^ en una curva solución de la ecuación diferen¬ 
cial uniendo ambas partes? (véase figura 1.3.25). Trace al¬ 
gunas de estas curvas solución. ¿Existe algún punto (a, b) 
en el plano xy para el cual el problema de valor inicial 
y' = 3y2/3, y(a) = b no tenga solución, o bien cuente con 
una única solución definida para toda x? Su respuesta 
debe ser congruente con el teorema 1. 


y = {x — cf 


y = x^ 


FIGURA 1.3.25. Una sugerencia para el problema 29. 


30. Verifique que si c es una constante, entonces la función 
con tres reglas de correspondencia definida como 


yW 


-1-1 si X ^ c, 

cos(x- c) sic < X < c-l-jr, 
-1 six>c-l-7r 


satisface la ecuación diferencial y' = —y/l — y^ para toda 
X. (Tal vez un dibujo preliminar con c = 0 sería de gran 
ayuda.) Trace algunas curvas solución. Posteriormente, 
determine (en términos de a y ¿i) ¿cuántas solucio nes dife - 
rentes tiene el problema de valor inicial y' = —y^l — y^, 
y{a) = b. 

31. Desarrolle una investigación similar a la del probl ema 30 , 
excepto que la ecuación diferencial es y' = -1-^1 — y^. 
¿Es suficiente simplemente reemplazar cos(x — c) por 
sen(x — c) en una solución construida con dos reglas de 
correspondencia definida globalmente para toda x? 

32. Verifique que c > 0 entonces la función definida con dos 
reglas de correspondencia 

, , _ jo si x^ ^ c, 

^ 1 ~ si x^ > c 


satisface la ecuación diferencial y' = Tx^y para toda x. 
Trace algunas de estas curvas solución para diferentes va¬ 
lores c. Posteriormente determine (en términos de. ay b) 
cuántas diferentes soluciones tiene el problema de valor 
nidal y' = Ax.Jy, yia) = b. 
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33. Si c 0, verifique que la función definida por y(x) = 
x/(cx — 1) (cuya gráfica se ilustra en la figura 1.3.26) 
satisface la ecuación diferencial = Q ú x^ \ /c. 

Trace varias de estas curvas solución para diferentes va¬ 
lores de c. Observe, además, que la función constante 
y(x) = 0 no se obtiene de ningún valor de la constante c. 
Finalmente, calcule (en términos áe. a y b) cuántas dife¬ 
rentes soluciones tiene el problema de valor inicial x^y' -I- 
y^ = 0, y(a) = b. 



X 


FIGURA 1.3.26. Campo de isoclinas para 
x^y' -I- y^ = 0 y gráfica de una solución 
y(x) = x/(cx — 1). 


34. (a) Utilice el campo de isoclinas del problema 5 para es¬ 

timar los valores en x = 1 de las dos soluciones de la 
ecuación diferencial y' = y — x + 1 con valores ini¬ 
ciales y(—l) = — 1.2yy(—1) = —0.8. 

(b) Emplee un sistema de álgebra en computadora para 
estimar los valores en x = 3 de las dos soluciones de 
esta ecuación diferencial con valores iniciales y(—3) 
= -3.01 yy(-3) = -2.99. 

Este problema ilustra que pequeños cambios en las condi¬ 
ciones iniciales pueden generar grandes diferencias en los 
resultados. 

35. (a) Utilice el campo direccional del problema 6 para esti¬ 

mar los valores en x = 2 de las dos soluciones de la 
ecuación diferencial y' = x — y + 1 con valores ini¬ 
ciales y(—3) = —0.2yy(—3) = -1-0.2. 

(b) Apóyese en un sistema de álgebra en computadora 
para estimar los valores en x = 3 de las dos soluciones 
de esta ecuación diferencial con valores iniciales 
y(-3) = -0.5yy(-3) = -1-0.5. 

Este problema ilustra que grandes cambios en las condi¬ 
ciones iniciales pueden generar sólo pequeñas diferencias 
en los resultados. 


1.3 Aplicaciones 


Campos de isoclinas generadas por computadora 
y curvas solución 


Se halla disponible una extensa variedad de sistemas de álgebra por computadora y 
ambientes de computación técnica que permiten automatizar la construcción de cam¬ 
pos de isoclinas y curvas solución como lo hacen algunas calculadoras gráficas (véase 
figura 1.3.27) 



FIGURA 1.3.27. Campo de isoclinas y curvas solución para la 
ecuación diferencial 

— = sen(x- y) 
dx ^ ’ 

con puntos iniciales (0, b), b = —3, —1, —2, 0, 2, 4 y ventana 
— 5 ^ X, y < 5 en una calculadora gráfica TI-89. 


Por ejemplo, el comando de Maple 

wlth(DEtools) : 

DEplot(diff(y(x),x)=sin(x-y (X) ), y(x), x=-5..5, y=-5..5); 
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1 
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-2 
-3 
-4 
-5 

-5-4-3-2-1 012345 

X 

FIGURA 1.3.28. Campos de 
isoclinas y curvas solución 
generadas en computadora para la 
ecuación diferencial 
y' = sen(j: — y). 



y el comando de Mathematica 

« Graphlcs\PlotFleld.m 

PlotVectorField[{1, Sin[x-y]}, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}] 

obtienen campos de isoclinas similares a los mostrados en la figura 1.3.28. Esta figu¬ 
ra fue generada en sí misma con el programa MATLAB dfield [John Polking y 
David Arnold, Ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando MATLAB, 2a. edición, 
Upper Saddle River, Prentice Hall, NJ, 1999], el cual está disponible de manera gratui¬ 
ta para fines educacionales (math.rice.edu/~dfield). Cuando se introduce una ecua¬ 
ción diferencial en el menú de inicio de df ield (fig. 1.3.29), es posible (con un clic 
en el botón del ratón) graficar tanto el campo de isoclinas como la curva (o curvas) 
solución a través de cualquier punto (o puntos) deseado(s). Otro paquete de libre 
disponibilidad y fácil de usar basado en MATLAB para ecuaciones diferenciales ordina¬ 
rias con una impresionante capacidad gráfica es lode (www.math.uiuc.edu/iode). 



FIGURA 1.3.29. Menú de inicio de MATLAB dfield para constmir el campo de 
isoclinas y las curvas solución para y' = sen(jr — y). 


Utilice una calculadora con capacidades gráficas o un sistema de computadora 
en las siguientes investigaciones. Puede iniciar generando el campo de isoclinas y 
algunas curvas solución para los problemas 1 al 10 de esta sección. 

Investigación A. Grafique el campo de isoclinas y las curvas solución típicas 
para la ecuación diferencial dy¡dx = sen(x — y), pero con una ventana más grande 
que la mostrada en la figura 1.3.28. Con —10 á x = 10, —10 ^ y ^ 10, por ejemplo, 
deben apreciarse varias líneas rectas como curvas solución. 

(a) Sustituya y = ax -f /? en la ecuación diferencial para determinar cómo deben 
ser los coeficientes ay b para obtener una solución. 

(h) Un sistema de álgebra por computadora proporciona la solución general 


y(x) = X — 2 tan 


-2- C 
X — C 


Grafique esta solución para algunos valores de la constante C y compare las 
curvas solución resultantes con las presentadas en la figura 1.3.28. ¿Puede 
observar que no existen valores de C que nos conduzcan a la solución lineal 
y = X — 7r/2 correspondiente a la condición inicial y(7r/2) = 0? ¿Existen va¬ 
lores de C para los cuales la curva solución se acerca a esta línea recta? 

































32 


Capítulo 1 Ecuaciones diferenciales de primer orden 


IwESTiGACiÓN B. Para su propia investigación, considere que n sea el dígito, 
mayor que 1, más pequeño en su número de matrícula de estudiante, y por medio de 
la ecuación diferencial 


dy^ 

— = — cos(x — ny). 
dx n 

(a) Investigue primero (como en el inciso (a) de la investigación A) la posibilidad 
de líneas rectas como soluciones. 

(b) Genere después un campo de isoclinas para esta ecuación diferencial, con la 
ventana seleccionada de tal manera que pueda dibujar alguna de estas líneas 
rectas, además de un número suficiente de curvas solución no lineales, tal que 
se pueda realizar una conjetura acerca de qué le sucede a y{x) cuando x ^ +oo. 
Realice su inferencia tan completamente como sea posible. Dado el valor ini¬ 
cial y(0) = yo, intente predecir (tal vez en términos de yo) el comportamiento de 
y(x) cuando x ^ +oo. 

(c) Un sistema de álgebra en computadora proporciona la solución general 


y(x) = - 
n 


X + 2 tan 


-1 


X — C 


¿Puede establecer una relación entre esta solución simbólica y sus curvas solu¬ 
ción gráficas (líneas rectas o curvas)? 


1.4 


Ecuaciones separables y aplicaciones 


La ecuación diferencial de primer orden 


di 

dx 


H{x, y) 


( 1 ) 


es llamada separable siempre que H{x, y) puede escribirse como el producto de una 
función de X y una función de y: 


> 


dy 

dx 


= gix)h{y) = 


gjx) 

fiy)’ 


donde h(y) = 1 //(y). En este caso las variables x y y pueden separarse —en cada 
lado de la ecuación— escribiendo, de manera informal, la ecuación 


f{y)dy = g(x)dx, 


la cual puede entenderse como una notación concisa de la ecuación diferencial 


f(y)^ = g(x)- 

dx 


( 2 ) 


Es fácil resolver este tipo especial de ecuación diferencial simplemente integrando 
ambos lados de la ecuación respecto de x: 


f fiy(x))^dx 
J dx 


j g{x} dx + C; 


1.4 Ecuaciones separables y aplicaciones 33 


equivalentemente, 

j f(y)dy = j g(x)dx + C. (3) 

Todo lo que se necesita es que las antiderivadas 

F(y) = j fiy)dy y G(x) = j g{x)dx 

puedan encontrarse. Para ver que las ecuaciones (2) y (3) son equivalentes, note la 
siguiente consecuencia de la regla de la cadena: 

DAF{y{x))^ = F\y{x))y'{x) = f(y)^ = g(x) = DJG(v)], 

dx 


la cual, a su vez, es equivalente a 

F(y(x)) = Gix) + C, 


(4) 


debido a que dos funciones tienen la misma derivada en un intervalo si y solo si di¬ 
fieren por una constante en ese intervalo. 


Ejemplo 1 


Resolver el problema de valor inicial 


/ = -6xy, y(0) = 7. 

dx 


Solución 


De manera informal, dividiendo ambos lados de la ecuación diferencial entre y y 
multiplicando cada lado por dx se obtiene 

— = —6x dx. 

y 


Por tanto 


j ~ ~ j (“6x)dx; 


,(0. 7) 
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FIGURA 1.4.1. Campos de 
isoclinas y curvas solución para 
y = —6xy en el ejemplo 1. 


In |y| = —3x^ + C. 

Se observa de la condición inicial y(0) = 7 que y(x) es positiva cerca de x = 0, por 
lo que se pueden eliminar los símbolos de valor absoluto: 

Iny = —3x^ + C, 


y así 


y(x) 




donde A = e^. La condición y(0) = 7 nos lleva a que A = 1, entonces la solución 
deseada es 


y{x) = le-^^\ 


Ésta es la curva solución realzada en la parte superior de la figura 1.4.1. 
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Comentario. Supóngase, de otra manera, que la condición inicial del 
ejemplo 1 es y(0) = —4. Entonces de aquí se concluye que y{x) es negativa cerca de 
X = 0, por lo que se debe reemplazar |y| por —y en la ecuación integrada In |y| = 
— 3x^ + C para obtener 


In(-y) = -3x^ + C. 


La condición inicial que hace que C = In 4, de tal manera que ln(—y) = — 3x^ + In 4, 
entonces 


y(x) = -4e 


Ésta es la curva solución remarcada en la parte inferior de la figura 1.4.1. 


Ejemplo 2 


Resolver la ecuación diferencial 


dy 


dx 


4 — 2x 
3y2 -5’ 


( 5 ) 


Solución 


Al separar las variables e integrar ambos lados se obtiene 


6 
4 
2 

, 0 
-2 
-4 
—6 

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 

A 



---- 

---- 

^ ^ ^ ^ — 

-(1,3).- 

-- 

// y ^ ^ ^ 

_ 

S.. \ 

■ II// / y 


X \ \ \ - 

l 1 1 l 1 \ 

\ \ / / 

lili 

\ \ \ \ \ \ 

'N / 

//II 

\ \ \ \: \ \ 

'(i.o);-; 

/ / / / 




- / / / y / / 


S \ \ \ - 

// y y y 

-(1,-2)- 


-------- 

---- 



j {3y^-5)dy = / (4 — 2x) í/x; 

y^ — 5y = 4x — x^ + C. (6) 

Esta ecuación no es resuelta para y como una función explícita de x. ■ 

Como se ilustra en el ejemplo 2, puede o no ser posible y práctico resolver la 
ecuación (4) explícitamente para y en términos de x. Si no es posible, entonces (4) se 
llama una solución implícita de la ecuación diferencial en (2). Así, la ecuación (6) 
proporciona una solución implícita de la ecuación diferencial en (5). Aunque no es 
conveniente resolver la ecuación (6) explícitamente en términos de x, se observa que 
cada curva solución y = y(x) se encuentra en un curva contorno (o de nivel) donde la 
función 


FIGURA 1.4.2. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 
y' = (4 = 2x)/(3y2 - 5) del 
ejemplo 2. 


H{x, y) = x^ - 4x + y^ — 5y 


es constante. La figura 1.4.2 muestra varias de estas curvas contorno. 


Ejemplo 3 


Para resolver el problema de valor inicial 


dy 

dx 


4 — 2x 
3y2 -5’ 


3'(1) = 3, 


( 7 ) 


se sustituye x = lyy = 3enla ecuación (6) y se obtiene C = 9. De este modo la 
solución particular deseada y(x) está definida implícitamente por la ecuación 


y^ — 5y = 4x - x^ + 9. 


( 8 ) 


La curva solución correspondiente y = y(x) se encuentra en la curva contorno de la 
parte superior de la figura 1.4.2 —pasa a través de (1, 3) — . Debido a que la gráfica 
de una solución derivable no puede tener una línea tangente vertical en ninguna par¬ 
te, se observa en la figura que esta solución particular está definida en el intervalo 
(—1,5) pero no lo está en el intervalo (—3, 7). ■ 
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y 

FIGURA 1.4.3. Gráfica de 
f(y) =y^-5y-9. 


Comentario 1 . Cuando se sustituye un valor específico de x en la ecua¬ 
ción (8), se puede intentar resolver numéricamente para y. Por ejemplo, x = 4 admi¬ 
te a la ecuación 

f(y) = y^-5y-9 = 0. 

La figura 1.4.3 muestra la gráfica de/. Con una calculadora con gráficos se puede obte¬ 
ner la solución de la única raíz real y « 2.8552. Con esta se llega al valor y(4)« 2.8552 
de la solución particular del ejemplo 3. 

Comentario 2. Si la condición inicial en (7) se sustituye por la condición 
y(l) = 0, entonces la solución particular resultante de la ecuación diferencial en (5) 
se encuentra en la “mitad” inferior de la curva de contorno oval en la figura 1.4.2. Da 
la impresión de que esta solución particular que pasa por el punto (1,0) está definida 
en el intervalo (0,4), pero no en el intervalo (—1, 5). Por otro lado, con la condición 
inicial y(l) = —2 se obtiene el contorno de la curva de la parte inferior de la fi¬ 
gura 1.4.2. Esta solución particular está definida para toda x. De esta manera, la 
condición inicial puede determinar cuándo una solución particular está definida para 
todo el eje real o sólo en algún intervalo acotado. Con un sistema de álgebra en com¬ 
putadora se puede calcular con facilidad una tabla de valores de las soluciones de y 
en la ecuación (8) para valores de x con el incremento deseado desde x = — 1 hasta 
X = 5 (por ejemplo). Una tabla de este tipo sirve eficazmente como una “solución 
numérica” del problema de valor inicial dado en (7). ■ 



FIGURA 1.4.4. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 

y = -x/y- 


Soluciones implícitas, generales y singulares 


La ecuación K(x, y) = 0 se llama comúnmente solución implícita de una ecuación 
diferencial si se satisface (en algún intervalo) con alguna solución y = y(x) de la 
ecuación diferencial. Pero obsérvese que una solución particular y = y(x) de K(x, y) 
= 0 puede satisfacer o no, la condición inicial dada. Por ejemplo, la derivación de 
x^ + y^ = 4 conduce a 


dy „ 
y— =0, 
dx 


de tal manera que x^ -f y^ = 4 es una solución implícita de la ecuación diferencial 
X yy' = 0, pero solamente la primera de las dos soluciones explícitas 


y(x) = -EVÍ--^ y y(x) = —VÍ--^ 


satisface la condición inicial y(0) = 2 (fig. 1.4.4). 


Comentario 1. No debe asumirse que toda posible solución algebraica 
y = y(x) de una solución implícita satisface la misma ecuación diferencial. Por ejem¬ 
plo, si se multiplica la solución implícita x^ -E y^ = 4 = 0 por el factor (y — 2x), 
entonces se obtiene la nueva solución implícita 


(y - 2 x)(x 2 + y2 _ 4) = o 


que nos lleva (o que “contiene”) no sólo las soluciones explícitas mencionadas pre¬ 
viamente y = + -\/4 — x^ y y = “ \/4 — x^ en la ecuación diferencial x -E yy' = 0, sino 
también, adicionalmente, la función y = 2x que no satisface esta ecuación diferencial. 

Comentario 2. De manera similar, las soluciones de una ecuación dife¬ 
rencial dada pueden ganarse o perderse cuando se multiplica o divide por un factor 
algebraico. Por ejemplo, considérese que la ecuación diferencial 


dy 

(y - 2x)y — 
dx 


x(y — 2x) 


(9) 
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cuenta con la obvia solución y = lx. Pero si dividimos ambos lados entre el factor co¬ 
mún (y — 2x), entonces obtenemos la ecuación diferencial presentada anteriormente 


dy 

y— = -X, o 
dx 


dy „ 
yT~ 

dx 


( 10 ) 


en la cual y = Ixnoes una solución. De este modo se “pierde” la solución y = 2x de 
la ecuación (9) por su división entre el factor (y — 2x), pero alternativamente se 
“gana” esta nueva solución cuando se multiplica la ecuación (10) por (y — 2x). Estas 
operaciones algebraicas elementales para simplificar una ecuación diferencial dada 
antes de intentar resolverla son comunes en la práctica, pero debe tenerse en cuenta 
la posibilidad de perder o ganar este tipo de “soluciones accidentales.” ■ 



FIGURA 1.4.5. Curvas solución 
general y = (x — C)^ y curva 
solución singular y = 0 de la 
ecuación diferencial iy')^ = 4y. 


Una solución de una ecuación diferencial que contiene una “constante arbitra¬ 
ria” (como la constante C en la solución de los ejemplos 1 y 2) se llama comúnmente 
solución general de la ecuación diferencial; cualquier elección particular de un valor 
específico para C nos lleva a una sola solución particular de la ecuación. 

El argumento que precede al ejemplo 1 es realmente suficiente para mostrar que 
toda solución particular de la ecuación diferencial /(y)y' = g(x) en (2) satisface la 
ecuación f (y(x)) = G{x) -I- C en (4). Consecuentemente, es apropiado llamar a (4) no 
simplemente una solución general de (2), sino la solución general de (2). 

En la sección 1.5 se verá que toda solución particular de una ecuación diferen¬ 
cial lineal de primer orden está contenida en su solución general. En contraste, es 
común para una ecuación diferencial no lineal de primer orden, que tenga tanto una 
solución general que involucre una constante arbitraria C, como una o varias solucio¬ 
nes particulares que no pueden ser obtenidas al elegir algún valor de C. Estas solu¬ 
ciones de excepción se conocen con frecuencia como soluciones singulares. En el 
problema 30 se pide demostrar que la solución general de la ecuación diferencial 
(j;')2 = 4 y nos lleva a la familia de parábolas y = (x — C)^ ilustrada en la figura 1.4.5, 
y a observar que la función de valor constante y(x) = 0 es una solución singular que 
no puede obtenerse de la solución general escogiendo algún valor de la constante 
arbitraria C. 


Ejemplo 4 


Encontrar todas las soluciones de la ecuación diferencial 


^ = 6x(y - 1)2/3. 


Solución 


Al separar variables tenemos que 



X 

FIGURA 1.4.6. Curvas solución 
general y curva solución singular 
para y' = 6x(y — l)^/^. 


(y - l)'/3 = ;,2^C; 

y(x) = 1 + (x2 + C)3. 

Con valores positivos de la constante arbitraria C se obtienen las curvas solución de 
la figura 1.4.6 que se encuentran arriba de la línea y = 1, mientras que valores nega¬ 
tivos conducen a aquellas que van hacia abajo. El valor C = 0 proporciona la solu¬ 
ción y(x) = 1 -f X®, pero ningún valor de C nos lleva a la solución singular y(x) = 1, 
la cual se perdió cuando las variables se separaron. Obsérvese que las dos diferentes 
soluciones y(x) = 1 y y(x) = 1 -I- (x^ — 1)3 satisfacen la condición inicial y(l) = 1. 
De hecho, toda la curva solución singular y = 1 consta de puntos donde la solución 
no es única y donde la función /(x, y) = 6x(y — 1)2/3 derivable. ■ 
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Crecimiento y decrecimiento natural 

La ecuación diferencial 

dx 

>• —= kx (A: es una constante) (11) 

dt 

sirve como modelo matemático para un notable y amplio número de fenómenos 
naturales que involucran una variable cuya razón de cambio en el tiempo es propor¬ 
cional a su tamaño actual. Aquí se presentan algunos ejemplos. 

Crecimiento de una pobeación. Supóngase que P{t) es el número de 
individuos en una población (de humanos, insectos o bacterias) con tasas de naci¬ 
miento y mortalidad constantes P y S (en nacimientos o muertes por individuo por 
unidad de tiempo). Entonces, durante un intervalo corto de tiempo Ai, ocurren 
aproximadamente pPit) Ai nacimientos y SP(t) Ai muertes, de tal manera que el 
cambio en P(t) está dado aproximadamente por 


y por tanto 


AP á)P(i) Ai, 


dP 

~dt 


lím - = kP, 

Aí->0 Ai 


( 12 ) 


donde k = p — S. 

Interés compuesto. Sea A(i) el número de dólares en una cuenta de ahorros 
en el tiempo i (en años), y supóngase que el interés es compuesto y continuo a una 
tasa de interés anual r. (Obsérvese que 10% del interés anual significa que r = 0.10.) 
Compuesto y continuo significa que durante un intervalo corto de tiempo Ai, la can¬ 
tidad de interés sumado a la cuenta es aproximadamente de AA = rA(i) Ai, tal que 


dA AA 

— = lim - = rA. 

dt At^o Ai 


(13) 


Decrecimiento radiactivo. Considere la muestra de un material que con¬ 
tiene Nit) átomos de cierto isótopo radiactivo en el tiempo i. Se ha observado que 
cierta fracción constante de esos átomos radiactivos decrece espontáneamente (con¬ 
virtiéndose en átomos de otro elemento o de otro isótopo del mismo elemento) du¬ 
rante cada unidad de tiempo. En consecuencia, la muestra se comporta exactamente 
igual que una población con tasa de mortalidad constante y sin nacimientos. Para 
escribir un modelo de Nit) se utiliza la ecuación (12) con N en lugar de P, con k > 
0 en lugar de á y /I = 0. Por tanto, se obtiene la ecuación diferencial 

dN 

— = -kN. (14) 

dt 

El valor de k depende del isótopo radiactivo en particular. 

Ea clave del método de radiocarbono para conocer la antigüedad de una pieza 
orgánica radica en que una proporción constante de los átomos de carbono en cual¬ 
quier ser vivo depende del isótopo radiactivo del carbono. Esta proporción 
permanece constante porque la fracción del en la atmósfera es prácticamente 
invariable, y la materia viva está tomando en forma continua carbono del aire o está 
consumiendo otra materia viva que contiene la misma proporción constante entre los 
átomos del y los átomos normales del *^C. Esta relación se mantiene toda la vida 
porque al parecer los procesos orgánicos no hacen distinción entre los dos isótopos. 
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La relación entre el y el carbono normal permanece constante en la atmós¬ 
fera porque mientras el es radiactivo y decrece lentamente, la cantidad es conti¬ 
nuamente reemplazada a través de la conversión de (nitrógeno ordinario) en 
debido al bombardeo de los rayos cósmicos en la atmósfera superior. Más allá de la 
larga historia del planeta, este proceso de decrecimiento y reemplazo ha entrado en 
un estado cercano a su respuesta permanente. 

Por supuesto, cuando un organismo vivo muere, cesa su metabolismo de car¬ 
bono y el proceso de decrecimiento radiactivo se inicia para eliminar el contenido de 
*^C. Ya no hay reemplazo de este y en consecuencia la relación entre éste y el 
carbono normal comienza a aminorar. Midiendo esta relación, se puede estimar la 
cantidad de tiempo transcurrido desde la muerte del organismo. Para tales propósitos 
es necesario medir la constante de decrecimiento k. Para el se sabe que k ~ 
0.0001216 si t se mide en años. 

(Este tema no es tan simple como aquí se presenta. En la aplicación de la téc¬ 
nica de concentración del carbono radiactivo se deben extremar precauciones para 
evitar contaminar la muestra con materia orgánica o con aire fresco común y corriente. 
Además, el nivel de los rayos cósmicos aparentemente no ha sido constante, de tal 
manera que la relación del en la atmósfera ha variado en los últimos siglos. Uti¬ 
lizando métodos independientes para conocer la antigüedad de las muestras, investi¬ 
gadores en esta área han construido tablas de factores de corrección para mejorar la 
exactitud del proceso.) 


Eliminación de una droma. En muchos casos la cantidad A{t) de cierta droga 
en el torrente sanguíneo, medida por el exceso respecto del nivel natural de la droga, 
declinará a una razón de cambio proporcional a la cantidad presente en exceso. Esto es. 


dA 

dt 


= -XA, 


(15) 


donde A > 0. El parámetro X se llama constante de eliminación de la droga. 


La ecuación de crecimiento natural 

Ea ecuación diferencial prototipo dxjdt = kx con x(í) > 0 y ^ constante (positiva o 
negativa) se puede resolver con facilidad por separación de variables e integración: 


/ 


1 

— dx = 

X 


/ 


k dt'. 


Entonces, resolviendo para x: 


Inx = -b C. 


glnx = e^‘+c- 


X = x{t) = 


Debido a que C es una constante, así lo es A = é'. También es claro que A = x(0) = xo, 
de tal manera que la solución particular de la ecuación (11) con la condición inicial 
x(0) = Xo es simplemente 

>- x(í) = xoe^^ (16) 


Debido a la presencia de la función exponencial natural en su solución, la ecuación 
diferencial 


> 



(17) 


se llama frecuentemente ecuación exponencial o ecuación de crecimiento natural. 

Ea figura 1.4.7 muestra una gráfica típica de x(í) para el caso en que A: > 0; el caso 
en que A: < 0 se ilustra en la figura 1.4.8. 
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Ejemplo 5 


Solución 




De acuerdo con los datos proporcionados en www.census.gov, la población mundial 
total a mediados de 1999 alcanzó la cifra de 6 000 millones de personas, en ese en¬ 
tonces con una tasa de incremento de alrededor de 212 000 personas por día. Consi¬ 
derando que el crecimiento natural de la población continúa a esta tasa, se desea 
responder las siguientes preguntas: 

(a) ¿Cuál es la tasa de crecimiento anual kl 

(b) ¿Cuál será la población mundial a la mitad del siglo XXI? 

(c) ¿Cuánto tomará a la población mundial incrementarse 10 veces? Considérese 
que algunos demógrafos piensan que 60,000 millones de personas es el máximo 
nivel para que el planeta pueda continuar suministrando los alimentos de forma 
adecuada. 

(a) Considere a la población mundial P{t) en miles de millones de personas y al 
tiempo, medido en años. Tomando í = 0 correspondiente a mediados de 1999, para 
que Pq = 6. El hecho de que P se esté incrementando en 212,000 o 0.000212 miles 
de millones de personas por día en el tiempo í = 0 signiñca que 

P'(0) = (0.000212)(365.25) «í 0.07743 


miles de millones por año. De la ecuación de crecimiento natural P' = kP con f = 0 
se obtiene 


P'(0) _ 0.07743 
P(0) 6 


«i 0.0129. 


Por tanto, en 1999 la población mundial estaba creciendo a una tasa de 1.29% anual. 
Con este valor de k, la función de población mundial es 


P(t) = 

(b) Con í = 51 se obtiene la predicción 

P(51) = 6g(ooi29)(5i) ^ 11.58miles de millones 


para una población media en 2050 (así, la población mundial ascenderá casi al doble 
justo medio siglo después de 1999). 

(c) La población mundial deberá alcanzar los 60,000 millones cuando 

60 = esto es, cuando t = rí 178; 

0.0129 


y esto ocurrirá en el año 2177. 
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Ejemplo 6 


Solución 


Ejemplo 7 


Comentario. En realidad, se espera un crecimiento lento de la población mun¬ 
dial durante la primera mitad del próximo siglo, y la mejor predicción de la población 
estimada para 2050 es de “solamente” 9.1 miles de millones de personas. Como pue¬ 
de advertirse, no puede esperarse que un modelo matemático simple refleje con pre¬ 
cisión la complejidad del mundo real. 

El decrecimiento constante de un isótopo radiactivo se especifica frecuente¬ 
mente en términos de otra constante empírica, la vida media del isótopo, debido a 
que este parámetro es más conveniente. Así, la vida media t de un isótopo radiactivo 
es el tiempo requerido para que decrezca en 50%. Para encontrar la relación entre k 
y T, tenemos í = t y ^ AÍq en la ecuación N{t) = así que ^ A^o = 

Resolviéndola para t, se encuentra que 


T = 


ln2 

~V 


(18) 


Por ejemplo, la vida media de es t «(ln2)/(0.0001216), aproximadamente 5700 
años. 


Se descubre que un espécimen de carbón de leña en Stonehenge (monumento prehistórico 
ubicado en Gran Bretaña) contiene, un máximo de 63% de comparado con una mues¬ 
tra de igual masa de carbón de leña contemporáneo. ¿Cuántos años tiene la muestra? 


Tomando í = 0 como el tiempo en que el árbol en Stonehenge, de donde se obtuvo 
la muestra, dejó de tener vida, y Nq como el número de átomos de contenidos 
en la muestra, se tiene que N = (0.63) Nq, por lo que resolviendo la ecuación (0.63) 
A^ü = Noe~'“ con el valor de A: = 0.0001216, se encuentra que 


t 


ln(0.63) 

0.0001216 


3800 (años). 


De este modo, se concluye que la muestra tiene alrededor de 3800 años. Si esto tiene 
alguna relación con los constructores de Stonehenge, los cálculos sugieren que dicho 
observatorio, monumento, templo —o lo que haya sido— data del año 1800 A.C., o de 
antes. ■ 


Enfriamiento y calentamiento 

De acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton [(Ec. (3) de la sección 1.1)], la 
razón de cambio de la temperatura en el tiempo T(t) de un cuerpo inmerso en un 
medio de temperatura constante A es proporcional a la diferencia A — T. Esto es 

7 rp 

— =k(A-T), (19) 

dt 

donde k es una constante positiva. Este es un ejemplo de la ecuación diferencial li¬ 
neal de primer orden con coeficientes constantes: 

dx 

>• — = ax + b. (20) 

dt 

Incluye la ecuación exponencial como un caso especial ib = 0) que es muy fácil de 
resolver por separación de variables. 


Un asado de 4 Ib inicialmente a 50 °E, se coloca en un homo a 375 °E a las 5:00 P.M. 
Después de 75 min se observa que la temperatura del asado T{t) es de 125 °E. ¿Cuán¬ 
do estará el asado a 150 °E (término medio)? 
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Solución Considerando t en min, con í = 0 correspondiente a las 5:00 P.M., asúmase (aunque 
un poco irrealmente) que en cualquier instante la temperatura T{t) en el asado es 
completamente uniforme. Se tiene que T{t) < A = 375, 7(0) = 50 y 7(75) = 125. 
Así 

dT 

— = k(?,15 - T)- 
dt 

f - dT = f kdf, 

J 375-T J 

- ln(375 -T)=kt + C-, 

375 -T = 


Ahora 7(0) = 50 implica que B = 325, de tal manera que 7(í) = 375 — 325e~^‘. Se 
sabe también que 7 = 125 cuando t = 75. Sustituyendo estos valores en la ecuación 
anterior, nos lleva a que 

^ = 0 - 0035 . 

Por tanto, finalmente se resuelve la ecuación 


150 = 375 - 325e^“°-°“^^' 


para t = — [ln(225/325)]/(0.0035) « 105 (min), se alcanza el tiempo total de coci¬ 
miento requerido. Debido a que el asado se puso en el horno a las 5:00 P.M., entonces 
debe retirarse alrededor de las 6.45 P.M. ■ 

Ley de Torricelli 

Suponga que un tanque de agua tiene un orificio con un área a en el fondo, por el cual 
el agua se está escapando. Sea y(t) la profundidad del agua en el tanque en el tiempo í, 
y V(t) el volumen de agua en el tanque. Es correcto —y cierto, bajo condiciones 
ideales— que la velocidad del agua escapándose a través del orificio es 

V = V^, (21) 

la cual es la velocidad de una gota de agua saliendo libremente desde la superficie 
del orificio (veáse problema 35 de la sección 1.2). Se puede deducir esta fórmula 
empezando por considerar que la suma de las energías potencial y cinética del sistema 
permanece constante. Bajo condiciones reales, tomando en cuenta que la contracción 
de un chorro de agua (jet) desde un orificio es v = c^Jlgy, donde c es una constante 
empírica entre 0 y 1 (usualmente 0.6 para una pequeña corriente de agua continua). 
Para simplificar, se considera c = 1 en el análisis siguiente. 

Como una consecuencia de la ecuación (21), se tiene que 

dV /— 

>• —— = —av = —aJ2gy, (22a) 

dt 

equivalentemente, 

dV , _ 

>• —— = —k^ donde k = aJ2g. (22b) 

dt 

Esto es el postulado de la ley de Torricelli para un tanque drenándose. Sea A(y) el 
área transversal horizontal del tanque de altura y. Entonces, aplicando a una sección 
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Ejemplo 8 


Solución 


Valores positivos de v 



FIGURA 1.4.9. Drenado de un 
tanque semiesférico. 


delgada de agua horizontal a una altura y con área A(y) y espesor dy, el método del 
cálculo integral para secciones transversales proporciona 


V(y) 




A{y)dy. 


El teorema fundamental del cálculo implica, por tanto, que dV/dy = A(y) y entonces 

(23) 


dV dV dy dy 

dt dy dt dt 


De las ecuaciones (22) y (23) finalmente se obtiene 




que es una forma alternativa de la ley de Torricelli. 


(24) 


Un tanque semiesférico tiene un radio superior de 4 ft y en el tiempo f = 0 está lleno 
de agua. En ese momento se le hace un orificio circular con un diámetro de 1 pulgada 
en el fondo del tanque. ¿Cuánto tiempo tomará a toda el agua salir del tanque? 

Del triángulo del lado derecho en la figura 1.4.9 se observa que 


A(y) = jrr^ = tt [16 — (4 — y)^] = 7r(8y — y^). 


Con g = 32 ft/s^, la ecuación (24) se transforma en 

7r(8y - y^)^ = -Tt (2i)V2'32y; 

J (8y^^^ - y^/^) dy = - j ^dl- 

^y3/2 _ 2^5/2 

Ahora como y(0) = 4, entonces 


r — !á 43/2 _ 2 45/2 _ ^ 
^ 3 5 ~ 15 ■ 

El tanque estará vacío cuando y = 0, es decir, cuando 


í = 72-^«3 2150 (s); 


esto es, en alrededor de 35 min y 50 s. Así, le toma menos de 36 min vaciarse. ■ 
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1.4 


Problemas 


Encuentre las soluciones generales (implícita si es necesario, 
o explícita) de las ecuaciones diferenciales de los proble¬ 
mas 1 al 18. Las primas significan derivadas respecto de x. 


dy 

1. — + 2xy = 0 
dx 


2. +2xy^= 0 

dx 


3. 

dx 

- y sen x 

4. 

(1 + 

II 

>3| 5^ 

5. 

2 Vx 


6. 

dy 

dx 

= 'ifxy 

7. 

dx 

= (64xy)*/2 

8. 

dy 

dx 

= 2x sec y 

9. 

(1- 

isdy 

10. 

(1 + 


11. 

y' = 

xy 

12. 

yy' = 

= x(y2-H 1) 

13. 


- = (y"* + i)cosx 

14. 

dy 

1 -H yx 


dx 



dx 

1 +Vy 

15. 

dx 

(X- l)y5 

x2(2y3- y) 

16. 

(x2 -H 1 )(tan y)y' = x 


17. y' = 1 + X + _y +xy {Sugerencia: Factorizar el lado 
derecho.) 

^ ^ x2y2 


18. x^y'= 1 - x2+ v-2.,2 


Encuentre la solución particular explícita de los problemas de 
valor inicial en los problemas 19 al 28. 


d V 

19. y(0)= 2e 
dx 

20 . ^ = 3x2(y2+ 1), y(0)= 1 

dx 

dy X 

21. 2.y-f- = , y(5)= 2 

Vx^ - 16 


di 

dx 

dy 


= dx^y-y, y(l) = -3 


23 . ¿+ 1 - 2 ,, 

24. (tanx)^ = y, y{\ 7 t)=\n 

25. x^-y = 2x2y, y(l)=l 

dx 

26. ^ = 2 xy 2 + 3x2y2, y(l) = -l 
dx 

27. ^ = 6e2^-^ y(0) = 0 

28. 2 ^/x ^ = cos2 y, y(4) = zr/4 

dx 


29. (a) Encuentre una solución general para la ecuación dife¬ 
rencial dy/dx = y2. (b) Halle una solución singular que no 
esté incluida en la solución general, (c) Inspeccione el 
trazo de las curvas solución típicas para determinar el pun¬ 
to {a, b), para el cual el problema de valor inicial y' = y^, 
y{a) = b tiene solución única. 


30. Resuelva la ecuación diferencial {dy/dxf = 4y para veri¬ 
ficar las curvas solución general y la curva solución sin¬ 
gular que se muestran en la figura 1.4.5. Posteriormente, 
determine los puntos (a, b) en el plano para los cuales el 
problema de valor inicial {y' f = 4y, y{a) = b (a) no tiene 
solución, (b) tiene infinidad de soluciones definidas 
para toda x, (c) tiene sólo un número finito de soluciones 
en la vecindad del punto x = a. 

31. Analice la diferencia entre las ecuaciones diferenciales 
{dy/dxf = 4y y dy/dx = 2ly. ¿Tienen las mismas curvas 
solución? ¿Por qué? o ¿por qué no? Ubique en el plano el 
punto (a, ¿>) para el cual el problema de valor inicial y' = 
2ly, y(a) = b (a) no tiene solución, (b) tiene solución 
única, (c) tiene infinidad de soluciones. 

32. Halle una solución general y una solución singular de la 
ecuación diferencial dymyslashdy/dx = y^y^ — 1. 
Determine los puntos (a, b) en el plano para el cual el pro¬ 
blema de valor inicial y' = y^y^ — 1, y{a) = b, (a) no 
tiene solución, (b) tiene solución única (c) tiene infinidad 
de soluciones. 

33. (Crecimiento poblacional) Una ciudad tenía una población 
de 25,000 habitantes en 1960 y de 30,000 en 1970. 
Considere que su población continuará creciendo expo¬ 
nencialmente a una tasa constante. ¿Qué población puede 
esperar el planificador de la ciudad para el año 2000? 

34. (Crecimiento poblacional) En un cierto cultivo de bacte¬ 
rias su número se incrementa seis veces en 10 horas. 
¿Cuánto le toma a la población duplicarse? 

35. (Concentración de carbono radiactivo) El carbono obteni¬ 
do de un antiguo cráneo contiene solamente la sexta parte 
de respecto del carbono obtenido de un hueso actual. 
¿Qué tan antiguo es el cráneo? 

36. (Concentración de carbono) El carbono tomado de una 
reliquia que se dice ser del tiempo de Cristo contiene 
4.6 X 10*° átomos de *^C por gramo. El carbón extraído 
de un espécimen actual de la misma sustancia contiene 
5.0 X 10*° átomos de por gramo. Calcule la edad 
aproximada de la reliquia. ¿Qué opinión tiene acerca de 
su autenticidad? 

37. (Interés compuesto continuo) Previo al nacimiento de su 
primer hijo, una pareja depositó 5 000 dólares en una 
cuenta que paga el 8% de interés compuesto continua¬ 
mente. Los pagos de interés son acumulables al capital. 
¿Cuánto habrá en la cuenta en el dieciochoavo cumpleaños 
del niño? 

38. (Interés compuesto continuo) Suponga que encuentra en 
su ático un libro de la biblioteca con fecha de entrega 
vencida y por el cual su abuelo debía pagar una multa de 
30 centavos desde hace 100 años. Si la multa crece expo¬ 
nencialmente a una tasa de interés compuesto continua¬ 
mente de 5% anual, ¿cuánto se tendría que pagar si se 
devuelve el libro a la biblioteca? 

39. (Eliminación de drogas) Suponga que el pentobarbital de 
sodio se usa para anestesiar a un perro. Este queda aneste¬ 
siado cuando su torrente sanguíneo contiene al menos 45 
miligramos (mg) de pentobarbital de sodio por kg de peso. 
Suponga también que esta sustancia se elimina exponen- 
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cialmente del torrente sanguíneo del animal con una vida 
media de 5 h, ¿qué dosis se le debe administrar a un perro 
de 50 kg de peso para anestesiarlo durante 1 h? 

40. La vida media del cobalto radiactivo es de 5.27 años. 
Suponga que un accidente nuclear ha dejado en cierta región 
un nivel de radiación de cobalto 100 veces por encima 
del nivel aceptable para ser habitada por seres humanos, 
¿cuánto tiempo tendrá que pasar para que sea habitable 
nuevamente? (Ignorar la probable presencia de otros 
isótopos radiactivos.) 

41. Suponga que un cuerpo mineral formado en un antiguo 
cataclismo —tal vez en la formación de la Tierra mis¬ 
ma— contenía originalmente el isótopo de uranio (el 
cual tiene una vida-media de 4.51 X 10® años) pero no 
contenía plomo, producto final del decrecimiento radiac¬ 
tivo del . Si ahora la relación entre los átomos de 

y los átomos de plomo en el mineral es de 0.9, ¿cuándo 
ocurrió el cataclismo? 

42. En cierta roca lunar se encontró igual contenido en el nú¬ 
mero de átomos de potasio que de argón. Considere que 
todo el argón es el resultado del decrecimiento radiactivo 
del potasio (su vida media es de alrededor de 1.28 X 10® 
años) y que una de cada nueve desintegraciones del átomo 
de potasio produce un átomo de argón, ¿cuál es la edad de 
la roca, medida desde el tiempo en que contenía potasio 
solamente? 

43. Un recipiente de mantequilla, inicialmente a 25 °C, se 
coloca para enfriarse en el pórtico principal, donde la tem¬ 
peratura es de 0 °C. Supóngase que la temperatura de la 
mantequilla se ha reducido a 15 °C después de 20 minu¬ 
tos, ¿cuándo estará en 5 °C? 

44. Cuando el azúcar se disuelve en agua, la cantidad A que 
permanece sin disolverse después de t min satisface la 
ecuación diferencial dA/dt = —kA (k > 0). Si 25% del 
azúcar se disuelve después de 1 min, ¿cuánto tiempo toma 
para que la mitad del azúcar se disuelva? 

45. La intensidad I de la luz a una profundidad de x m bajo la 
superficie de un lago satisface la ecuación diferencial 
dl/dx = ( — 1.4)7. (a) ¿A qué profundidad se tiene la mi¬ 
tad de la intensidad /q que hay en la superficie (donde jc = 0) ? 
(b) ¿Cuál es la intensidad a una profundidad de 10 m 
(como una fracción de /q)? (c) ¿A qué profundidad la in¬ 
tensidad será de 1% de la intensidad de la superficie? 

46. La presión barométrica p (en pulgadas de mercurio) a una 
altitud de x millas sobre el nivel del mar satisface el pro¬ 
blema de valor inicial dy/dx = (—0.2)p, p{0) = 29.92. 

(a) Calcular la presión barométrica a 10,000 y a 30,000 ft. 

(b) Si no se toman las debidas precauciones, poca gente 
puede sobrevivir cuando la presión se reduce a menos de 
15 pulgadas de mercurio. ¿Qué altura es ésa? 

47. Una cierta versión de dudosa procedencia acerca del con¬ 
tenido de feniletilamina en el agua para beber comienza a 
propagarse en una ciudad con una población de 100,000 
habitantes. En una semana 10,000 personas tienen noticia 
de este rumor. Considere que la tasa que incrementa el 
número de individuos que han tenido noticia del rumor es 
proporcional al número de quienes no la han tenido, 
¿cuánto tiempo pasará hasta que la mitad de la población 
de la ciudad tenga noticia del rumor? 


48. De acuerdo con una teoría cosmológica, hubo igual canti¬ 
dad de isótopos de uranio y en el “big bang” 
durante la creación del universo. En la actualidad hay 
137.7 átomos de por cada átomo de Utilizando 
la vida media de 4.51 X 10® años para el y 7.10 X 
10® años para el calcule la edad del universo. 

49. Un pastel se retira del horno a 210 °E y se deja enfriar a 
temperatura ambiente, la cual es de 70 °E. Después de 30 
minutos, la temperatura del pastel es de 140 °E. ¿Cuándo 
estará a 100 °E? 

50. La cantidad A(t) de contaminantes en la atmósfera en un 
cierto valle montañoso crece naturalmente y se triplica 
cada 7.5 años. 

(a) Si la cantidad inicial es 10 pu (unidades de contami¬ 
nación, por sus siglas en inglés) obtenga una fórmula 
para A(t) (en pu) que proporcione la cantidad de con¬ 
taminantes después de t años. 

(b) ¿Cual será la cantidad (en pu) de contaminantes pre¬ 
sente en la atmósfera del valle después de 5 años? 

(c) Si será peligroso estar en el valle cuando la cantidad de 
contaminantes alcance 100 pu, ¿cuándo ocurrirá esto? 

51. Un accidente en una planta de potencia nuclear ha dejado 
una área contaminada con material radiactivo a su alrede¬ 
dor, la cual decrece de manera natural. La cantidad inicial 
de material radiactivo presente es de 15 su (unidades de 
seguridad, por sus siglas en inglés) y 5 meses más tarde es 
todavía de 10 su. 

(a) Escriba una fórmula para calcular la cantidad A(t) de 
material radiactivo (en su) que permanece después 
de t meses. 

(b) ¿Qué cantidad de material radiactivo permanecerá 
después de 8 meses? 

(c) ¿Cuánto tiempo —en número total de meses o frac¬ 
ción de ellos— pasará hasta que A = 1 su, de tal ma¬ 
nera que sea seguro para que la gente pueda regresar a 
esa área? 

52. En la actualidad existen 3 300 diferentes “familias de len¬ 
guas” en el mundo entero. Considere que todas éstas son 
derivadas de una sola línea original, y que una familia de 
lenguas desarrolla 1.5 linajes de lenguas cada 6000 años. 
¿Hace cuánto tiempo el hombre habló la lengua original? 

53. Hace miles de años los ancestros de los americanos nati¬ 
vos cruzaron el Estrecho de Bering desde Asia y entraron 
al hemisferio Oeste. Desde entonces se desplazaron de 
norte a sur en América. Una sola lengua, la originalmente 
hablada por ellos, tiene desde entonces una división en 
muchas “familias de lenguas” indígenas. Considere (como 
en el problema 52) que el número de estos linajes de lenguas 
se ha multiplicado por 1.5 cada 6000 años. Hay ahora 150 
familias de lenguas en el hemisferio oeste, ¿cuándo llega¬ 
ron los ancestros de los americanos nativos actuales? 

54. A un tanque con forma de cilindro vertical, que inicial¬ 
mente contiene agua a una profundidad de 9 ft, se le quita 
el tapón inferior en el tiempo f = 0 (en horas). Después de 
1 h la profundidad del agua ha disminuido a 4 ft, ¿cuánto 
tiempo tomará para que toda el agua salga del tanque? 

55. Suponga que el tanque del problema 54 tiene un radio de 
3 ft y que su orificio en el fondo es circular, con un radio 
de 1 pulgada. ¿Cuánto tiempo le tomará al agua (inicial- 
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mente con una profundidad de 9 ft) drenarse com¬ 
pletamente? 

56. En el tiempo í = 0 se retira el tapón del fondo (en el vértice) 
de un tanque cónico de 16 ft de altura, lleno de agua. 
Después de 1 h el agua del tanque tiene una altura de 9 ft, 
¿cuándo quedará vacío? 

57. Suponga que un tanque cilindrico contiene inicialmente 
Vo galones de agua que se drena (a través de un orificio en 
el fondo) en T min. Utilice la ley de Torricelli para mos¬ 
trar que el volumen de agua en el tanque después de í S T 
minutos es y = Vo [1 “ {t/T)]^. 

58. Un tanque de agua tiene la forma obtenida al girar la cur¬ 
va y = alrededor del eje y. Se quita el tapón del fondo 
a las 12 del día, cuando la profundidad del agua en el tan¬ 
que es de 12 ft. A la 1 P.M. la profundidad del agua es de 
6 ft, ¿cuándo estará vacío el tanque? 

59. Un tanque de agua tiene la forma obtenida al girar la pará¬ 
bola = by alrededor del eje y. La profundidad del agua 
es de 4 ft a las 12 del día, cuando se quita el tapón circular 
del fondo del tanque. A la 1 P.M. la profundidad del agua 
es de 1 ft. (a) ¿Cuál es la profundidad del agua y{t) que 
permanece después de t h? (b) ¿Cuándo queda vacío 
el tanque? (c) Si el radio inicial de la superficie superior 
del agua es de 2 ft, ¿cuál es el radio del orificio circular en 
el fondo? 

60. Un tanque cilindrico con longitud de 5 ft y radio de 3 ft se 
coloca sobre su eje horizontal. Si se abre un orificio circu¬ 
lar en el fondo con un radio de 1 pulgada y el tanque está 
inicialmente lleno hasta la mitad con xileno, ¿cuánto 
tiempo le tomará al líquido drenarse completamente? 

61. Un tanque esférico con un radio de 4 ft está lleno de gaso¬ 
lina cuando se abre un orificio con un radio de 1 pulgada 
en la parte inferior, ¿cuánto tiempo se requerirá para que 
toda la gasolina salga del tanque? 

62. Suponga que inicialmente un tanque de agua semiesférico 
con radio de 1 m tiene su lado recto como fondo, donde a 
su vez tiene un orificio de 1 cm de radio. Si se abre dicho 
orificio a la 1 P.M., ¿a qué hora estará vacío? 

63. Considere el tanque de agua semiesférico del ejemplo 8, 
excepto que el radio r del orificio circular del fondo ahora 
es desconocido. A la 1 P.M. se abre dicho orificio y a la 
1:30 P.M. la profundidad del agua en el tanque es de 2 ft. 
(a) Utilice la ley de Torricelli en la forma dV/dt = —(0.6) 
Ttr^-s/lgy (tomando en cuenta la restricción) para deter¬ 
minar cuándo el tanque estará vacío, (b) ¿Cuál es el radio 
del orificio del fondo? 

64. (La clepsydra, o reloj de agua) Un reloj de agua de 12 horas 
se diseña con las dimensiones que se muestran en la figura 
1.4.10, dada la forma de la superficie obtenida al girar la 
curva y = f(x) alrededor del eje y. ¿Cuál debe ser esta 
curva, y qué radio debe tener el orificio circular del fondo 
para que el nivel del agua caiga a una velocidad constante 
de 4 pulgadas por hora in/h? 



Flujo de agua 


FIGURA 1.4.10. La clepsydra. 

65. Justo antes del mediodía se encuentra el cuerpo de una 
víctima de un presunto homicidio dentro de un cuarto que 
se conserva a una temperatura constante de 70 °L. A las 12 
del día la temperatura del cuerpo es de 80 °L y a la 1 P.M. 
de 75 °L. Considere que la temperatura del cuerpo al mo¬ 
rir era de 98.6 °L y que éste se ha enfriado de acuerdo con 
la ley de Newton. ¿A qué hora murió la víctima? 

66. Una mañana muy temprano empezó a nevar a una veloci¬ 
dad constante. A las 7:00 A.M. una máquina recolectora de 
nieve salió a limpiar el camino. Para las 8:00 A.M. había 
recorrido 2 millas, pero le toma 2 horas más (hasta las 
10:00 A.M.) recorrer 2 millas adicionales, (a) Si í = 0 es 
cuando empieza a nevar y x representa la distancia reco¬ 
rrida por la máquina en el tiempo í, considérese que la 
máquina limpia el camino a una velocidad constante (en 
ft^ por h), para mostrar que 

dx 1 
k — = - 
dt t 

donde k es una constante, (b) ¿A qué hora empezó a ne¬ 
var? (Respuesta: 6:00 A.M.) 

67. Una máquina para recoger nieve sale a las 7:00 A.M., 
como en el problema 66 . Suponga que para las 8:00 A.M. ha 
recorrido 4 millas y que a las 9:00 A.M. se ha desplazado 
3 millas más. ¿A qué hora se inició la nevada? Este pro¬ 
blema es más difícil porque ahora debe resolverse una 
ecuación trascendente de forma numérica para encontrar 
el valor de k. (Respuesta 4:27 A.M.) 

68. La figura 1.4.11 muestra una cuenta deslizándose hacia 
abajo en un cuerda sin fricción del punto P al punto Q. El 
problema de la braquistócrona pregunta qué forma debe 
tener la cuerda a fin de minimizar el tiempo de desliza¬ 
miento para descender de P a Q. En junio de 1696, John 
Bernoulli propuso este problema como un reto para la co¬ 
munidad científica, ofreciendo un plazo de seis meses 
(más tarde extendido a la Pascua de 1697 a petición de 
George Leibniz). Isaac Newton, entonces retirado de la 
vida académica y sirviendo como alcalde de la Casa de 
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Moneda en Londres, asumió el reto de Bernoulli el 29 de 
enero de 1697. Al día siguiente comunicó su solución —la 
curva de descenso en el tiempo mínimo es un arco de ci¬ 
cloide invertida— a la Real Sociedad de Londres. Para 
una deducción moderna de este resultado, suponga que la 
cuenta inicia desde el reposo en el origen P y que y = y(x) 
es la ecuación de la curva deseada en un sistema de coorde¬ 
nadas con los puntos del eje y hacia abajo. Entonces, una 
analogía mecánica de la ley de Snell en óptica implica que 

= constante, (i) 

V 

donde a representa el ángulo de deflexión (desde la ver¬ 
tical) de la línea tangente a la curva —por tanto, cot 
a = y’{x) (¿por qué?) — y v = -Jlgy es la velocidad de la 
cuenta cuando ha descendido una distancia vertical y (de 

KE = i mv^ = mgy = —PE). 

6 



FIGURA 1.4.11. Cuenta deslizándose hacia 
abajo sobre una cuerda —el problema de la 
braquistrócrona. 

(a) A partir de la primera derivada de la ecuación (i), ob¬ 
tenga la ecuación diferencial 

(ii) 

dx ^ y 

donde a es una constante positiva apropiada. 

(b) Sustituyendo y = 2a sen^ í, dy = 4a sen t eos t dt en 
(ii) para obtener la solución 

X = a{2t — sen 2í), y = a(l — eos 2t) (iii) 

para la cual t = y = 0 cuando x = 0. Einalmente, la susti¬ 
tución de 0= 2a en (iii) nos lleva a las ecuaciones para- 


69. 


métricas estándar x = a(9 — sen 9),y = a{i — eos 6) 
de la cicloide que se genera por un punto en el borde de 
una rueda de radio a conforme esta rueda a lo largo 
del eje x. [Véase el ejemplo 5 de sección 9.4 de 
Edwards y Penney, Cálculo con transcendentes tem¬ 
pranas, 7a ed., Pearson Educación, México, 2008).] 
Suponga que un cable uniforme flexible está suspendido 
entre dos puntos (±L, H) a alturas iguales localizadas si¬ 
métricamente en un lado y otro del eje x (flg. 1.4.12.) 
Pueden utilizarse principios de física para mostrar que la 
forma y = y(x) del cable colgando satisface la ecuación 
diferencial 




2 


donde la constante a = L/p es la relación de la tensión del 
cable T en su punto más bajo x = 0 (donde y'{0) = 0) y su 
densidad lineal (constante) es p. Si se sustituye v = 
dymyslashdx, dv/dx = Syjdt^ en esta ecuación diferen¬ 
cial de segundo orden, se obtiene la ecuación de primer 
orden 

dx 

Resolviendo esta ecuación diferencial para y'(x) = v(x) = 
senh(x/a) senh(x/a) e integrando después para obtener la 
forma de la función 


y(x) = a cosh ^ -P C 

del cable colgando. Esta curva se llama catenaria, nom¬ 
bre que proviene de la palabra latina cadena. 


(-L.H) 


(L.H) 

-• 

' Relajamiento: H — y^ 


yo 


FIGURA 1.4.12. La catenaria. 


1.4 Aplicaciones 


La ecuación lógistica 


Como en la ecuación (3) de esta sección, la solución de la ecuación diferencial de 
variables separables se reduce a la evaluación de dos integrales indefinidas. Es ten¬ 
tador usar un sistema de álgebra simbólico para este propósito. Se ilustra este enfoque 
al utilizar la ecuación diferencial logística 

1 2 

— = ax — bx (1) 

dt 

que modela una población x(f) con nacimientos (por unidad de tiempo) proporcional a 
X, y con muertes proporcional a x^. Aquí nos concentraremos en la solución de la ecua¬ 
ción ( 1 ) y se difiere la discusión de las aplicaciones a poblaciones a la sección 2 . 1 . 
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FIGURA 1.4.13. Pantalla de la 
TI-89 mostrando la integral 
de la ecuación (3). 



FIGURA 1.4.14. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 
y = (0.01 )x - (0.0001 )jr2 


Si a = 0.01 y b = 0.0001, por ejemplo, la ecuación. (1) es 
dx X 

- = (0.01)x-(0.0001).^ = —(100-X). (2) 

La separación de las variables nos lleva a 


f 1 

/ - dx 

J x(lOO-x) 

Se puede evaluar la integral del lado izquierdo usando el comando de Maple 

int(1/(x*(100 - X)), X); 
el comando de Mathematica 

Integrate[ l/(x*(100 - x)), x ] 

O el comando de MATLAB 

syms x; int(1/(x*(100 - x))) 

Cualquier sistema de álgebra en computadora proporciona un resultado de la forma 




1 


10000 


dt = 


10000 


+ c. 


(3) 


1 1 t 

-Inx-ln(;t: — 100) = - 

100 100 10000 


+ C 


(4) 


equivalente al resultado de la calculadora gráfica mostrado en la figura 1.4.13. 

Se puede abora aplicar la condición inicial x(0) = xq combinando logaritmos, 
y finalmente exponenciales para resolver la ecuación (4) con el fin de obtener la so¬ 
lución particular 


lOOxoe'400 

100 — xo -E xoe^doo 


(5) 


de la ecuación (2). El campo de isoclinas y las curvas solución mostradas en la figu¬ 
ra 1.4.14 sugieren que, cualquiera que sea el valor inicial xq, la solución x(í) se acer¬ 
ca a 100 conforme t -foo. ¿Se puede emplear la ecuación (5) para verificar esta 
suposición? 

IiNVESTiGACiÓN. Para su propia ecuación logística, considere a = m/n y ¿ = 
1 jn en la ecuación (1), siendo m y n los dos dígitos distintos más grandes (en cual¬ 
quier orden) en el número de su matrícula de estudiante. 

(a) Genere primero un campo de isoclinas para su ecuación diferencial e incluya un 
número suficiente de curvas solución para que se pueda ver qué le sucede a la 
población conforme t -Eoo. Defina claramente la suposición. 

(b) Use un sistema de álgebra en computadora para resolver simbólicamente la 
ecuación diferencial; posteriormente utilice esta solución simbólica para encon¬ 
trar el límite de x(í) cuando t -Eoo. ¿La suposición basada en la gráfica fue 
correcta? 

(c) Finalmente, proponga y resuelva un problema numérico utilizando la solución 
simbólica. Por ejemplo, ¿cuánto le tomará a x crecer desde el valor inicial selec¬ 
cionado xq para obtener el valor dado xj? 
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1.5 


Ecuaciones lineales de primer orden 


En la sección 1.4 se mostró cómo resolver una ecuación diferencial de variables se¬ 
parables por integración después de multiplicar ambos lados por un factor apropiado. 
Por ejemplo, para resolver la ecuación: 

^ = 2x); (y > 0), (D 

dx 

se multiplicaron ambos lados por el factor 1 /y para llegar a 

— • — = 2x; esto es, Dx (In y) = Dx (x ^). (2) 

y dx 

Debido a que cada lado de la ecuación (2) puede identificarse como una derivada 
(respecto de la variable independiente x), todo lo que queda por hacer son dos inte¬ 
graciones simples, lo cual nos lleva a In y = -f C. Por esta razón la función p(y) 
= 1/y se llama/actor integrante de la ecuación original en (1). Un factor integran¬ 
te para una ecuación diferencial es una función p{x, y) tal que la multiplicación de 
cada lado de la ecuación diferencial por p{x, y) produce una ecuación en la cual cada 
lado es reconocible como una derivada. 

Con ayuda de un factor integrante apropiado, existe una técnica estándar para 
resolver la ecuación lineal de primer orden 

> ^ + Pix)y = Qix) (3) 

dx 

en un intervalo en el cual las funciones coeficientes P{x) y Q{x) son continuas. Al 
multiplicar ambos lados de la ecuación (3) por el factor de integración 


> 

El resultado es 

Porque 


p(x) = 


^¡p(x)dx^ -y P(x)e/^W^^y = e(x)e/^«''U 
dx 


(4) 


(5) 


Dx 


J 


P(x) dx 


= P(x), 


el lado izquierdo es la derivada del producto y(x) • entonces la ecuación (5) 

es equivalente a 

Dx [y(v) • 

Integrando ambos lados de esta ecuación se llega a 

y(x)e^Dx)dx^ j dx + C. 

Einalmente, resolviendo para y se obtiene la solución general de una ecuación lineal 
de primer orden dada en (3): 


y(x) = 




( 6 ) 


Esta fórmula no debe memorizarse, pues en un problema específico es más sim¬ 
ple usar el método por el cual se desarrolló tal fórmula. Esto es, para resolver una ecua¬ 
ción que puede escribirse de la forma de la ecuación (3) con las funciones coeficientes 
P{x) y Q(x) mostradas explícitamente, se pueden intentar los siguientes pasos. 









1.5 Ecuaciones lineales de primer orden 49 


Ejemplo 1 


Solución 


método: solución de ecuaciones de primer orden 

1. Empezar por calcular el factor de integración p(x) = 

2. Posteriormente, multiplicar ambos lados de la ecuación diferencial por p(x). 

3. Identificar el lado izquierdo de la ecuación resultante como la derivada de un 
producto: 

Dx [p(.x)y{x)] = p(x)Q(x). 


4, Finalmente, integrar la ecuación, 

p(x)y{x) = j pix)Qix)dx + C, 

después resolver para y y obtener la solución general de la ecuación diferencial 
original. 

Comentario 1. Dada una condición inicial y(xo) = yo, se puede (como 
siempre) sustituir x = xq y y = yo en la solución general y resolver para conocer el 
valor de C llegando así a una solución particular que satisface la condición inicial. 

Comentario 2. No es necesario proporcionar explícitamente una constan¬ 
te de integración cuando se encuentra el factor integrante p(x). Por eso se sustituye 


J P{x) dx con 


J P{x)dx + K 


en la ecuación (4), cuyo resultado es 




Pero el factor constante no afecta materialmente el resultado de multiplicar ambos 
lados de la ecuación diferencial en (3) por p(x), por eso podemos tomar K = 0. Por 
lo tanto, se puede escoger para fP{x)dx cualquier antiderivada conveniente de P(x), 
sin preocuparse por añadir una constante de integración. ■ 


Resolver el problema de valor inicial 



11 -V3 
8 


y(0) = -i. 


Aquí se tiene P(x) = — 1 y Q(x) = ^ e así que el factor de integración es 


p(x) = 


La multiplicación de ambos lados de la ecuación por e ^ nos lleva a 


,dy_ 

dx 


e-^y = 


( 7 ) 


d 

dx 


(‘-•'y) 


H -4,/3 
8 


la cual identificamos como 
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Así, la integración respecto de x resulta 

= J ^-^e-^^l^dx = + C, 


y multiplicando por proporciona la solución general 


( 0 ,- 1 ) 


= -^exp(-.v73) 


- / 


/ 

/ 
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FIGURA 1.5.1. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 
y' = y + ^e-^l'i ■ 


y{x) = Ce" - |e-"/l (8) 

La sustitución dex = 0yx = —1 nos da ahora C- — - Así, la solución particular 
deseada es 

= i (e'-33e-"3). ■ 

Comentario. La figura 1.5.1 muestra un campo de isoclinas y curvas solu¬ 
ción típicas para la ecuación (7), incluyendo una que pasa a través del punto (0, — 1). 
Observe que algunas soluciones crecen rápidamente en la dirección positiva conforme 
se incrementa x, mientras que otras crecen rápidamente en la dirección negativa. El 
comportamiento de una curva solución dada se determina por su condición inicial 
y(0) = yo- Los dos tipos de comportamiento están separados por la solución particu¬ 
lar y(x) = ~ If e~^l^ para la cual C = 0 en la ecuación (8) tal que yo = “ ly para la 
curva solución que está punteada en la figura 1.5.1. Si yo > “ > entonces C> 0 en 

la ecuación (8), de tal manera que el término e" eventualmente domina el comporta¬ 
miento de y(x), y así y(x) ^ +oo conforme x ^ +oo. Pero si yo < “ H , entonces 
C < 0, y de este modo ambos términos en y(x) son negativos y por tanto y(x) —oo 
conforme x ^ -foo. En consecuencia, la condición inicial yo = — || es crítica en el 
sentido de que las soluciones que inician arriba de — en el eje y crecen en la di¬ 
rección positiva, mientras que las soluciones que inician debajo de — crecen en 
dirección negativa conforme x ^ -f oo. Ea interpretación de un modelo matemático 
frecuentemente depende de encontrar esa condición crítica que separe el tipo de 
comportamiento de una solución de otra distinta. ■ 


Ejemplo 2 


Encontrar la solución general de 


(x^ -|- 1)^ -|- 3xy = 6x. 
dx 


(9) 


Solución Después de dividir ambos lados de la ecuación entre x^ + 1, se identifica el resultado 

3x 6x 


dy 

dx 


x^ -|- 1 ^ x^ -|- 1 


como una ecuación lineal de primer orden con P{x) = 3x/x^ -f 1) y Q{x) = 6x/(x^ + 1)- 
Multiplicando por 


p(x) = exp 




exp(5ln(x2+l)) = (x2+l)3/2 


nos lleva a 

(x2 + 1)3/2 ^ ^ ^ ^ 6x(x2 + 1)V2, 

dx 


y de este modo 


= 6x(x2 + 1)L2. 
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Integrando resulta entonces 



-5-4-3-2-1 012345 


X 

FIGURA 1.5.2. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 
la ecuación diferencial de la 
ecuación (9). 


(x^ + = j 6xix^ + ly^^dx = 2ix^ + + C. 

La multiplicación de ambos lados por + 1)“^/^ proporciona la solución general 

y{x)=2+C{x^ (10) 

■ 

Comentario. La figura 1.5.2 muestra un campo de isoclinas y curvas so¬ 
lución típicas para la ecuación (9). Observe que, conforme x ^ -foo, todas las otras 
curvas solución se aproximan a la curva solución constante y(x) = 2, que corresponde 
a C = 0 en la ecuación (10). Esta solución constante se conoce como una solución 
de equilibrio de la ecuación diferencial, porque y(0) = 2 implica que y(x) = 2 para 
toda X (y por tanto el valor de la solución permanece siempre donde se inició). Gene¬ 
ralmente la palabra “equilibrio” significa “sin cambio”, de tal manera que la solución 
de equilibrio de una ecuación diferencial debe entenderse como una solución cons¬ 
tante y(x) = c, de la cual se consigue que y'(x) = 0. Adviértase que la sustitución de 
y' = 2 en la ecuación diferencial (9) nos lleva a que 3xy = 6x; esto permite que y = 2 
si X A 0. En consecuencia, se puede ver que y(x) = 2 es la única solución de equilibrio 
de la ecuación diferencial, como obviamente se observa en la figura 1.5.2. ■ 


Un acercamiento más profundo al método 

El cálculo anterior para obtener la solución de una ecuación lineal de primer orden 
de la forma y' + Py = Q según la ecuación (6) amerita un examen más detallado. 
Suponga que los coeficientes de la ecuación, que son las funciones P(x) y 2(x), 
son continuas en el (posiblemente no acotadas) intervalo abierto 7. Entonces las 
antiderivadas 


I Pix)dx y y’(G(x)e/^«''")rix 

existen en /. Ea deducción de la ecuación (6) muestra que si y = y(x) es una solución 
de la ecuación (3) en 7, entonces y(x) está dada por la fórmula en la ecuación (6) para 
algún valor de la constante C. Recíprocamente, se puede verificar, por sustitución 
directa (problema 31), que la función y(x) dada en la ecuación (6) satisface la ecua¬ 
ción (3). Einalmente, dado un punto xq de 7 y cualquier valor de yo, existe —como se 
mencionó previamente— un único valor de C tal que y(xo) = yo. En consecuencia, 
se ha probado el siguiente teorema de existencia de unicidad. 


TEOREMA 1 Ecuación lineal de primer orden 

Si las funciones P{x) y Q{x) son continuas en el intervalo abierto 7 que contiene 
el punto xo, entonces el problema de valor inicial 

dy 

> +Pix)y = Q{x), y(xo) = yo (11) 

tiene una solución única y(x) en 7, dada por la fórmula de la ecuación (6) para un 
cierto valor de C. 


Comentario 1 . El teorema 1 proporciona una solución en todo el intervalo 
7 para una ecuación diferencial lineal, en contraste con el teorema 1 de la sección 1.3, 
el cual garantiza solamente una solución en un posible intervalo más pequeño. 
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Capítulo 1 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


Ejemplo 3 


Solución 


Comentario 2. El teorema 1 nos dice que cada solución de la ecuación (3) 
está incluida en la solución general dada por la ecuación (6). De este modo, una 
ecuación diferencial lineal de primer orden no tiene soluciones singulares. 

Comentario 3. Un valor apropiado de la constante C en la ecuación (6) 
—necesario para resolver el problema de valor inicial de la ecuación (11)— puede 
escogerse “automáticamente” escribiendo 


p(x)=exp(í P(t)dt 
VA-q 




1 


p(x) _ 


yo+ í p{t)Q{t)dt 


( 12 ) 


Los límites indicados xq y x funcionan como un valor determinado para las integra¬ 
les indefinidas en la ecuación (6), que garantizan de antemano que p(Xü) = 1 y que 
y(xo) = yo [como puede verificarse directamente al sustituir x = Xq en las ecuacio¬ 
nes (12)]. ■ 


Resolver el problema de valor inicial 


idy 

X ——\- xy = sen x, 
dx 


j(i) = yo 


(13) 


Dividiendo entre x^ se obtiene la ecuación lineal de primer orden 


con ^(x) 


dy 1 sen x 

dx X ^ x^ 

1/x y Q{x) = (sen x)/x^. Con xq = 1 el factor integrante en (12) es 


p(x) = exp 



= exp(lnx) = X, 


de tal manera que la solución particular deseada está dada por 


yO) = i 


yo + 


senf 

ii ~ 


dt 


(14) 


De acuerdo con el teorema 1, esta solución está definida en todo el eje positivo xM 


Comentario. En general, una integral como la de la ecuación (14) debe 
(para una x dada) aproximarse de manera numérica —utilizando la regla de Simpson 
por ejemplo— para encontrar el valor de la solución y(x) en el punto x. En este caso, 
sin embargo, se tiene la función integral del seno conocida como 



sen t 


dt. 


misma que aparece con frecuencia en aplicaciones donde sus valores han sido tabu¬ 
lados. Un buen conjunto de tablas de funciones especiales puede encontrarse en 
Abramowitz and Stegun, Handbook of Mathematical Functions (Dover, New York, 
1965). De esta manera, la solución particular en la ecuación (14) se reduce a 





sen r /■' 
- dt - \ 

t Jo 


sení . 

- dt 

t 


1 

X 


[yo + Si(x) -Si(l)]. 


(15) 












AS 
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X 

FIGURA 1.5.3. Curvas 
solución típicas definidas por la 
ecuación (15). 


Entrada: ri L/s, c, g/L 



Cantidad ;ii:(í) 

Volumen V{t) 
Concentración cj^t) = ^ 



Salida: 

L/s, 

g/L 


FIGURA 1.5.4. Problema de 
mezclas en un solo tanque. 


La función Si{x) está incluida en la mayoría de los sistemas científicos por computadora 
y puede utilizarse para graficar curvas solución típicas definidas por la ecuación (15). 
La figura 1.5.3 muestra una selección de curvas solución para valores iniciales y(l) 
= yo en el intervalo yo = —3 a yo = 3. Se aprecia que en cada curva solución y'(x) ^ 0, 
a medida que x —* +oo, debido a que la función Si{x) está acotada. ■ 

En las gráficas vemos que hay una excepción —que confirma la regla— cuando 
una solución de una ecuación diferencial puede expresarse en términos de funciones 
elementales. Se estudiarán más adelante varias técnicas para mejores aproximacio¬ 
nes al evaluar las funciones no elementales que se encuentren. En el capítulo 2 se 
abordará con cierto detalle la integración numérica de ecuaciones diferenciales. 

Problemas de mezclas 

Como una primera aplicación de las ecuaciones lineales de primer orden, considére¬ 
se un tanque que contiene una solución —una mezcla de soluto y solvente— tal 
como sal disuelta en agua. Existen tanto flujos de entrada como de salida, y se 
quiere calcular la cantidad x(t) de soluto del tanque en el tiempo í, dada la cantidad 
x(0) = xq en tiempo f = 0. Supóngase que la sustancia, con una concentración de c¡ 
gramos de soluto por litro de solución, fluye dentro del tanque a una velocidad cons¬ 
tante de r,-litros por segundo, y que la solución en el tanque —permanece completa¬ 
mente mezclada por agitación— fluye hacia afuera a una velocidad constante de 
litros por segundo. 

Para obtener una ecuación diferencial para x(t), se estima el cambio Ax en x 
durante un breve intervalo de tiempo [í, t, -f Ai]. Ea cantidad de soluto que fluye 
dentro del tanque durante Ai segundos es r,c, Ai gramos. Para verificar lo anterior, 
obsérvese cómo el análisis dimensional verifica nuestros cálculos: 



f 

Ci 

V 


gramos 
litros ^ 


(Ai segundos) 


llegando a una cantidad medida en gramos. 

Ea cantidad de soluto que fluye hacia afuera del tanque durante un mismo in¬ 
tervalo de tiempo depende de la concentración Co(i) de soluto presente en la solución 
en el tiempo i. Pero como se observa en la figura 1.5.4, Co(i) = x(i)/V(i), donde V(i) 
representa el volumen (no constante a menos de que r¡ = rg) de solución en el tanque 
en el tiempo i. Entonces 


Ax = {gramos de entrada} — (gramos de salida} « r¡c¡ Ai — r^Co Ai. 


Ahora, dividiendo entre Ai: 


Ax 

Ai 


rid - ToCo. 


Einalmente, se toma el límite cuando Ai ^ 0. Si todas las funciones involucradas son 
continuas y x(i) es derivadle, entonces el error en está aproximación tiende también 
a cero, y se obtiene la ecuación diferencial 

dx 

> -r = UG - roCo, (16) 

dt 

en la cual r¡ Ci y son constantes, pero Cg representa la variable de concentración 


Co(i) = 


x(t) 

V(i) 


(17) 
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Capítulo 1 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


Ejemplo 4 


Solución 


de soluto dentro del tanque en el tiempo t. De este modo, la cantidad x(f) de soluto 
en el tanque satisface la ecuación diferencial 


dx ro 

- = r.C;-X. 

dt V 


(18) 


Si Vo = l^(0)í entonces V(t) = Vq + (p ~ así la ecuación (18) es una ecuación 
diferencial lineal de primer orden para la cantidad x(f) de soluto en el tanque en el 
tiempo t. 

Importante. La ecuación (18) no necesita memorizarse. Este es el proce¬ 
so que se utiliza para obtenerla —examinando el comportamiento del sistema en un 
intervalo de tiempo corto [f, í, + Ai] — y que requiere esfuerzo para ser entendido 
debido a que esta es una herramienta común y corriente para obtener todo tipo de 
ecuaciones diferenciales. 

Comentario. Es conveniente utilizar unidades g/E masa/volumen para 
deducir la ecuación (18), aunque se puede recurrir a cualquier otro sistema de unida¬ 
des consistente para medir la cantidad de soluto y el volumen de la solución. En el 
siguiente ejemplo se medirán ambos en kilómetros cúbicos. ■ 


Considere que el lago Ene tiene un volumen de 480 km^ de agua y que la tasa de 
flujo de entrada (del lago Hurón) y la del flujo de salida (al lago Ontario) son ambas 
de 350 km^ por año. Suponga que en el tiempo f = 0 (en años) la concentración de 
contaminantes del lago Ene —causada por la contaminación industrial en el pasado 
y que ahora ha cesado— es cinco veces mayor que la del lago Hurón. Si el flujo hacia 
afuera está perfectamente mezclado con el agua del embalse, ¿cuánto tomará reducir 
la concentración de contaminantes en el lago Erie de tal manera que sea dos veces la 
del lago Hurón? 


Aquí se tiene 

V = 480 (km^), 

Ki = Ko = r = 350 (km^/yr), 

c, = c (la concentración de contaminantes del lago Hurón), y 
xo = x(0) = 5cV, 


y la pregunta es: ¿Cuándo es x(í) 
ecuación separable 


= 2cV? Con esta anotación, la ecuación (18) es la 


dx r 

— = re - X, 

dt V 


(19) 


la cual se puede reescribir en la forma lineal de primer orden 

dx 

-— + px=q 
dt 


( 20 ) 


con coeficientes constantes p = r/V,q = rc,y el factor integrante p = e’’*. Esta ecua¬ 
ción se puede resolver directamente o por medio de la fórmula (12). Esta última 
plantea que 


x{t) = e 

Xo + / qe'” dt 

= e-P* 

XQ+- {eP' - 1) 


Jo 


L P J 


- ^-rt/V 


re 


5cV + — - 1 ) 

r/V 1 \ 


x(f) = cy-E4cVe“'''/''. 


(21) 
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Para encontrar cuando x(t) = 2cV, lo único que se necesita es resolver la ecuación 


cV + dcVe-"'/'" = 2cV para 


V 480 

= — ln4 = -ln4 1.901 (años). 

r 350 


Ejemplo 5 


Un tanque de 120 galones (gal) contiene inicialmente 90 Ib de sal disueltas en 90 gal 
de agua. La salmuera, que contiene 2 Ib /gal de sal, fluye hacia adentro del tanque a 
razón de 4 gal/min, y la mezcla homogénea fluye hacia fuera del tanque a una razón 
de 3 gal /min. ¿Cuánta sal contiene el tanque cuando está completamente lleno? 


Solución La característica interesante de este ejemplo es que, debido a la diferencia entre la 
razón de entrada y de salida del flujo, el volumen de salmuera en el tanque se incre¬ 
menta en estado permanente a razón de V(t) = 90 + t gal. Así, el cambio Ax en la 
cantidad x de sal en el tanque desde el tiempo í hasta el tiempo í -I- Ai (en minutos) 
está dado por 


Ax (4) (2) Ai - 3 


90 +i 


Ai, 


de esta manera, la ecuación diferencial es 


dx 3 

—— +-X = 8. 

dt 90 + i 

Un factor integrante es 

p(x) = exp d^ = = (90 + i)^ 

el cual proporciona 

A [(90 + í)3x] =8(90 + i)^ 

(90 + i)^x = 2(90 + t)'^ + C. 


La sustitución de x(0) = 90 da como resultado que C = —(9)"^, de tal manera que la 
cantidad de sal en el tanque en i es 


x(í) = 2(90 + i) 


90 ^ 

(90 + i)3 ■ 


El recipiente se llena después de 30 min, por lo que cuando i = 30 se tiene que 
x(30) = 2(90 + 30) - ^ 202 (Ib) 


de sal en el tanque. 
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1.5 


Problemas 


Encuentre la solución general de las ecuaciones diferenciales 
en los problemas 1 al 25. Si se proporciona una condición ini¬ 
cial, encuentre la solución particular correspondiente. A lo 
largo de todos los problemas las primas significan derivadas 
respecto de x. 


1. 

0 

II 

0 

<N 

II 

+ 

y' - 

0 

II 

0 

II 

(N 

3. 

y' -b 3y = 2xe-^^ 4. 

y' - 

2xy = e" 

5. 

xy' 

-b 2y = 3x, y(l) = 5 



6. 

xy' 

-b 5y = 7x2, y(2) = 5 



7. 

2xy' -b y = lOV^ 8. 

3xy' 

-b y = 12x 

9. 

xy' 

— y = X, y(l) = 7 10. 

2xy' 

— 3y = 9x2 

11. 

xy' 

-b y = 3xy, y(l) = 0 



12. 

xy' 

-b 3y = 2x^, y(2) = 1 



13. 

y' + y = e\y{0) = 1 



14. 

xy' 

1 

II 

II 

0 



15. 

y' -b 2xy = X, y(0) = —2 



16. 

y' = 

= (1 ~ y) cosx, y(jT) = 2 



17. 

(1 -b x)y' -b y = cosx, y(0) = 

= 1 


18. 

xy' 

= 2y x^ cosx 



19. 

y' -b y cotx = cosx 



20. 

y' = 

= 1 -b X -b y -b xy, y(0) = 

0 


21. 

xy' 

= 3y -bx‘*cosx, y(2:7r) = 

0 


22. 

y' = 

= 2xy -b 3x2 exp(x2), y(0) 

= 5 


23. 

xy' 

-b (2x — 3)y = 4x* 



24. 

(x^ 

+ 

+ 

II 

0 

II 

: 1 


25. 

(x" 

+ 1)^ + 3x^y = 6x exp 
dx 

(-1^ 

:2), y(0) = 1 


Resuelva las ecuaciones diferenciales en los problemas 26 al 
28 considerando y como variable independiente en lugar de x. 


2 jy _ „3 


27. (x + ye^)'^ = 1 
dx 


26. (l-4x/)-^ =7 
dx 

28. (l + 2x>-)'^ = 1+/ 

dx 

29. Exprese la solución general de dy/dx = 1 + 2xy en térmi¬ 
nos de la función de error 


erf(x) = — 

y/jt 




dt. 


30. Exprese la solución del problema de valor inicial 
dy 

2x—= y-|-2x cosx, >>(1) = 0 
dx 


como la integral del ejemplo 3 de esta sección. 


Los problemas 31 y 32 ilustran —para el caso especial de 
ecuaciones lineales de primer orden— técnicas que serán im¬ 
portantes cuando se estudien ecuaciones lineales de orden su¬ 
perior en el capítulo 3. 


31. (a) Muestre que 

yfix) = 

es la solución general de dy/dx P(x)y = 0. (b) Demues¬ 
tre que 


= j (e(x)e/dx 


es una solución particular de dy/dx + P(x)y = Q(x). 
(c) Suponga que yfx) es una solución general de dy/dx + 
P{x)y = 0 y que y^fx) es una solución particular de 
dy/dx -\- P(x)y = Q(x). Demuestre que y(x) = yfx) + 
yp(x) es una solución general de dy/dx + P(x)y = Q(x). 

32. (a) Encuentre las constantes A y S de tal manera que y^(x) 
= A sen X + B eos x es una solución de dy/dx y = 2 
sen X. (b) Use el resultado del inciso (a) y el método utili¬ 
zado en el problema 31 para encontrar la solución general 
de dy/dx -I- y = 2 sen x. (c) Resuelva el problema de valor 
inicial dy/dx + y = 2 sen x, y(0) = 1. 

33. Un tanque contiene 1 000 litros (1) de una solución com¬ 
puesta de 100 kg de sal disuelta en agua. Se bombea agua 
pura dentro del tanque a una razón de 5 L/s, y la mezcla 
—que se conserva uniforme por agitación— se bombea 
hacia afuera en la misma proporción. ¿Cuánto tiempo pa¬ 
sará para que queden solamente 10 kg de sal en el tanque? 

34. Considere un depósito con un volumen de 8 000 millones 
de pies cúbicos (ft^) y una concentración de contaminan¬ 
tes inicial de 0.25%. Se tiene una inyección diaria de 500 
millones de (ft^) de agua con una concentración de conta¬ 
minantes de 0.05% y una salida diaria de agua con iguales 
características perfectamente mezclada en el depósito. 
¿Cuánto tomará reducir la concentración de contaminan¬ 
tes a 0.10% en el depósito? 

35. Repita el ejemplo 4 para el caso del lago Ontario, el cual 
vacía su cauce dentro del río St. Lawrence y recibe un flu¬ 
jo del lago Erie (vía el río Niágara). La diferencia es que 
este lago sólo tiene un volumen de 1 640 km^ y que la ra¬ 
zón de entrada y salida del flujo es de 410 km^/año. 

36. Un tanque contiene inicialmente 60 gal de agua pura. 
Salmuera, que contiene 1 ib de sal por gal entra al tanque 
a una razón de 2 gal/min, y la solución (perfectamente 
mezclada) sale del recipiente a razón de 3 gal/min; en estas 
condiciones, el tanque se vacía exactamente después de 
una 1 h. (a) Encuentre la cantidad de sal en el tanque des¬ 
pués de t min. (b) ¿Cuál es la cantidad máxima de sal 
dentro del recipiente? 

37. Inicialmente, un tanque de 400 gal contiene 100 gal de 
salmuera con 50 Ib de sal. Salmuera con 1 Ib de sal por gal 
entra al tanque a razón de 5 gal/s, y la mezcla total de sal¬ 
muera del recipiente sale a una razón de 3 gal/s. ¿Cuánta 
sal contendrá el tanque cuando esté completamente lleno 
de salmuera? 

38. Considere la cascada de los dos tanques mostrados en la 

figura 1.5.5, siendo los volúmenes de cada tanque Vi = 
100 (gal) y V 2 = 200 (gal) respectivamente. Aunado a 
ello, cada tanque contiene inicialmente 50 Ib de sal. Las 
tres tasas de flujo indicadas en la figura son —cada una— 
de 5 gal/min, siendo de agua pura el flujo de entrada al 
tanque 1. (a) Encuentre la cantidad x(f) de sal en el tanque 
1 en el tiempo t. (b) Suponga que yif) es la cantidad de sal 
del tanque 2 en t. Muestre que 

dy 5x 5y 

* “ Too ~ 200’ 
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y después resuelva para y(t) aplicando la función x(t) en¬ 
contrada en el inciso (a), (c) Finalmente, halle la cantidad 
máxima de sal en el tanque 2. 

Tanque 1 
Volumen 
Cantidad x 


Tanque 2 
Volumen V 2 
Cantidad v 



FIGURA 1.5.5. Cascada de dos tanques. 

39. Suponga que en la cascada mostrada en la figura 1.5.5 ini¬ 
cialmente el tanque 1 contiene 100 gal de etanol puro y el 
tanque 2 contiene 100 gal de agua pura. El flujo de entrada 
al tanque 1 es de 10 gal/min, y los otros dos flujos son 
también de 10 gal/min. (a) Encuentre las cantidades x(í) y 
y(t) de etanol en los dos tanques en el tiempo í g 0. (b) 
Descubra la cantidad máxima de etanol en el tanque 2. 

40. En la figura 1.5.6 se muestra una cascada múltiple. En el 
tiempo í = 0, el tanque 0 contiene 1 gal de etanol y 1 gal 
de agua; todos los tanques restantes contienen 2 gal de 
agua pura cada uno. Se bombea agua pura hacia adentro 
del tanque 0 a razón de 1 gal/min, y la mezcla variante en 
cada tanque se bombea hacia el tanque de abajo en la misma 
proporción. Considere, como siempre, que las mezclas se 
conservan perfectamente uniformes por agitación. Así, 
x„(í) representa la cantidad de etanol en el tanque n en el 
tiempo t. 





I 

FIGURA 1.5.6. Cascada múltiple. 

(a) Demuestre quexo(í) = (b) Pruebe por inducción 


en n que 


tn^-t/2 

Xn{t)= para«>0. 

m 2 " 

(c) Muestre que el valor máximo de x„(í) para « > 0 es 
M„ = xJ2n) = ln\ (d) Concluya, de la aproxi¬ 
mación de Stirling, n\ ~ ^litn que ~ 

41. Una mujer de 30 años de edad acepta un puesto de inge¬ 
niero con un salario inicial de 30,000 dólares por año. Su 
salario S{f) se incrementa exponencialmente con S{t) = 
30e'/^° miles de dólares después de t años. Mientras tanto, 
12% de su salario es depositado continuamente en una 
cuenta para su jubilación, la cual acumula intereses a una 
tasa anual continua de 6%. (a) Estime AA en términos de 
Ai para obtener una ecuación diferencial que se satisfaga 
por la cantidad A(t) en su cuenta de jubilación después de 
t años, (b) Calcule A(40) la cantidad disponible para su 
retiro a la edad de 70 años. 

42. Suponga que un granizo, que cae con una densidad 5=1, 
inicia su caída desde la posición de reposo con un radio 
inicial r = 0. Después de un tiempo su radio es r = kt 
(k es una constante), el cual crece durante la precipita¬ 
ción. Utilice la segunda ley de Newton —de acuerdo con 
la cual la fuerza neta F que actúa sobre una masa variable 
m es igual a la razón de cambio en el tiempo dp/dt de su 
ímpetu p = mv— para establecer y resolver el problema 
de valor inicial 


— {mv) = mg, i)(0) = 0, 
dt 

donde m es la masa variable del granizo yv = dy/dt es su 
velocidad, siendo los valores positivos del eje y hacia aba¬ 
jo. Muestre que si dv/dt = g/A, entonces el granizo cae 
como si estuviera bajo la influencia de un cuarto de la 
gravedad. 

43. En la figura 1.5.7 se observa un campo de isoclinas y curvas 
solución típicas para la ecuación y' = x — y. (a) Muestre que 
cada curva solución tiende a la recta y = x — l cuando x —> 
+00. (b) Para cada uno de los siguientes cinco valores 
yi = 3.998, 3.999, 4.000, 4.001 y 4.002, determine el va¬ 
lor inicial yo (con cuatro cifras decimales de precisión), de 
tal manera que y(5) = yi para la solución que satisface la 
condición inicial y(—5) = yo. 



X 


FIGURA 1.5.7. Campo de isoclinas y curvas 
solución para y' = x — y. 
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44. La figura 1.5.8 muestra un campo de isoclinas y curvas 
solución típicas para la ecuación y' = x + y. (a) Muestre 
que cada curva solución se aproxima a la recta y = —x — 1 
cuando x —» — c*o. (b) Para cada uno de los siguientes cin¬ 
co valores yj = —10, —5, 0, 5 y 10, determine el valor 
inicial yo (con cinco cifras decimales de precisión) de tal 
manera que y(5) = yi para la solución que satisface la 


45. El agua que entra en el estanque tiene una concentración 
de contaminantes de c(í) = 10 litros por metro cúbico 
(L/m^). Verifique que la gráfica de x{t) se asemeje a la 
curva ascendente de la figura 1.5.9, la cual se aproxima 
asintóticamente a la gráfica de la solución de equilibrio 
x(t) = 20, que corresponde al contenido de contaminantes 
del estanque en el largo plazo. ¿Cuánto tiempo tomará 


condición inicial y(—5) = yo. 



X 


FIGURA 1.5.8. Campo de isoclinas y curvas 
solución para y' = x + y. 

Los problemas 45 y 46plantean el ejemplo de un estanque poco 
profundo, con una superficie de 1 km^ y una profundidad pro¬ 
medio de 2 m de agua. Inicialmente se llena con agua pura, 
pero en el tiempo t = 0 agua contaminada, con determinado 
líquido, comienza a entrar con un flujo a razón de 200,000 m^ 
por mes. El agua, perfectamente mezclada en el estanque, fluye 
hacia afuera a la misma tasa. La primera tarea es encontrar la 
cantidad x(t) de contaminante (en millones de litros) en el re¬ 
ceptor después de t meses. 


para que la concentración de contaminantes en el estan¬ 
que llegue a 5 L/m^? 



FIGURA 1.5.9. Gráficas de solución de los 
problemas 45 y 46. 

46. El agua que entra al estanque tiene una concentración de 
contaminantes de c(í) = 10(1 -f cost í)L/m^, la cual varía 
entre 0 y 20, con una concentración promedio de 10 L/m^ 
en un periodo de oscilación de 614 meses. ¿Se puede decir 
que el contenido de contaminantes del estanque oscilará 
periódicamente cerca de un nivel promedio de 20 millo¬ 
nes de litros? Verifique que la gráfica de x(t) —de hecho 
lo hace— se parezca a la curva oscilatoria de la figura 1.5.9. 
¿Cuánto tiempo tomará para que la concentración de con¬ 
taminantes del estanque llegue a 5 L/m^? 


1.5 Aplicaciones 


Oscilaciones de temperatura en interiores 


Un problema de aplicación interesante que involucra la solución de una ecuación 
diferencial lineal consiste en examinar las oscilaciones de la temperatura en espacios 
interiores, las cuales dependen de los cambios de temperatura en el exterior, de la 
forma que 


A(t) ao+ ai eos ctít + bismcút. (1) 

Si <u = 7r/12, entonces estas oscilaciones tienen un periodo de 24 horas (de tal modo 
que el ciclo de temperaturas exteriores se repite diariamente de la misma manera) y 
la ecuación (1) proporciona un modelo bastante real de la temperatura exterior en 
una casa cuando no hay cambio, día con día, en el patrón del clima. Por ejemplo, para 
un día normal de julio en Atenas, Grecia, con una temperatura mínima de 70 °F 
cuando í = 4 (4:00 A.M.) y una máxima de 90 °F cuando í = 16 (4:00 P.M.), se debe 
tomar 


A{t)= 80- 10cos(w(í - 4) = 80 - 5 eos mí - 5-v^sen mí. (2) 

La ecuación (2) se obtiene utilizando la identidad cos(q: — ff) = eos a eos f) + sen a 
sen fi sustituyendo üq = 80, ai = —5 y bi = —5\/3 en la ecuación (1). 

Si utilizamos la ley de enfriamiento de Newton [(Ec. (3) de la sección 1.1)] 
para la temperatura interior correspondiente u(i) en el tiempo í, pero con la tempera- 
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í(h) 


FIGURA 1.5.10. Curvas solución 
dadas por la ecuación (5) con 
Mo = 65, 68, 71,..., 92, 95. 


tura exterior A(í) dada por la ecuación (1), en lugar de una temperatura ambiente 
constante A se obtiene la ecuación diferencial lineal de primer orden 

du 

— = —k{u — A(t))\ 
dt 

esto es, 

— + ku= kiüQ + a\ eos cuí + bi sen wt) (3) 

dt 

con coeficientes dados por las funciones P{t) = k y Q(t) = kA{t). Algunos valores 
típicos de la constante de proporcionalidad k se encuentran desde 0.2 hasta 0.5 (sin 
embargo, k podría tomar valores mayores de 0.5 para un edificio con escaso aisla¬ 
miento y ventanas abiertas, o menor de 0.2 para otro con gran aislamiento y ventanas 
selladas herméticamente). 

Escenario. Supóngase que nuestro aire acondicionado falla en el tiempo íq = 0 
un día a la medianoche y que no se podrá reparar hasta el día de pago, al final del 
mes. Entonces, queremos investigar la temperatura interior resultante que se deberá 
soportar durante los siguientes días. 

La investigación empieza por resolver la ecuación (3) con la condición inicial 
m(0) = Mq (la temperatura interior en el momento en que falla el aire acondicionado). 
Sería deseable utilizar las fórmulas integrales 49 y 50 dadas al final, o tal vez un 
sistema de álgebra en computadora. Obténgase la solución 

u{t)= flo + Coe“*^-l- Ci eos cüt+ disenwt, (4) 


donde 


co — uo — ao — 


k^ai — kcobi 
k^ + aP- 


k^a\ — k(úb\ ktoa\ + k^bi 

k^ + co^ ’ ^ k^ + co^ 


con (O = jt/12. 

Con ÜQ = 80, «1 = —5, bi = —5-^3 [(como en la Ec. (2)], co = jt/12 y k = 0.2 
(por ejemplo), esta solución se reduce (aproximadamente) a 

u{t)= 80+e-‘'^{uo- 82.3351)-f (2.3351)eos ^ - (5.6036)sen (5) 

Primero observe que el término exponencial “amortiguado” en la ecuación (5) 
tiende a cero conforme t -foo, resultando la solución en el largo plazo como una 
solución “periódica en estado permanente”. 

Msp(0“ ^0"*" (2.3351)cos — - (5.6036)sen—. (6) 

Consecuentemente, el clima interior en el largo plazo oscila, cada 24 horas, alrede¬ 
dor de la misma temperatura promedio de 80 °E como la de la temperatura exterior 
promedio. 

La figura 1.5.10 muestra varias curvas solución correspondientes a una posible 
temperatura inicial Uq en el intervalo de 65 °E a 95 °E. Observe que —cualquiera que 
sea la temperatura inicial— el clima interior tiende a “instalarse”, en alrededor de 
18 horas, a una oscilación periódica que se repite diariamente. Sin embargo, la am¬ 
plitud de la variación de la temperatura es menor en el interior que en el exterior. De 
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hecho, usando la identidad trigonométrica anteriormente mencionada, la ecuación 
(6) puede reescribirse (¡verificar esto!) como 


100 
95 - 
90 - 
? 85 - 


80 \ 
75 


65 - 
60, 


4RM. 


1 I ^ I 
I Temperatura_ 




exterior 


// 


’í 

\ / /' 

70 


/ 


trs I- ■ 

\\ 


\t= 12 


■I.l">., 

,,/7:30P.M. 1/ \ 

/ /-tX 

l'^ \ 

\ 'vi<! - 

I V, jiemperatura 
I interior 

.|. . . I 

I í = 24 I ? = 36 
lili 


0 
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f(h) 


40 


FIGURA 1.5.11. Comparación 
de oscilaciones de temperaturas 
interiores y exteriores. 


u(t) = 80 - (6.0707) eos y— - 1.9656j 

= 80 - (6.0707) eos ^(í - 7.5082). (7) 

¿Puede ver que esto implica que la temperatura interior varía entre alrededor de un 
mínimo de 74 °F y un máximo de 86 °F? 

Finalmente, una comparación de las ecuaciones (2) y (7) nos indica que la 
temperatura interior se atrasa con respecto de la exterior en alrededor de 7.5082 — 4 
« 3.5 horas, como se observa en la figura 1.5.11. De este modo, la temperatura en el 
interior de la casa continua subiendo hasta cerca de las 7.30 P.M. cada noche, pues la 
parte más caliente del día en el interior es al principio de la noche, en vez de al final 
de la tarde (como ocurre en el exterior). 

Como un problema de investigación personal, lleve a cabo un análisis similar 
usando los datos, máximo/mínimo, de un día promedio de julio en su propia locali¬ 
dad, junto con un valor apropiado de k para su casa. Considere también un día de 
invierno en lugar de uno de verano (¿cuál es la diferencia entre el invierno y el 
verano para el problema de la temperatura interior?) Sería deseable que investiga¬ 
ra el uso de tecnologías disponibles, tanto para resolver la ecuación diferencial, 
como para graficar la solución en el caso de la temperatura interior comparada con 
la exterior. 


1.6 


Métodos de sustitución y ecuaciones exactas 


Las ecuaciones diferenciales de primer orden resueltas en las secciones previas fue¬ 
ron todas de variables separables o lineales. Sin embargo, muchas aplicaciones que 
involucran ecuaciones diferenciales pueden no ser de variables separables ni lineales. 
En esta sección se abordan (principalmente con ejemplos) métodos de sustitución 
que pueden usarse en algunos casos para transformar la ecuación diferencial dada en 
otra que se sabe cómo resolver. 

Por ejemplo, la ecuación diferencial 

dy 

-y- = f{x,y), (1) 


con variable dependiente y y variable independiente x, puede contener una combina¬ 
ción evidente 


V = a(x, y) (2) 

de X y de y que sugiera, por sí misma, una nueva variable independiente v. Así, la 
ecuación diferencial 


^ = (.v + t + 3)= 

dx 

prácticamente invita a la sustitución t;=x-fy-l-3enla forma de la ecuación (2). 
Si la relación de sustitución en la ecuación (2) se puede resolver para 


y = P(x, v), 


( 3 ) 
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entonces la aplicación de la regla de la cadena —en relación a v como función de x 
(desconocida)— nos lleva a 

dy dpdx dpdv „ , „ dv 
dx óx dx óv dx dx 

donde las derivadas parciales d^/dx = p^{x, v) y dfi/dv = Pv{x, v) son funciones 
conocidas de x y de v. Si se sustituye en el lado derecho de (4) por dy/dx de la ecua¬ 
ción (1) y se resuelve para dv/dx, el resultado es una nueva ecuación diferencial de 
la forma 

^ = gi.x, v) (5) 

dx 

con la nueva variable dependiente v. Si esta nueva ecuación resulta de variable sepa¬ 
rable o lineal, entonces se pueden aplicar los métodos de las secciones anteriores 
para resolverla. 

Si u = v{x) es una solución de la ecuación (5), entonces y = fi{x, v{x)) será una 
solución de la ecuación original (1). La clave está en seleccionar una sustitución tal 
que la ecuación (5) transformada sea una que pueda resolverse. Incluso, de ser posi¬ 
ble, pues esto no siempre resulta fácil, puede requerir un enorme ingenio o prueba y 
error. 


Ejemplo 1 


Resolver la ecuación diferencial 

dy 

dx 


{x + y + 3)2. 


Solución 


Intente la sustitución como se indicó anteriormente 


t; = X + y + 3; 


esto es, y = V — X — 3 


Entonces 


dy dv 
dx dx 


así, la ecuación transformada es 


dv 

dx 


1 -h U 


2 



-5 0 5 


X 

FIGURA 1.6.1. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 
y = (x + y + 3)2. 


Ésta es una ecuación de variables separables, y no hay dificultad en obtener su solución 

f dv 

X = / -r = tan ^ V + C. 

J l + v^ 

Así, V = tan(x — C). Debido a que t; = x + y + 3, la solución general de la ecuación 
original dy/dx = (x + y + 3)^ es x + y + 3 = tan(x — C); esto es, 

y(x) = tan(x — C) — x — 3. ■ 

Comentario. La figura 1.6.1 muestra un campo de isoclinas y curvas so¬ 
lución típicas para la ecuación diferencial del ejemplo 1. Se observa que, aunque la 
función /(x, y) = (x + y + 3)^ es continuamente derivable para x y y, cada solución 
es continua solamente en un intervalo acotado. En particular, debido a que la fun¬ 
ción tangente es continua en el intervalo abierto (—:t/2, ^/2), la solución particular 
para un valor arbitrario de la constante C es continua en el intervalo donde — 7r/2 < 
X — C < Tt¡2\ esto es, C — 7r/2 < x < C + 7r/2. Esta situación es bastante común en 
ecuaciones diferenciales no lineales en contraste con las ecuaciones diferenciales 
lineales, cuyas soluciones son continuas para cualquier valor donde las funciones de 
los coeficientes de la ecuación sean continuas. ■ 
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Capítulo 1 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


El ejemplo 1 ilustra el hecho de que cualquier ecuación diferencial de la forma 
dy 

— = F{ax + by + c) (6) 

dx 

puede transformarse en una ecuación de variables separables utilizando la sustitu¬ 
ción V = ax + by + c (véase problema 55). A continuación se tratarán otra clase de 
ecuaciones de primer orden para las cuales existen sustituciones estándar ya conoci¬ 
das para resolverlas con éxito. 


Ecuaciones homogéneas 

Una ecuación diferencial homogénea de primer orden es aquella que puede escribir¬ 
se en la forma 


> 

Si se hacen las sustituciones 



(7) 



X 


y = vx, 


dy dv 


( 8 ) 


entonces la ecuación (7) se transforma en la ecuación de variables separables 

dv 

X— = F{v) — V. 
dx 

Así, toda ecuación diferencial homogénea de primer orden puede reducirse a un 
problema de integración por medio de la sustitución indicada en (8). 


Comentario. En el diccionario “homogéneo” se define como “de una cla¬ 
se o naturaleza similar”. Así, considérese una ecuación diferencial de la forma 


Ax' 


^y""^ = BxPy‘1 + Cx''y^ 
dx 


i*) 


cuyos coeficientes son funciones polinomiales y se consideran “homogéneas” en el 
sentido de que cada uno de sus términos tiene el mismo grado total, m + n = p + q 
= r + s = K. Si se divide cada lado de la ecuación (*) entre x^, entonces el resultado 
—debido a que x™y"/d"^", y así sucesivamente— es la ecuación 


A 



ax 

dx sxX 


+ C 



s 


la cual, evidentemente, puede escribirse (por otra división) en la forma de la ecua¬ 
ción (7). Más generalmente, una ecuación diferencial de la forma P{x, y)y' = Q(x, y) 
con coeficientes polinomiales P y Q es homogénea si todos los términos en estos 
polinomios tienen el mismo grado total K. Ea ecuación diferencial del siguiente 
ejemplo es de esta forma con K = 2. 


Ejemplo 2 


Resolver la ecuación diferencial 


2xy^ =4x^ + 3y\ 
dx 
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Solución Esta ecuación no es de variables separables ni lineales, pero la reconocemos como 
una ecuación homogénea al escribirla en la forma 


dx 2xy \y/ 2 \x/ 


La sustitución en (8) hace que tome la forma 


y = vx, 


dy dv 




X 

y' 


esto nos lleva a 


dv 

V + X — 

dx 



por tanto, 


dv 

dx 


2 V + 4 

v~^ 2 2v 


/ 


2v 


v^ +4- 


dv 


/ 


— dx\ 

X 


ln(u2+4) =ln|v| +lnC. 


Al aplicar a la última ecuación la función exponencial en ambos lados se obtiene 



-6-4-2 o 2 4 6 


X 

FIGURA 1.6.2. Campo de 
isoclinas y curvas solución para 
2xyy' = Ay?- + 3/. 


v^ + A = C\x\\ 

^+4 = C|v|; 
y^ + Ax^ = kx^. 

Observe que el lado izquierdo de esta ecuación es necesariamente no negativo. De 
aquí se concluye que ^ > 0 para el caso de soluciones definidas para x > 0, mientras 
que k < 0 para soluciones donde x < 0. De hecho, la familia de curvas solución 
ilustradas en la figura 1.6.2 muestra una simetría en ambos ejes coordenados. Real¬ 
mente existen soluciones positivas y negativas de las formas y (x) = ±\/^x^ — 4x^ 
que están definidas para x > 4/^ si la constante k es positiva, 

y para x < 4/^ si ^ es negativa. ■ 


Ejemplo 3 


Resolver el problema de valor inicial 


X— = y + \/x2 - 3;(xo) = 0, 

dx 


donde xq > 0. 


Al dividir ambos lados de la ecuación x se encuentra que 


dy 

dx 



Solución 
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así, al hacer la sustitución en (8), se obtiene 

dv ! -^ 

V + X— = v + y 1 - ; 

dx 

f ^ dv = f - dx- 

J VT^ J X 

sen“ ^ V = In X + C. 



X 


FIGURA 1.6.3. Curvas solución 
para xy' = y+ -yjx^ - y'^ . 


No es necesario escribir In |x| porque x > 0 cerca de x = xq > 0. Ahora observe que 
fC-To) = y{xo)/xo = 0, por lo que C = sen“' 0 — In xq = —In Xq. Por tanto 

y 

v= — = sen(Inx- In xq) = sen 



y entonces 


y{x) = xsen | In — 
xo 


es la solución particular deseada. La figura 1.6.3. muestra algunas curvas solución. 
Debido al radical en la ecuación diferencial, estas curvas solución están confinadas 
en la región triangular indicada x S |y|. Se puede verificar que las rectas que la aco¬ 
tan, y = xy y = —x (para x > 0), son curvas de soluciones singulares que consisten 
de puntos tangenciales a las curvas solución encontradas anteriormente. ■ 


Ecuaciones de Bernoulli 

Una ecuación diferencial de primer orden de la forma 

> ^ + P{x)y = Q{x)y'' (9) 

dx 


se llama ecuación de Bernoulli. Sin = 0on = 1, entonces la ecuación (9) es lineal. 
De otra manera, como se pide mostrar en el problema 56, la sustitución 


> 


V = y 


1—n 


( 10 ) 


transforma la ecuación (9) en una ecuación lineal 

^ + (1 - n)P{x)v = (1 - n)Q{x). 
dx 

En vez de memorizar la forma de esta ecuación transformada, es más eficiente hacer 
la sustitución explícitamente en la ecuación (10), como en los ejemplos siguientes. 


Ejemplo 4 


Si se reescribe la ecuación homogénea Ixyy' 
forma 


4x^ -f 3y^ del ejemplo 2 en la 


dy 3 2x 
dx 2x^ y ’ 


se observa que es también una ecuación de Bernoulli con P(x) = —3/(2x), Q(x) = 
2x,n= — 1 y 1 — n = 2. Así, sustituyendo 


V = y^, y = y 


dy 

dx 


dy dv 1 _jy 2 

dv dx 2 dx 
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Ejemplo 5 


Esto resulta en 


2 dx 2x 


Entonces la multiplicación por 2v^l^ nos lleva a la ecuación lineal 


dv 3 

- - V = 4x 

dx X 


con factor integrante p = = x Así obtenemos 


4 

D^{x ^v) = —; 

x^ 

4 

X ■^11 =-h C; 

X 

9 4 

X =-h C; 

X 

/ = -4x2 + CxI ■ 


Ea ecuación 


x^+6y = 3x//3 
dx 

no es de variables separables, ni lineal ni homogénea, pero es una ecuación de Ber- 
noulli con n — 4,1- ^ — sustituciones 




y = V 


-3 


dy dy dv ^ ^^dv 
dx dv dx dx 


la transforman en 

-3x11^"^-—= 3x1)“^ 
dx 

Ea división entre — 3xt;“"^ nos lleva a la ecuación lineal 


dv 2 

- -u = -1 

dx X 


con factor integrante p = e^* 2 /x)dx = ^ 2 ^g obtiene 

Dx{x~^v) = — x~^v = —h C; v = x + Cx^; 

x2 X 


y finalmente. 


1 


(x + Cx^)^ 


y(x) = 
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Ejemplo 6 


La ecuación 


2xe 


2y dy 


^ = 3x4 + ^2, 

dx 


(11) 


no es separable, ni lineal ni homogénea, pero tampoco es una ecuación de Bernoulli. 
No obstante, se observa que y aparece solamente en las combinaciones y 
= y' . Esto propone la sustitución 


dx dx 


que transforma la ecuación (11) en una ecuación lineal xv'{x) = 3x^ + v{x)\ esto es, 

dv l , 

-- v = 3x^ 

dx X 

Después de multiplicar por el factor integrante p = 1 /x, se encuentra que 


b-¡ 


— v=l 3x dx=x^ + C, para que = u = x^ + Cx, 

X 


y por tanto 




v=/« 


\ 


(a, 0) 


X 


FIGURA 1.6.4. El avión se 
dirige al origen. 


y(x) = lln 1x4 + Cx| 


Trayectorias de vuelo 

Supóngase que un avión parte del punto (a, 0) localizado al este de su destino espe¬ 
rado —un aeropuerto localizado en el origen (0, 0) — . El avión viaja con velocidad 
constante Vq relativa al viento, el cual está soplando del norte con velocidad constan¬ 
te w. Como se indica en la figura 1.6.4, se asume que el piloto del avión mantiene su 
dirección directamente hacia el origen. 

La figura 1.6.5 ayuda para deducir las componentes de la velocidad del avión 
relativas a la superficie terrestre. Ellas son 



FIGURA 1.6.5. Componentes 
del vector de velocidad del avión. 


dx 

dt 

dy 

dt 


= —Vocos9 = — 

= -Vosen9 +w 


VoX 


■yj x^ + 

Voy 

yjx'^ + y^ 


+ w. 


Así, la trayectoria y = /(x) del avión satisface la ecuación diferencial 


dy dy/dt 
dx dx/dt 


1 

VqX 




( 12 ) 


Si hacemos 


k = 


w 

vo’ 


(13) 
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FIGURA 1.6.6. Los tres casos 
w < vq (la velocidad del avión 
excede la velocidad del viento); 
w = Wü (velocidades iguales), 
y w > uq (el viento es mayor). 


Ejemplo 7 


que es la relación entre la velocidad del viento y la velocidad del aire del avión; en¬ 
tonces la ecuación (12) toma la forma homogénea 


dy 

dx 


y 

X 


k 



(14) 


La sustitución y = ve, y' = v + xv' nos lleva, como de costumbre, a 


/ 


dv 

Vi + 


/ 


k 

— dx. 

X 


(15) 


Por sustitución trigonométrica, o consultando una tabla de integrales en el lado iz¬ 
quierdo, se encuentra que 


In -|- Vi + ^ In X -|- C, 


y la condición inicial v(a) = y(a) /a = 0 nos lleva a que 


C = ^ In a. 


(16) 


(17) 


Como se solicitó demostrar en el problema 68, el resultado de sustituir (17) en la 
ecuación (16) y resolviendo después para v es 



Debido a que y = vx, finalmente se obtiene 


(18) 


y(x) = 


a 

'/x\ 

1-^ /X\l+*' 

2 


“ü 


(19) 


para la ecuación de la trayectoria del avión. 

Obsérvese que sólo en el caso ^ < 1 (esto es, w < Vq) la curva en la ecuación 
(19) pasa por el origen, de tal manera que el avión llega a su destino. Si w = Vq (por 
lo que k = 1), entonces la ecuación (19) toma la forma y(x) = ^ a(l — x^ja^), por lo 
que la trayectoria del avión se aproxima al punto (0, a/2) en lugar de al punto (0,0). 
La situación es aún peor si w > Vq (por lo que k> 1) —en este caso se concluye de 
la ecuación (19) que y ^ +oo cuando x -^0 — . Los tres casos se ilustran en la figu¬ 
ra 1.6.6. 


Si fl = 200 mi, '*^0 = 500 mi/h y w = 100 mi/h entonces k = w/vq = ^ , por lo que 
el avión logrará llegar al aeropuerto en (0,0). Con estos valores, la ecuación (19) nos 
lleva a 


y(x) = 100 



( 20 ) 


Supóngase ahora que se desea encontrar la cantidad máxima para la cual el avión es 
desviado de su curso durante su viaje. Esto es, ¿cuál es el valor máximo de y(x) para 


0 g X g 200? 


La derivación de la función de la ecuación (20) nos lleva a 


dy 

dx 


1 

'4 

/ X x 

-1/5 6 


2 

5 

^200/ 

“5 

\200J 


Solución 
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Capítulo 1 


Ecuaciones diferenciales de primer orden 


y resolviendo de inmediato la ecuación y'{x) = 0 para obtener (x/200)^/^ = . En 

consecuencia 


ymáx. 100 




400 


14.81. 


De este modo el avión es desviado casi 15 mi al norte en algún punto durante su viaje 
hacia el oeste. [(La gráfica de la función en la ecuación (20) es la que se utiliza para 
construir la figura 1.6.4. La escala vertical está aumentada por un factor de 4)]. ■ 

Ecuaciones diferenciales exactas 

Se ha visto que una solución general y(x) de una ecuación diferencial de primer or¬ 
den está con frecuencia definida implícitamente por una ecuación de la forma 

F(x,y{x)) = C, (21) 


donde C es una constante. Por otro lado, dada la identidad en (21), se puede recupe¬ 
rar la ecuación diferencial original derivando cada lado respecto de x. Dado que la 
ecuación (21) define implícitamente a y como una función derivadle de x, esto pro¬ 
porciona la ecuación diferencial original en la forma 


dF dFdy 
dx dy dx 

esto es. 


M{x,y) + Nix,y)^=0, (22) 

dx 

donde M{x, y) = FJyc, y) y N{x, y) = Fy{x, y). 

Algunas veces es conveniente reescribir la ecuación (22) en la forma más 
simétrica 


> 


M{x, y) dx + N(x, y) dy = 0, 


(23) 


llamada su forma diferencial. La ecuación diferencial de primer orden 

y' = /(x, y) puede escribirse en esta forma con M = f{x, y) y N = — 1. Lo anterior 

muestra que, si existe una función F(x, y) tal que 


dF 

— = M 
dx 


dF 

— = N, 
dy 


entonces la ecuación 


F{x,y) = C 


define implícitamente una solución general de la ecuación (23). En tal caso, ésta se 
llama ecuación diferencial exacta —la diferencial 


dF = Fjcdx + Fy dy 


de F{x, y) es exactamente M dx + N dy. 




1.6 Métodos de sustitución y ecuaciones exactos 69 


Preguntas naturales son las siguientes: ¿Cómo se puede determinar si una ecua¬ 
ción diferencial de la forma (23) es exacta? Y si lo es, ¿cómo encuentra la función F 
tal que = M y Fy = NI Para responder la primera pregunta hay que recordar que 
si las derivadas parciales mixtas Fj^, y Fy^ son continuas en un conjunto abierto en el 
plano xy, entonces éstas son iguales: F^y = Fyx. Si la ecuación (23) es exacta, y M 
y tienen derivadas parciales continuas, entonces se concluye que 

dM dN 

dy ^ ^ dx 


De este modo la ecuación 


> 


dM _ dN 
dy dx 


(24) 


es una condición necesaria que la ecuación diferencial M dx + N dy = Q sea exacta. 
Esto es, si My Nx, entonces la ecuación diferencial en cuestión es no exacta, de tal 
manera que no es necesario buscar alguna función F{x, y) tal que Fx = M y Fy = N 
—tales funciones no existen. 


Ejemplo 8 


La ecuación diferencial 


y^ dx + 3xy^ dy = 0 (25) 

es exacta porque podemos ver inmediatamente que la función F{x, y) = xy^ tiene la 
propiedad de que Fx = y^yFy = 3xy^. De este modo una solución general de la 
ecuación (25) es 


xy^ = C; 


si se prefiere, y(x) = kx ■ 

Pero supóngase que se divide cada término de la ecuación diferencial en el 
ejemplo 8 entre y^ para obtener 


y dx + 3x dy = 0. (26) 

Esta ecuación no es exacta porque, con M = y y N = 3x se tiene que 

dM dN 

- = 1^3 = -. 

dy dx 

En consecuencia, la condición necesaria en la ecuación (24) no se cumple. 

Se está aquí frente a una situación curiosa. Las ecuaciones diferenciales en (25) 
y (26) son esencialmente equivalentes, y tienen exactamente las mismas soluciones; 
sin embargo, una es exacta y la otra no. En resumen, el hecho de que una ecuación 
diferencial sea o no exacta depende de la forma M dx + N dy = 0 enla cual sea es¬ 
crita. 

El teorema 1 nos dice que (en circunstancias de derivabilidad comúnmente 
satisfechas en la práctica) la condición necesaria en (24) es también una condición sufi¬ 
ciente para que sea exacta. En otras palabras, si My = Nx, entonces la ecuación dife¬ 
rencial M dx + N dy = 0 es exacta. 
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TEOREMA 1 Criterio de exactitud 

Supóngase que las funciones M(x, y) y N{x, y) son continuas y tienen derivadas 
parciales de primer orden continuas en el rectángulo abierto R: a < x < b, c < y 
< d. Entonces la ecuación diferencial. 


M{x, y) dx + N(x, y)dy = 0 


(23) 


es exacta en si y solamente si 


dM dN 


(24) 


dy dx 

en cada punto de R. Esto es, existe una función F{x, y) definida en R con dF/dx 
= M y dF /dy = N si y solo si la ecuación (24) se cumple en R. 


Prueba. Ya hemos visto que para que la ecuación (24) se cumpla es nece¬ 
sario que la ecuación (23) sea exacta. Para probar lo contrario, se debe demostrar que 
si la ecuación (24) se cumple, entonces se puede construir una función F(x, y) tal 
que dF /dx = My dF /dy = N. Obsérvese primero que, para cualquier función g(y), 
la función. 

F(x,y) = j M{x,y)dx + giy) (27) 

satisface la condición dF /dx = M. [(En la Ec. (27) la notación fM(x, y)dx significa 
la antiderivada de M{x, y) respecto de x)]. Pensamos escoger g(y) de tal manera 
que 

dF / d f \ , 

N = — = í — j M{x, y) dxj + g (y) 

también; esto es, de tal manera que 

d f 

g'{y) = N - — j M{x,y)dx. (28) 

Para ver que existe tal función de y es suficiente con mostrar que el lado derecho en 
la ecuación (28) es una función solamente de y. Entonces puede encontrarse g(y) por 
integración respecto de y. Debido a que el lado derecho en la ecuación (28) está de¬ 
finido en un rectángulo y, por tanto, en un intervalo como una función de x, es sufi¬ 
ciente con mostrar que su derivada respecto de x es idénticamente cero. Pero 

di d r \ dN d d r 

/ Mix,y)dx) = - -—— / M{x,y)dx 

dx \ dy J J dx dx dy J 

dN 9 d f ^ , 

dx dy dx J 

_dN dM _ 
dx dy 

por hipótesis. Se puede ver, de hecho es posible encontrar la función deseada g(y) 
integrando la ecuación (28). Sustituyendo este resultado en la ecuación (27) se logra 
obtener 

F{x,y) = j M{x,y)dx + j ^A^(x, y) - j M{x,y)dx^dy (29) 


como la función deseada con F^ = M y Fy = N. 
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Ejemplo 9 


Solución 



-5-4-3-2-1 012345 


X 

FIGURA 1.6.7. Campo de 
isoclinas y curvas solución para la 
ecuación exacta del ejemplo 9. 


En lugar de memorizar la ecuación (29), regularmente es mejor resolver una 
ecuación exacta M dx + N dy = 0 llevando a cabo el proceso indicado por las ecua¬ 
ciones (27) y (28). Integramos primero M(x, y) respecto de x, y escribimos 

F(x,y) = j M(x, y)dx + g(y), 

pensando en la función g(y) como una “constante arbitraria de integración” más 
que como la variable x. Entonces se determina g(y) imponiendo la condición de que 
dF/dy = N{x, y). Esto nos lleva a una solución general en la forma implícita F{x, y) 
= C. 


Resolver la ecuación diferencial 

(6xy - y^) dx + (4y -f 3x^ - 3xy^) dy = 0. (30) 


Sea M{x, y) = 6xy — y^ y N{x, y) = 4y -f 3x^ — 3yx^. Ea ecuación dada es exacta 
debido a que 

dM , dN 

dy dx 

Integrando dF /dy = M(x, y) respecto de x, se obtiene 

F{x, = J (6xy - y^) dx = 3x^y - xy^ -f g(y). 


Entonces, derivando respecto de y, y estableciendo dF /dy = N(x, y), esto conduce a 
que 

d F 

— = 3x2 - ^ = 4y + 3x2 _ 

dy 

y de aquí se concluye que g'(y) = 4y. Por tanto, g(y) = 2y2 -I- Ci, y así 


F(x, y) = 3x2y - xy2 -|- 2y2 -f Ci. 

Por consiguiente, una solución general de la ecuación diferencial está definida implí¬ 
citamente por la ecuación 


3x2y — xy2-|-2y2 = C (31) 

(se ha incluido la constante C\ dentro de la constante C). ■ 

Comentario. Ea figura 1.6.7 muestra una complicada estructura de curvas 
solución para la ecuación diferencial del ejemplo 9. Ea solución que satisface la 
condición inicial dada y(xo) = yo está definida implícitamente por la ecuación (31), con 
C determinada por la sustitución de x = Xq y y = yo en la ecuación. Por ejemplo, la 
solución particular que satisface y(0) = 1 está definida implícitamente por la ecua¬ 
ción 3x2y — xy2 + 2y2 = 2. Eos otros dos puntos especiales en la figura —en (0, 0) 
y cerca (0.75, 2.12)— son aquellos en donde ambas funciones coeficiente de la ecua¬ 
ción (30) desaparecen, por lo que el teorema de la sección 1.3 no garantiza una 
solución única. ■ 
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Ejemplo 10 


Solución 



-251— \ \ \ i \\ ll ll/ i / / / i— 

-5 -4-3 -2-1 0 1 2 3 4 5 


FIGURA 1.6.8. Curvas solución 
de la forma y = x^-\ —t- para 
Ci = 0, ±3, ±10, ±20, ±35, 
±60, ±100. 


Ecuaciones de segundo orden reducibles 

Una ecuación diferencial de segundo orden involucra una segunda derivada de la 
función desconocida y{x), y por tanto tiene la forma general 

F(x,y,y',y") = 0. (32) 

Si la variable dependiente y o la variable independiente x no se encuentran en la 
ecuación de segundo orden, entonces esto es fácilmente reducidle por una simple 
sustitución en un sistema de ecuaciones de primer orden el cual puede resolverse 
utilizando los métodos de este capítulo. 


Ausencia de la variable dependiente y. Si y no está presente, entonces la ecua¬ 
ción (32) toma la forma 

> F(x, y', y") = 0. (33) 


De este modo la sustitución 


p = y = 


dy 


y = 


dp 


dx' '' dx 

resulta en la ecuación diferencial de primer orden 


(34) 


F{x, p, p') = 0. 

Si es posible resolver esta ecuación para una solución general p(x, Ci) que involucre 
una constante arbitraria Ci, entonces sólo es necesario escribir 

y(x) = j y\x)dx = j pix,Ci)dx + C 2 

para obtener una solución de la ecuación (33) que involucre dos constantes arbitra¬ 
rias Ci y C 2 (como se esperaría en el caso de una ecuación diferencial de segundo 
orden). 


Resolver la ecuación xy" + 2y' = 6 x en la cual no se encuentra la variable depen¬ 
diente y. 

La sustitución definida en (34) proporciona la ecuación de primer orden 

dp dp 2 

X— —|-2p = 6 x; esto es, — —I— p = 6. 

dx dx X 

Observando que la ecuación de la derecha es lineal, multiplicamos por su factor de 
integrante p = exp (/( 2 /x)dx) = = x^ y obtenemos 


Dx{x^p) = 6x^, 

x^p = 2x^ -b Ci, 

dy ^ C\ 

p = — = 2x + 
dx x^ 

Una integración final respecto de x nos lleva a la solución general 

y(x) = x^ -|-h C2 


de la ecuación de segundo orden xy" + 2y' = 6 x. Las curvas solución con Ci = 0 
pero C 2 3 ^ 0 son simplemente traslaciones verticales de la parábola y = xf (para la 
cual Ci = C 2 = 0). La figura 1.6.8 muestra esta parábola y algunas curvas solu¬ 
ción típicas con C 2 = 0 pero Ci 3 ^ 0. Las curvas solución con Ci y C 2 diferentes 
de cero son las traslaciones verticales (diferentes a la parábola) mostradas en la 
figura 1 . 6 . 8 . ■ 
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Ejemplo 11 


Solución 



■5 — / I / i ll ll ,11 —,— 
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


X 

FIGURA 1.6.9. Curvas solución 
y = con S = 0yA = 0, ±1 
son las rectas horizontales y = 0, 
± 1. Las curvas exponenciales con 
B > 0 y A = ±1 están en gris, y 
aquellas con B < 0 y A = ±1 son 
negras. 


Ausencia de la variable independiente x. Si x no está presente, entonces la ecua¬ 
ción (32) toma la forma 


> 


F(y, y, y") = 0. 


(35) 


En tal caso, la sustitución 


> 



dp 

dx 


dp dy 
dy dx 


resulta en la ecuación diferencial de primer orden 



(36) 


F 


p- p 


dp 

dy 


= 0 


para p como una función de y. Si se puede resolver esta ecuación para una solución 
general p(y, Ci) que involucre una constante arbitraria Ci, entonces (asumiendo que 
y' 0) se necesita solamente escribir 


^(y)= í ^dy= í j^dy= Í - dy = Í 
J dy J dy/dx J p J 


dy 


piy, Ci) 


+ C2. 


Si la integral final P = /(I /p)dy puede ser evaluada, el resultado es una solución 
implícita x(y) = P{y, C\) + C 2 de la ecuación diferencial de segundo orden. 


Resolver la ecuación yy" = (y')^ en la cual la variable independiente x no está presente. 


Consideremos de manera provisional que y y y' son ambas no negativas, para luego 
percatarnos de que esta restricción es innecesaria. La sustitución definida en (36) nos 
proporciona la ecuación de primer orden 



De esta manera, la separación de las variables resulta en 
f dp C dy 

J P J y ’ 


In p = In y -b C (porque y > 0 y p = y' > 0). 
p = Ciy 


donde C\ = e^. Por tanto 


dx l 1 

dy p Ciy’ 


Cix = j — =\ny + Ci. 

La solución general que resulta de la ecuación de segundo orden yy" = (y')^ es 


y(x) = exp(Cix — C 2 ) = Ae^^, 

donde A = e~^ y B = Ci. A pesar de la consideración temporal, que implicaba que 
ambas constantes Ay B fueran positivas, se observa fácilmente que y(x) = Ae^^ sa¬ 
tisface yy" = (y')^ para todos los valores reales de A y fi. Con fi = 0 y diferentes va¬ 
lores de A, se obtienen todas las líneas horizontales en el plano como curvas solu¬ 
ción. La mitad superior de la figura 1.6.9 muestra las curvas solución obtenidas con 
A = 1 (por ejemplo) y diferentes valores positivos de B. Con A = — 1 estas curvas 
solución se reflejan en el eje x, y con valores negativos de B son reflejadas en el eje 
y. En particular, se observa que las soluciones obtenidas de yy" = (y')^ permiten am¬ 
bas posibilidades, positivas y negativas, para y y y'. H 
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1.6 


Problemas 


Encuentre las soluciones generales de las ecuaciones diferen- 

49. 

dales en los problemas 1 al 30. Las primas significan deriva- 

51. 

deis 

con respecto a x. 



53. 





55. 

1. 

(x -by)y' = x-y 

2. 

2xyy' = x^ -b 2 y^ 


3. 

xy ’ =y+2 -fxy 

4. 

(x- y)y'= x-ry 


5. 

x(x -b y)y' = y(x - y) 

6. 

(x-b 2 y)y'=y 

56. 

7. 

xy'^y' = x^ -b y5 

8. 

x^y' = xy -bx^gt'/// 


9. 

x^y' = xy -b y^ 

10. 

xyy' = x^ -b 3y^ 


11. 

(x^ - v^)y' = 2 xy 




12. 

xyy' = y^ -b x.^4x^ -b y 2 




13. 

xy' = y + s! ^ + y^ 




14. 

yy' -b X = yx 2 -b 3/2 



57. 

15. 

x(x-b y)y'+ y(3x-b y) -. 

= 0 


16. 

y' = fix -b y -b 1 

17. 

y' = (4x -b yf 


18. 

(x+y)y'= 1 

19. 

x3y' -b 2 xy = 5y5 


20. 

3 /^y'-b 2xy5 = 6 x 

21. 

y' = y -b y5 

58. 

22. 

x^y' -b 2 xy = Sy'^ 

23. 

xy'-b 6 y = 3 xy '''5 


24. 

2 xy' -b y 5 e~ 2 j: = 2 xy 




25. 

y 2 (xy'-b y)(l + x^^ = 

X 



26. 

3y^y' ■+ )P = e~^ 



59. 

27. 

3xy2y' = 3x‘* -b y5 



28. 

xgt'y' = 2(e>’ -b x^e^^) 





29. (2xsen ^ícos y)}/'= 4x^ + sen^ 

30. (x + e^)y'= xe - 1 


En los problemas 31 al 42, verifique que la ecuación diferen¬ 
cial dada sea exacta; después resuélvala. 


31. (2x +3y)¿/x + (3x +2y)dy =0 

32. (4x - y)í¿x + (6y - x)í¿_y = 0 

33. (3x^ + 2y^)í¿x+ (4x_y + 6y^)í¿_y = 0 

34. (2xy^+ 3x^)í¿x+ (2x^_y+ 4y^)dy = 0 

35. ^x^ + —^ í¿x+ (_y^+lnx)¿/y = 0 

36. (1 + ye^^)dx+ (2_y+xe-'->’)í¿_y =0 

37. (eos X + In y) íix + ^— + dy = 0 

38. (x + tan“' y) áx + ^^ dy = 0 

39. (3x2y^+ y'')¿/x+ (3xV^+ /+ 4xy^)ííy = 0 

40. (e^ sen y + tan y) í/x + {e^ eos y + x see^ y)dy = 0 


2x 3y^ 




1 


41- { — - ^ ] dx + [ ^ dy = 0 


2x^^^ - 3y 3y 

42. —z————— dx + 


x-’ y- Vy 

5/3 _ 2x5/2 


2x5/2 y' 


2/3 


3x5/2y 


5/3 


■ dy = 0 


Encuentre una solución general para cada una de las ecuacio¬ 
nes diferenciales de segundo orden reducibles en los proble¬ 
mas 43 al 54. Considere que x, y y/o y' son positivas donde sea 
conveniente (como en el ejemplo 11). 

43. xy" = y' 44. yy" + (y')^ = 0 

45. y" + 4y = 0 46. xy" + y' = 4x 

47. y" = (y'f 48. x^y" + 3xy' = 2 


60. 


61. 


62. 


63. 


yy" + (y'f = yy' so. y" = (x + y'f 

y" = 2y(y'f 52. y^y" = 1 

y" = 2yy' 54. yy" = 3(y')^ 

Demuestre que la sustitueión V = ax — by — c transforma 
la eeuaeión difereneial dy/dx + F(ax + te + c) en una 
eeuaeión de variables separables. 

Suponga que n 0 y n 1. Demuestre entonees que la 
sustitueión v = y^~" transforma la eeuaeión de Bernoulli 
dy /dx + P(x)y = 2(x)y" en una eeuaeión lineal 

^ + (1 - n)P(x)v(x) = (1 - n)Q(x). 
dx 

Pruebe que la sustitueión t; = In y transforma la eeuaeión 
difereneial dy/dx + P(x)y = Q(x)(y In y) en la eeuaeión li¬ 
neal dv/dx + P(x) = Q{x)v(x). 

Utiliee la idea del problema 57 para resolver la eeuaeión 
dy T 

X-4x^y -I- 2y In y = 0. 

dx 

Resuelva la eeuaeión difereneial 

dy X — y — 1 
dx X -b y -b 3 

para eneontrar hy k tal que la sustitueión x = u + h,y = 
V k la transforman en la eeuaeión homogénea 

dv u — V 
du u -\- V 

Utiliee el método del problema 59 para resolver la eeua¬ 
eión difereneial 

dy 2y — X -b 7 
dx 4x — 3y — 18 

Realiee una sustitueión aproximada para eneontrar una 
solueión de la eeuaeión dy/dx = sen(x — y). ¿Esta solu- 
eión general eontiene a la solueión lineal y(x) = x — n/2 
que puede verifiearse eon faeilidad sustituyéndola en la 
eeuaeión difereneial? 

Muestre que las eurvas solueión de la eeuaeión difereneial 

dy y(2x^ - y^) 

dx x(2y5 — x5) 

son de la forma x^ -b y^ = 3Cxy. 

La eeuaeión dy/dx = A(x)y^ -b fi(x)y -b C(x) se eonoee 
eomo ecuación de Riccati. Suponga que se conoce una 
solución particular yi(x) de esta ecuación. Compruebe que 
la sustitución 

1 

y = yi -b - 

V 

transforma la ecuación de Riccati en una ecuación lineal 
dv 

-—b (S -b 2Ayi)u = -A. 
dx 
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Utilice el método del problema 63 para resolver las ecuacio¬ 
nes de los problemas 64 y 65, dado que y^{x) = x es una solu¬ 
ción de cada una de ellas. 

64 . ^ + 3,2 = 1+x2 
dx 

dy o o 

65. - —h 2xy = 1 + 
dx 

66. Una ecuación de la forma 

y = x/ + g(y') (37) 

se conoce como ecuación de Clairaut. Muestre que la fa¬ 
milia de un parámetro de rectas descritas por 

y(x) = Cx + g{C) (38) 

es una solución general de la ecuación (37). 

67. Considere la ecuación de Clairaut 

y = xy - 4 ( 7 ) 

para la cual g(y") = — ^ iy')^ en la ecuación (37). Muestre 
que la recta 

y = Cx - iC^ 

es tangente a la parábola y 2 = en el punto ( 2 ^’ 
Explique por qué esto implica que y = x^ sea una solución 
singular de la ecuación de Clairaut. Esta solución singular 
y la familia monoparamétrica de soluciones de líneas rec¬ 
tas se ilustran en la figura 1.6.10. 



FIGURA 1.6.10. Solución de la ecuación de 
Clairaut del problema 67. La línea recta 
“típica” con ecuación y = (Jx --C^ es 
tangente a la parábola en el punto 



68. Obtenga la ecuación (18) de esta sección a partir de las 
ecuaciones (16) y (17). 

69. En el planteamiento del ejemplo 7, suponga que a = 100 
mi, Vq = 400 mi/h y m = 40 mi/h. En este caso, ¿qué tan 
lejos llevó el viento al avión en la dirección norte? 

70. Como en la presentación de este tema, suponga que un 
avión mantiene su dirección hacia un aeropuerto en el 
origen. Si Vq = 500 mi/h y w = 50 mi/h (con el viento 
soplando hacia el norte), y el avión inicia en el punto (200, 
150), pruebe que su trayectoria se describe por 

y -b 7x2 + y 2 = 2(200x«)‘/‘®. 

71. Un río de 100 ft de ancho fluye hacia el norte a w ft/s. Un 
perro inicia en el punto (100, 0) y nada a Vq = 4 ft/s, 
siempre en dirección a un árbol en el punto (0, 0), que se 
encuentra exactamente enfrente, en la otra orilla del punto 
de partida del perro, (a) Si w = 2 ft/s, demuestre que el 
perro alcanza el árbol, (b) Si w = 4 ft/s, muestre que el ani¬ 
mal llega 50 ft al norte del árbol, (c) Si w = 6 ft/s, com¬ 
pruebe que el perro nunca llega a la otra orilla. 

72. En los cálculos de las curvas del avión se aprendió que la 
curvatura káe.y = y(x) en el punto (x, y) está dada por 

\y"(x)\ 

[l-by'(x)2]3/2’ 

y que la curvatura de una circunferencia de radio resk = 
1/r. (Véase el ejemplo 3 de la sección 11.6 de Edwards y 
Penney, Cálculo con Transcendentes Tempranas, la ed., 
Pearson Educación, México, 2008). Recíprocamente, sus¬ 
tituya p = y' para obtener una solución general de la 
ecuación diferencial de segundo orden 

ry" = [1 + 

(con r constante) de la forma 

(x - fl)2 -b (y - bf = r^. 

Así, una circunferencia de radio r (o la parte correspon¬ 
diente) es la única curva en el plano con curvatura cons¬ 
tante 1 jr. 


1.6 Aplicaciones 


Soluciones algebraicas por computadora 


Los sistemas de álgebra en computadora incluyen instrucciones estándar para la so¬ 
lución “automática” de ecuaciones diferenciales. Pero dos sistemas diferentes con 
frecuencia proporcionan resultados distintos cuya equivalencia no es clara, y el sis¬ 
tema puede desarrollar la solución en una forma muy complicada. En consecuencia, 
las soluciones algebraicas de ecuaciones diferenciales por computadora normalmente 
requieren un considerable “procesamiento” o simplificación para que el usuario pueda 
obtener información aplicable y concreta. Aquí se ilustran estos ejemplos utilizando 
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la interesante ecuación diferencial 

dy 

= sen (x - y). (1) 

que se presentó en las aplicaciones de la sección 1.3. El comando de Maple 
dsolve( D(y)(x) = sin(x - y(x)), y(x)); 

nos ofrece este simple y atractivo resultado 

/x -2- Cl\ 

■'(■') - 2ta"" (-TTcrj <2) 

el cual fue citado en esa sección. Pero el comando equivalente de Mathematica 

DSolver [ y'[x] == Sin[x - y[x]], y[x], x] 

proporciona un resultado considerablemente más complicado del cual —con un gran 
esfuerzo de cálculo para simplificarlo— se puede obtener una solución bastante di¬ 
ferente 


y(x) = 2 eos 


/ X 

2 eos - -f (x - 


(x - c) (^1 


X x\ 

eos — -I- sen— 
2 2 > 


\ 


y/2+2{x - c + 1)2 


(3) 


Esta aparente disparidad no es inusual: diferentes sistemas de álgebra simbóli¬ 
cos, o diferentes versiones del mismo sistema con frecuencia llegan a formas muy 
distintas de solución de la misma ecuación diferencial. Una táctica común para con¬ 
ciliar estos resultados aparentemente disparatados como en las ecuaciones (2) y (3) 
es simplificar la ecuación diferencial antes de someterla a un sistema de álgebra por 
computadora. 


Ejercicio 1 . Resuelva que la sustitución t; = x — y en la ecuación (1) nos lleva 
a la ecuación de variables separables 


— = 1 — sen V. 
dx 


(4) 


Ahora el comando de Maple int (1/ (1-sin (v) ) , v) nos lleva a 


/ 


dv 

l — V 



(5) 


(omitiendo la constante de integración, como lo hace frecuentemente el sistema sim¬ 
bólico de álgebra por computadora). 


Ejercicio 2. Utilice el álgebra simple para deducir, a partir de la ecuación (5), 
la fórmula integral 


/ 


dv 


1 — i> 


1 -h tan 


V 

2 



+ C. 


(6) 
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Ejercicio 3. 

general 


Deduzca, a partir de la (6) que la ecuación (4) tiene la solución 


vix) = 2 tan 


/x- 1 + C\ 

U + i + c/’ 


rri-i F2- Tr3-Trs-i rs f 

|T<io1i|llU«l>ra|co1<:|u«i«r|rrai«il0|< 


rs T rs- T 

^rSfvtia CUori 


■deSolveCy' = sin(x - y), x, ► 
-cQs(x-y) ^ 
sin(x - y) - 1 

MAIN AñD AUTO DE 


FIGURA 1.6.11. Solución 
implícita de y' = sen(jc — y) 
generada por una calculadora 
gráfica TI-89. 


y que, por tanto, la ecuación (1) tiene la solución general 

= + (7) 

\x + 1 + Cy 

Ejercicio 4. Finalmente, compare las formas de las ecuaciones (2) y (7). ¿Cuál 
es la relación entre las constantes C y Ci? 

Ejercicio 5. Muestre que la integral en la ecuación (5) proporciona de manera 
inmediata, en una calculadora gráfica, la solución implícita mostrada en la figu¬ 
ra 1.6.11. 

IiNVESTiGACióiN. Para su propia ecuación diferencial, sean py q dos dígitos dis¬ 
tintos, diferentes de cero, en su número de matrícula de estudiante, considerando la 
ecuación diferencial 


— = — cos(x — qy). 
dx p 


( 8 ) 


(a) Encuentre la solución general simbólica utilizando un sistema de álgebra por 
computadora y /o alguna combinación de las técnicas listadas en este proyecto. 

(b) Determine la solución particular simbólica correspondiente a diferentes condi¬ 
ciones iniciales de la forma y(xo) = yo¬ 
le) Defina los posibles valores de a y ¿ tales que la línea recta y = ax + b sea una 

curva solución de la ecuación (8). 

(d) Grafique un campo direccional y algunas curvas solución. ¿Puede establecer 
alguna conexión entre la solución simbólica y sus curvas solución (lineales y no 
lineales)? 


Capítulo 1 


Resumen 


En este capítulo se presentaron aplicaciones y métodos de solución para varios tipos 
importantes de ecuaciones diferenciales de primer orden, incluyendo aquellas que 
son de variables separables (Secc. 1.4), lineales (Secc. 1.5), o exactas (Secc. 1.6). En 
esta última sección también se presentaron técnicas de sustitución que pueden utili¬ 
zarse en algunos casos para transformar una ecuación diferencial de primer orden 
dada en una de variables separables, lineales o exactas. 

Para que no parezca que estos métodos constituyen un “receta aislada” de téc¬ 
nicas especiales sin relación entre sí, es importante apuntar que todos ellos son dife¬ 
rentes versiones de una sola idea. Dada la ecuación diferencial 


f{x,y,y')=0, (1) 

que tratamos de escribir en la forma 

^ [G(x, y)] = 0. (2) 

dx 

Es preciso obtener la forma de la ecuación (2), donde multiplicamos los términos de 
la ecuación (1) por un factor de integración apropiado (aun si todo lo que se está 
haciendo es una separación de variables). 
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Pero una vez que se ha encontrado una función G(x, y) tal que las ecuaciones (1) y 
(2) son equivalentes, la solución general está definida implícitamente por medio de 
la ecuación 


G(x, y) = C (3) 

que se obtiene por la integración de la ecuación (2). 

Dada una ecuación diferencial específica de primer orden, pueden intentarse 
los pasos siguientes para resolverla: 

• ¿Es de variables separablel Si es así, entonces separar las variables e integrar 
(Secc. 1.4). 

• ¿Es lineall Esto es, ¿puede escribirse de la forma 

^ + P(x)y = Q(x)l 
dx 

Si es así, entonces multiplicar por el factor integrante p = exp(/Pííx) de la 
sección 1.5. 

• ¿Es exactal Esto es, cuando la ecuación está escrita en la forma M dx + N dy 
= 0, ¿es dM/dy = dN/dx (secc. 1.6)? 

• Si la ecuación como está no es de variables separables, ni lineal ni exacta, 
¿existe alguna sustitución que la convierta en alguna de ellas? Por ejemplo, ¿es 
homogénea (Secc. 1.6)? 

Muchas ecuaciones diferenciales de primer orden sucumben a la línea de ataque 
aquí esbozada. Sin embargo, otras resisten más. Debido a la amplia disponibilidad de 
computadoras, las técnicas numéricas son comúnmente utilizadas para aproximar 
soluciones de ecuaciones diferenciales que no pueden resolverse fácilmente o de 
manera explícita a través de los métodos abordados en este capítulo. De hecho, la ma¬ 
yoría de las curvas solución mostradas en las figuras de este capítulo fueron graficadas 
usando aproximaciones numéricas más que soluciones exactas. Varios métodos numé¬ 
ricos para la solución de ecuaciones diferenciales se presentarán en el capítulo 2. 


Capítulo 1 


Problemas revisados 


Encontrar las soluciones generales de las ecuaciones diferenciales en los problemas 1 al 30. Las primas significan derivadas con 
respecto a x. 


1. + 3y — xy' = 0 2. xy^ -|- 3y^ — x^y' = 0 

3. xy + y'^ — x'^y' = 0 

4. 2xy^ + e^ + (ix^y^ -\- sen y)y' = 0 

5. 3y -I- x'^y' = 2x>’ 6. 2xy^ -|- x^y' = 

7. 2x^y -I- x^y' = 1 8. 2xy -|- x^y' = y^ 

9. xy' -I- 2y = 6x^.yy 10. y' = 1 -|- x^ -|- y^ -|- x^y^ 

11. x^y' = xy -I- 3y^ 

12. 6xy3 -F 2y'‘ -|- (9x^y^ -|- Sxy^ly' = 0 

13. 4xy^ + y' = Sx'^y^ 14. x^y' = x^y — y^ 

15. y' -f 3y = 3x^e-^^ 16. y' = x^ - 2xy -|- y^ 

17. -F ye^y -|- {e^ + xe>’Dy' = 0 

18. 2x^y - x^y' = y^ 19. Zx^y^ -|- x^y' = 2y2 

20. xy' -I- 3y = 

21. (x^ - l)y' -F (x - l)y = 1 

22 . xy' = 6y+ Ux^y^'^ 

23. -t-y cosx-I-(xe^-I-senx)y' = 0 

24. óx^y^ -I- x^l^y' = y^ 25. 2y + (x + l)y' = 3x -F 3 


26. 9x'/2y4/3 _ l2x^/SyV2 (8x3/2y'/3 _ 15_^6/5^1/2)y, ^ Q 

27. 3y -I- x^y'* -F 3xy' = 0 28. y -F xy' = 2e^^ 

29. (2x -F l)y' + y = {2x + i 30. y' = VVTy 

Cada una de las ecuaciones diferenciales de los problemas 31 
al 36 son de alguno de los dos tipos diferentes considerados en 
este capítulo —de variables separables, lineal, homogénea, 
Bernoulli, exacta, etc. — . En consecuencia, derive una solu¬ 
ción general para cada una de estas ecuaciones por dos dife¬ 
rentes caminos; después compare sus resultados. 

3 

32. — = xy — xy 
dx 

dx y — 3x 

36. ^ 

dx tan X 


31. 


/ = 3(y + 7)x2 
dx 


3x2 2y2 


d^ 

dx 4xy 

dy 2xy -\- 2x 
dx x2 -|- 1 


33. ^ - 



Modelos matemáticos 
y métodos numéricos 


2.1 


Modelos de población 


E n la sección 1.4 se introdujo la ecuación diferencial exponencial dP/dt = kP, 
con solución P{t) = Poe^‘, como modelo matemático para el crecimiento natural 
de la población que ocurre como resultado de tasas constantes de nacimiento y mor¬ 
talidad. Aquí se presenta un modelo de población más general que ajusta tasas de 
nacimiento y mortalidad no necesariamente constantes. No obstante, la función 
de población P{t) será, como se vio anteriormente, una aproximación continua de la 
población real, la cual por supuesto cambia sólo por incrementos integrales —esto 
es, por un nacimiento o muerte a la vez. 

Supóngase que la población cambia sólo por la ocurrencia de nacimientos y 
muertes —se considera que no hay inmigración o emigración de poblaciones de 
fuera o condiciones de tipo ambiental—. Es común tratar el crecimiento o disminu¬ 
ción de una población en términos de funciones de las tasas de natalidad y mortali¬ 
dad definidas como sigue: 


• p{t) es el número de nacimientos por unidad de población por unidad de tiempo 
en el tiempo t. 

• á(í) es el número de muertes por unidad de población por unidad de tiempo en 
el tiempo t. 


Entonces, el número de nacimientos y muertes que se registran durante el in¬ 
tervalo de tiempo [í, t + Ai] está dado (aproximadamente) por 


nacimientos: /6(í) • P{t) ■ Ai, muertes: <5(i) • P{t) • Ai. 


Por tanto, el cambio AP en la población durante el intervalo de tiempo [i, i + 
Ai] de longitud Ai es 

AP = [nacimientos] — [muertes] /i(i) • P(i) • Ai — á(i) • P(í) • Ai, 
así 


AP 

Ai 
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Ejemplo 1 


El error en esta aproximación debe tender a cero conforme Ai ^ 0, para que 
—tomando el límite— se obtenga la ecuación diferencial 

dP 

dt 

en la cual se escribe fi = fi{t), 8 = S{t) y P = P(t) para abreviar. La ecuación (1) es 
la ecuación de población general. Si Py 8 son constantes, la ecuación (1) se reduce 
a la ecuación de crecimiento natural con k = p — 8. Pero aquí se incluye también la 
posibilidad de que P y 8 sean funciones variables de f. Las tasas de nacimiento y 
mortalidad no necesitan conocerse de antemano; pueden depender de la función des¬ 
conocida P{t). 


Supóngase una población inicial de 100 lagartos con tasa de mortalidad <5 = 0 
(tal, que ninguno de los reptiles se está muriendo). Si la tasa de nacimientos es 
P = (0.0005)P —y por tanto, se incrementa al ritmo de la población— entonces la 
ecuación (1) nos proporciona el problema de valor inicial 

— = (0.0005)P^ P{0) = 100 

dt 


(con t en años). De este modo, por separación de variables se obtiene 


j ^dP = j (0.0005) df, 
-^ = (0.0005)í-h C. 


La sustitución de í = 0, P = 100 da lugar a que C = 
es 


Pit) = 


2000 
20 - í‘ 


— 1 /lOO, y entonces el resultado 


Por ejemplo, P(10) = 2000/10 = 200; así, después de 10 años la población de 
lagartos se habrá duplicado. Pero vemos que P +oo conforme t 20, por lo que 
una real “explosión demográñca” ocurre en 20 años. De hecho, el campo de isoclinas 
y las curvas solución mostradas en la ñgura 2.1.1 indican que una explosión demo¬ 
gráñca siempre ocurrirá para cualquier valor inicial (positivo) de la población P(0) 
= Pq. En particular, se observa que ésta siempre llega a ser limitada en un periodo 
finito. ■ 



FIGURA 2.1.1. Campo de isoclinas y curvas solución para la 
ecuación dP/dt = (0.0005)P^ del ejemplo 1. 
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Poblaciones acotadas y la ecuación logística 

En situaciones tan diversas como la población humana de una nación o la población 
de moscas de la fruta en un contenedor cerrado, se ha observado que la tasa de naci¬ 
mientos decrece en la medida en que la población se incrementa. Las razones pueden 
ser múltiples, desde una mayor sofisticación científica o cultural, hasta una limita¬ 
ción en el suministro de alimentos. Suponga, por ejemplo, que la tasa de nacimientos 
P es una función lineal decreciente del tamaño de la población P, tal que P = Po~ 
donde Po y Pi son constantes positivas. Si la tasa de mortalidad S = Sq permanece 
constante, entonces la ecuación (1) toma la forma 

dP 

— = (po-piP-So)P-, 


— = aP -bP^, (2) 

dt 


esto es, 

► 


donde a = Po ~ ^oy b = Pi- 

Si los coeficientes ay b son positivos, entonces la ecuación (2) se llama ecua¬ 
ción logística. Con el propósito de relacionar el comportamiento de la población P{t) 
con los valores de los parámetros en la ecuación, es conveniente reescribir la ecua¬ 
ción logística en la forma 

dP 

> —=kP{M-P), (3) 

dt 

donde k = byM = a/b son constantes. 


Ejemplo 2 


En el ejemplo 4 de la sección 1.3 se exploró gráficamente una población modelada 
por la ecuación logística 


— = 0.0004P(150 - P) = 0.06P - 0.0004P^. (4) 

dt 


Para resolver analíticamente esta ecuación diferencial, se separan las variables y se 
integra. Entonces obtenemos 


f - — -= f 0.0004dt, 

J P(150-P) J 

— í {- + -- I dP= [ 0.0004dt 

150 J \P 150-Pj J 

ln|P| -ln|150- P| =0.06í-hC, 


[fracciones parciales]. 


P 

150- P 


±eCg 0 . 06 f 


[donde 5 




Si se sustituye t = Oy P = Po7^150 dentro de esta última ecuación, se encuentra que 
B = Po/(150 — Pq). Por tanto, 

P Poe^-^^‘ 

150- P ^ 150- Po‘ 

Einalmente, esta ecuación es fácil de resolver para la población 


150Po 


(5) 


P(t) = 


Po + (150 - Po)e-^-^‘ 
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p 



FIGURA 2.1.2. Curvas solución 
típicas para la ecuación logística 
P' = 0.06P - 0.0004PI 


en el tiempo í, en términos de la población inicial Pq = La figura 2.1.2 muestra 
varias curvas solución correspondientes a los diferentes valores de la población ini¬ 
cial desde Pq = 20 hasta Pq = 300. Nótese que todas estas curvas tienden, asintóti- 
camente, a aproximarse a la línea horizontal P = 150. De hecho, puede verse 
directamente de la ecuación (5) que lím^^oo P(í) =150 para cualquier valor inicial 
Po > 0. ■ 


Poblaciones limitadas y capacidad máxima 

La población limitada de manera finita expuesta en el ejemplo 2 es característica de 
poblaciones logísticas. En el problema 32 se pidió utilizar el método de solución del 
ejemplo 2 para mostrar que la resolución al problema logístico de valor inicial 


= kP{M-P), P( 0 ) = Po 
dt 


( 6 ) 


es 


P(í) = 


MPo 

Po + (M- Po)e-“' ■ 


(7) 


Las poblaciones reales de animales son valores positivos. Si Pq = M, entonces 
la ecuación (7) se reduce a la “población de equilibrio”, sin cambio (valores constan¬ 
tes) P(f) = M. De otra manera, el comportamiento de una población logística de¬ 
pende de 0 < Pq < M o Pq > M. Si 0 < Pq < M, entonces se observa de (6) y (7) 
que P' > 0 y 


P(f) = 


MPa 


MPn 


Pq-I- (M- Poje Po+{número pos.} Pq 


MPo 

< -^ = M. 


Sin embargo, si Pq > M, entonces se observa de (6) y (7) que P' < 0 y 


m = 


MPo 


MPo 


Po + {M - Po)e~^^‘ Po + (número neg.} Pi 




P 



FIGURA 2.1.3. Curvas solución 
típicas para la ecuación logística 
P' = kP(M — P). Cada curva 
solución que inicia debajo de la 
línea P = M/2 cuenta con un 
punto de inflexión. (Véase el 
problema 34.) 


En ambos casos, el “número positivo” o el “número negativo” en el denominador 
tienen valor absoluto menor que Pq y —debido al factor exponencial— se acercan a 
cero conforme í ^ +oo. De aquí se concluye que 


lím P(í) 

í—> + oo 


MPo 
Po +0 


= M. 


( 8 ) 


Así, una población que satisface la ecuación logística no crece fuera de límite, 
como ocurre con el crecimiento natural de una población modelada por la ecuación 
exponencial P' = kP. En su lugar, se aproxima a una población límite finita M con¬ 
forme t -foo. Como se ilustra en las curvas solución de la figura 2.1.3, la población 
P(í) se incrementa para tender al estado permanente M desde abajo si 0 < Pq < M, 
pero disminuye tendiendo a M desde arriba si Pq > M. A M se le conoce como la 
capacidad máxima del medio ambiente, y se considera como la población máxima 
que éste puede soportar en el largo plazo. 
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Ejemplo 3 


Supóngase que en 1885 la población en cierto país era de 50 millones de habitantes 
y fue creciendo a una tasa de 750,000 personas por año desde entonces. Considérese 
también que en 1940 la población era de 100 millones y fue creciendo desde enton¬ 
ces a una tasa de 1 millón de personas por año. Ahora asúmase que esta población 
satisface la ecuación logística y determínese tanto la población limitante M como la 
población estimada para el año 2000. 


Solución 


Al sustituir en la ecuación (3) los dos pares de datos proporcionados, se encuentra que 


0.75 = 50k{M - 50), 1.00 = l00k{M - 100). 


Resolviendo simultáneamente para M = 200 y para K = 0.0001. Así, la población 
límite del país en cuestión es de 200 millones. Con estos valores de M y y con í = 0 
correspondiente al año 1940 (en el cual Pq = 100), se encuentra que —de acuerdo 
con la ecuación (7) — la población en el año 2000 será 

100 • 200 

“ 100 + (200 - i00)e-(0“0O(200)(60) ’ 

alrededor de 153.7 millones de personas. ■ 

Nota histórica 

La ecuación logística fue introducida (alrededor de 1840) por el matemático y demó¬ 
grafo belga R F. Verhulst como un posible modelo para el crecimiento de la pobla¬ 
ción humana. En los siguientes dos ejemplos se compara el crecimiento natural y el 
modelo logístico, que coincide con los datos del censo del siglo XIX para la población 
de Estados Unidos, confrontándose posteriormente con las proyecciones para el si¬ 
glo XX. 


Ejemplo 4 


En 1800 la población de Estados Unidos ascendía a 5.308 millones de personas, y en 
1900 aumentó a 76.212 millones. Si se toma Pq = 5.308 (con í = 0 en 1800) en el 
modelo de crecimiento natural P{t) = Pqc", y se sustituye t = 100, P = 76.212, se 
encuentra que 

76.212 = 5.308e‘“^ así r =— In 0.026643. 

100 5.308 


De este modo, el modelo de crecimiento natural de la población de Estados 
Unidos durante el siglo XIX es 

P(t) = (5.308)e^“‘’2“'‘^^' (9) 

(con t en años y R en millones). Debido a que e 0 026643 ^ 1.02700, el crecimiento 
promedio de la población entre 1800 y 1900 fue de alrededor de 2.7% por año. ■ 


Ejemplo 5 


Ea población de Estados Unidos en 1850 era de 23.192 millones de personas. Si se 
toma Pq = 5.308 y se sustituye el par de datos t = 50, P = 23.192 (para 1850) y 
t = 100, P = 76.212 (para 1900) en la expresión del modelo logístico de la ecua¬ 
ción (7), se obtienen las dos ecuaciones 


(5.308)M 

5.308 + (M - 5.308)e“50*M 


23.192, 


(5.308)M 

5.308 + (M - 5.308)e-ioo“ 


76.212 


( 10 ) 
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en las dos incógnitas ky M. Sistemas no lineales como éstos se resuelven común¬ 
mente de manera numérica utilizando un programa de cómputo apropiado. Pero con 
un procedimiento algebraico adecuado (problema 36 en esta sección) las ecuaciones 
dadas en (10) pueden resolverse manualmente con k = 0.000167716, M = 188.121. 
Sustituyendo estos valores en (7), se llega al modelo logístico 

998.546 

P(t) =- 

5.308 -b (182.813)e-M03i55i)r- (H) 


La tabla de la figura 2.1.4 compara los valores reales de los censos de pobla¬ 
ción de Estados Unidos en 1800 y 1900 con los pronosticados por el modelo de 
crecimiento exponencial en (9) y el modelo logístico en (11). Ambos concuerdan con 
los datos del siglo XIX. Pero el modelo exponencial diverge apreciablemente de los 
datos del censo en las primeras décadas del siglo XX, mientras que el modelo logís¬ 
tico se mantiene exacto hasta 1940. A finales del siglo XX el modelo exponencial 
sobreestima por mucho a la población real del país —calculando alrededor de mil 
millones en el año 2000— mientras que el modelo logístico lo subestima por escaso 
margen. 


Error 


40% 

20 % 


_ Exponencial 


18 

- 20 % 

-40% 


4 -^ 


30 *~*A850 * 190¿ 


Logístico 

■ • - f 


1950 


Año 


FIGURA 2.1.5. Porcentaje de 
error en los modelos de población 
exponencial y logístico para 


1800-1950. 


Año 

Población real de 
Estados Unidos 

Modelo 

exponencial 

Error 

exponencial 

Modelo 

logístico 

Error 

logístico 

1800 

5.308 

5.308 

0.000 

5.308 

0.000 

1810 

7.240 

6.929 

0.311 

7.202 

0.038 

1820 

9.638 

9.044 

0.594 

9.735 

-0.097 

1830 

12.861 

11.805 

1.056 

13.095 

-0.234 

1840 

17.064 

15.409 

1.655 

17.501 

-0.437 

1850 

23.192 

20.113 

3.079 

23.192 

0.000 

1860 

31.443 

26.253 

5.190 

30.405 

1.038 

1870 

38.558 

34.268 

4.290 

39.326 

-0.768 

1880 

50.189 

44.730 

5.459 

50.034 

0.155 

1890 

62.980 

58.387 

4.593 

62.435 

0.545 

1900 

76.212 

76.212 

0.000 

76.213 

-0.001 

1910 

92.228 

99.479 

-7.251 

90.834 

1.394 

1920 

106.022 

129.849 

-23.827 

105.612 

0.410 

1930 

123.203 

169.492 

-46.289 

119.834 

3.369 

1940 

132.165 

221.237 

-89.072 

132.886 

-0.721 

1950 

151.326 

288.780 

-137.454 

144.354 

6.972 

1960 

179.323 

376.943 

-197.620 

154.052 

25.271 

1970 

203.302 

492.023 

-288.721 

161.990 

41.312 

1980 

226.542 

642.236 

-415.694 

168.316 

58.226 

1990 

248.710 

838.308 

-589.598 

173.252 

76.458 

2000 

281.422 

1094.240 

-812.818 

177.038 

104.384 


FIGURA 2.1.4. Comparación de los modelos de crecimiento exponencial y logístico con 
el censo de población de Estados Unidos (en millones). 


Los dos modelos se comparan en la figura 2.1.5, donde las gráficas de sus res¬ 
pectivos errores —como un porcentaje de la población real— se muestran para el 
periodo de 1800 a 1950. Se observa que el modelo logístico estima razonablemente 
bien la población real en todo el periodo de 150 años. Sin embargo, el error exponen¬ 
cial es considerablemente mayor durante el siglo XIX, y queda literalmente fuera de 
la gráfica durante la primera mitad del siglo XX. 
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Para medir el alcance con el cual un modelo dado se ajusta a los datos reales, 
se suele definir el error promedio (en el modelo) como la raíz cuadrada del promedio 
de los cuadrados de los errores individuales (los cuales aparecen en la cuarta y sexta 
columnas de la tabla en la figura 2.1.4). Utilizando únicamente los datos de 1800 a 
1900, esta definición da como resultado 3.162 para el error promedio en el modelo 
exponencial, mientras que el error promedio en el modelo logístico es de sólo 0.452. 
En consecuencia, para 1900 se pudo haber anticipado que el modelo logístico pro¬ 
nosticaría más acertadamente el crecimiento de la población en Estados Unidos du¬ 
rante el siglo XX que el modelo exponencial. ■ 

Ea moraleja de los ejemplos (4) y (5) es simplemente que no debe esperarse 
mucho de modelos que se basan en información severamente limitada (como sólo un 
par de datos puntuales). Mucho de la ciencia de la estadística se fundamenta en el 
análisis de grandes “conjuntos de datos” para obtener modelos matemáticos útiles (y 
confiables). 

Más aplicaciones de la ecuación logística 

A continuación se describen algunos casos que ilustran la variedad de circunstancias 
en las cuales la ecuación logística es un modelo matemático satisfactorio. 

1. Situación ambiental limitada. Un cierto medio ambiente puede soportar una po¬ 
blación de cuando menos M individuos. Es entonces razonable esperar que la 
tasa de crecimiento /I — ú (la combinación de las tasas de nacimiento y mortalidad) 
sea proporcional nM — P, porque puede pensarse enM — P como un potencial 
para una futura expansión. Entonces p — S = k(M — P), de tal manera que 

dP 

— = (P - S)P = kP(M - P). 

dt 

El ejemplo clásico de una situación ambiental limitada es una población de 
moscas de la fruta en un recipiente cerrado. 

2. Situación de competencia. Si la tasa de nacimientos ^ es constante, pero la de 
muertes 8 es proporcional a P, tal que <5 = aP, entonces 

dP 

— = (P- aP)P = kP{M - P). 

dt 

Esta podría ser una hipótesis de trabajo razonable en un estudio de una pobla¬ 
ción de caníbales, en la cual todas las muertes resultan de los encuentros casua¬ 
les entre los individuos. Por supuesto, la competencia entre individuos no es 
usualmente tan mortífera, ni sus efectos tan inmediatos y decisivos. 

3. Situación proporcional a encuentros. Si P(t) representa el número de indivi¬ 
duos en una población vulnerable de tamaño constante M infectada con cierta 
enfermedad contagiosa incurable, y ésta se extiende por encuentros casuales, 
entonces P'(t) debe ser proporcional al producto del número P de individuos 
que tienen la enfermedad y el número M — P de aquellos que no la tienen; de 
este modo, dP/dt = KP(M — P). Otra vez se descubre que el modelo matemá¬ 
tico es la ecuación logística. Ea descripción matemática de la propagación de 
un rumor en una población de M individuos es idéntica. 

Supóngase que en el tiempo í = 0, 10 mil personas en una ciudad con población 
M = 100 mil han oído un cierto rumor. Después de una semana el número P(t) de 
aquellas que lo escucharon se ha incrementado a P(l) = 20 mil. Asumiendo que P(t) 
satisface la ecuación logística, ¿cuándo 80% de la población de la ciudad conocerá 
el rumor? 
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Solución Sustituyendo Po= ÍOy M = 100 (mil) en la ecuación (7), se obtiene 


Ejemplo 7 


P(t) = 


1000 

lóToór^™^- 


( 12 ) 


Entonces, la sustitución de í = 1, P = 20 proporciona la ecuación 


la cual se resuelve para 


20 = 


1000 

10 + 90e-'00^ 


100^ = 4^ así = jC in 9 í» 0.008109. 


Con P(t) = 80, la ecuación (12) toma la forma 


80 = 


1000 

lÓToÓe^ióófí’ 


la cual se resuelve para e De aquí se concluye que 80% de la población 

habrá escuchado el rumor cuando 


ln36 

lOOjfe 


ln36 


4.42, 


esto después de 4 semanas y 3 días. 


Explosión demográfica contra extinción 

Considere una población P(t) de animales simples en la cual las hembras solamente 
sostienen encuentros casuales con los machos para propósitos reproductivos. Es ra¬ 
zonable esperar que tales encuentros ocurran a una tasa proporcional al producto del 
número de machos P/2 por el número de hembras P¡2 y, por tanto, a una tasa pro¬ 
porcional de P^. Se asume entonces que los nacimientos ocurren a una tasa de kP^ 
(por unidad de tiempo, con k constante). Ea tasa de natalidad (nacimientos/tiempo/ 
población) está dada por <5 = kP. Si la tasa de mortalidad <5 es constante, entonces la 
ecuación de población general en (1) nos lleva a la ecuación diferencial 


> — = kP^ - 8P =kP{P - M) (13) 

dt 

(donde M = S/k> 0) como modelo matemático de la población. 

Nótese que el lado derecho en la ecuación (13) es el negativo del lado derecho 
en la ecuación logística en (3). Se observará más adelante que la constante M es 
ahora una población umbral, siendo el comportamiento de la población futura de¬ 
pendiente críticamente de cuál sea la población inicial Pq, ya sea mayor o menor que 
M. 


Considérese una población animal P{t) que se modela por la ecuación 

— = 0.0004E(P - 150) = 0.0004^2 _ 0.06E. (14) 

dt 


Se desea conocer P{t) si (a) P{Q) = 200; (b) P{Q) = 100. 
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Solución Para resolver la ecuación (14) se separan las variables y se integra, con lo cual se 
obtiene 


— í(- 

150 J \f 




0004 dt, 


P - 150 


0004 dt [fracciones parciales], 


ln|P| -ln|P - 1501 = -0.06í+ C, 


-= [donde 5 = ±e% (15) 

P - 150 J \ } 

(a) La sustitución de í = 0 y P = 200 en (15) da como resultado que P = 4. Con este 
valor de B se resuelve la ecuación (15) por 


Pit) = 


gOOe- 006 ' 

4 g- 0 . 06 í _ I ■ 


(16) 


Adviértase que, conforme t se incrementa y se aproxima a P = ln(4)/0.06 « 23.105, 
el denominador positivo en el lado derecho de (16) decrece y se aproxima a 0. Con¬ 
secuentemente, P(í) ^ +00 conforme t T~. Ésta es una situación de Día del 
Juicio Final —una real explosión demográfica. 

(b) La sustitución de í = 0 y P = 100 dentro de (15) hace que B = —2. Con este 
valor de B se resuelve la ecuación (15) por 


P(0 = 


300é; 


-0.06f 


300 


2e 


-0.06í 


+ 1 


2 + ■ 


(17) 


Obsérvese que, conforme t se incrementa sin acotarse, el denominador positivo en el 
lado derecho en (16) se aproxima a -foo. Consecuentemente, P(í) ^ 0 conforme 
t -foo. Ésta es una (eventual) situación de extinción. ■ 


p 



FIGURA 2.1.6. Curvas solución 
típicas para la ecuación explosión/ 
extinción P' = kP{P — M). 


De este modo, la población en el ejemplo 7, o bien estalla, o es una especie bajo 
amenaza de extinción, dependiendo de si su tamaño inicial excede o no a la pobla¬ 
ción umbral M = 150. Una aproximación a este fenómeno se ha observado algunas 
veces con poblaciones animales como la de los lagartos en ciertas áreas del sur de 
Estados Unidos. 

La figura 2.1.6 muestra curvas solución típicas que ilustran las dos posibilida¬ 
des para una población P(í) que satisface la ecuación (13). Si Pq = M (¡exactamente!), 
entonces la población permanece constante. Sin embargo, esta situación de equilibrio 
es muy inestable. Si Pq excede a M (aunque sea ligeramente), entonces P(f) se incre¬ 
menta rápidamente sin límites, mientras que si la población inicial (positiva) es 
menor que M (aunque sea ligeramente), entonces decrece (más gradualmente) hacia 
cero conforme í ^ -foo. Véase el problema 33. 


2.1 


Problemas 


Separe las variables y utilice fracciones parciales para resol¬ 
ver los problemas de valor inicial en los problemas 1 al 8. 
Utilice la solución exacta o una computadora que genere 
campos direccionales para graficar varias soluciones de la 
ecuación diferencial dada y destaque la solución particular 
indicada. 


1. — = X — x^, .r(O) = 2 2. — = lOx — x^, x(0) = 1 

dt dt 


dx . dx ^ 

3. — = 1-xÉx(O) = 3 4. — =9-4x^x(0) =0 

dt dt 
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5 . — = 3x(5 — x), x(0) = 8 
dt 

dx 

6 . — = 3x(x — 5), x(0) = 2 
dt 

dx 

1, — =4x(7-x),x(0) = 11 
dt 

dx 

8 . — = 7x(x - 13), x(0) = 17 
dt 

9 . La razón de cambio con respecto al tiempo de una pobla¬ 
ción de conejos P es proporcional a la raíz cuadrada de P. 
En el tiempo í = 0 (meses) el número de conejos es de 
100 , y esta cifra crece a una tasa de 20 individuos por mes. 
¿Cuántos conejos habrá un año después? 

10 . Suponga que en un lago una población de peces P{t) es 
atacada por una enfermedad en el tiempo í = 0 , con el re¬ 
sultado de que los peces dejan de reproducirse (la tasa de 
nacimientos es /S = 0) y la tasa de mortalidad S (muertes 
a la semana por pez) es a partir de ese momento propor¬ 
cional a 1 /-v/P. Si inicialmente había 900 peces en el es¬ 
tanque y 441 se perdieron después de 6 semanas, ¿en 
cuánto tiempo morirán todos los peces? 

11 . Considere que un cierto lago se llena con peces y que las 
tasas de natalidad y mortalidad ¡3 y S son ambas inversa¬ 
mente proporcionales a \/P. (a) Muestre que 

P(t) = 

donde k es una constante, (b) Si Pq = 100 y en 6 meses hay 
169 peces en el lago, ¿cuántos habrá después de 1 año? 

12 . La relación de cambio con respecto al tiempo de una po¬ 
blación P de lagartos en un pantano es proporcional al 
cuadrado de P. En 1988 el pantano contaba con una doce¬ 
na de lagartos y con dos docenas en 1998. ¿Cuándo habrá 
cuatro docenas de lagartos en el pantano? ¿Qué sucede a 
partir de ese momento? 

13 . Parta de una prolífica cría de conejos, cuyas tasas de naci¬ 
miento y mortalidad fiy & son cada una proporcional a la po¬ 
blación de conejos P = P(t), con p> S. (a) Muestre que 

Po 

P(t) = -, constante k. 

1 — kP(,t 

Note que P{t) ^ -foo a medida que í ^ 1 /{kP¿). Esto es 
el Día del Juicio Final, (b) Suponga que Pq = 6,y que hay 
9 conejos después de 10 meses. ¿Cuándo ocurre la explo¬ 
sión demográfica? 

14 . Repita el inciso (a) del problema 13 para el caso fi < S. 
¿Qué sucede ahora con la población de conejos en el largo 
plazo? 

15 . Considere una población P(t) que satisface la ecuación 
logística dP/dt = aP — bP^, donde B = aP es la tasa de 
tiempo en la cual ocurren los nacimientos, y D = bP^ es 
la tasa de muertes. Si la población inicial es P(0) = Pq y 
se registran tanto /¡o nacimientos como Dq muertes por 
mes en el tiempo í = 0 , demuestre que la población límite 
esM = BqPq/Dq. 

16 . Suponga una población de conejos P{t) que satisface la 
ecuación logística como en el problema 15. Si la población 
inicial es de 120 conejos y hay 8 nacimientos y 6 muertes 
por mes que ocurren en el tiempo f = 0 , ¿cuántos meses le 
tomará a P{t) alcanzar 95% de la población límite MI 


17 . Estime una población de conejos P(t) que satisface la 
ecuación logística como en el problema 15. Si la pobla¬ 
ción inicial es de 240 conejos y hay 9 nacimientos y 12 
muertes por mes que ocurren en el tiempo í = 0 , ¿cuán¬ 
tos meses tomará a P(t) alcanzar 105% de la población 
límite MI 

18 . Considere una población P(t) que satisface la ecuación de 
extinción-explosión dP/dt = aP^ — bP, donde B = aP^ 
es la tasa de tiempo en la cual ocurren nacimientos, y 
D = bP es la tasa de tiempo en la cual se registran los 
decesos. Si la población inicial es P(0) = Pq Y nacimien¬ 
tos por mes, y Dq muertes por mes en el tiempo í = 0 , de¬ 
muestre que la población límite es M = DqPq/Bq. 

19 . Suponga que una población de lagartos P(t) satisface la 
ecuación de extinción-explosión como en el problema 18. 
Si la población inicial es de 100 lagartos y hay 10 naci¬ 
mientos a la vez que 9 muertes por mes en el tiempo í = 0, 
¿cuántos meses tomará a P(t) alcanzar 10 veces la pobla¬ 
ción límite MI 

20 . Parta de una población de lagartos P(t) que satisface la 
ecuación de extinción-explosión como en el problema 18. 
Si la población inicial es de 110 reptiles y hay tanto 11 na¬ 
cimientos como 12 muertes por mes en el tiempo f = 0 , 
¿cuántos meses le tomará a P(t) alcanzar 10% de la po¬ 
blación límite MI 

21 . Considere que la población P(t) de un país satisface la 
ecuación diferencial dP/dt = kP(200 — P) con k constan¬ 
te. Si su población en 1940 era de 100 millones de perso¬ 
nas y fue creciendo a una tasa de 1 millón por año, prediga 
la población del país para el año 2000 . 

22. Suponga que en el tiempo í = 0 la mitad de una población 
“logística” de 100,000 personas ha escuchado cierto ru¬ 
mor, y que el número de quienes lo conocen se incrementa 
a una tasa de 1000 personas por día. ¿Cuánto le tomará al 
rumor ser conocido por el 80% de la población? [Sugerencia: 
encuentre el valor de k por sustitución de P(0) y P'{0) en 
la ecuación logística (3).] 

23. La sal KNO 3 se disuelve en metanol, y la cantidad x(f) de 
gramos de sal en una solución después de t segundos sa¬ 
tisface la ecuación diferencial dx/dt = 0.8x — 0.004x^. 
(a) ¿Cuál es la cantidad máxima de sal que se disuelve en 
metanol? (b) Si x = 50 cuando f = 0, ¿cuánto tiempo le 
tomará a una cantidad adicional de 50 g de sal disolverse? 

24 . Suponga que una comunidad cuenta con 15,000 personas 
que son susceptibles de adquirir el síndrome de Michaud, 
una enfermedad contagiosa. En el tiempo f = 0 el número 
N(t) de personas que han desarrollado el padecimiento 
es de 5000 y éste se incrementa a una tasa de 500 sujetos 
por día. Asuma que N’{t) es proporcional al producto del 
número de aquellos que han adquirido la enfermedad y 
el de aquellos que no. ¿Cuánto tiempo tomará para que 
otras 5000 personas desarrollen el síndrome de 
Michaud? 
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25. Los datos de la tabla de la figura 2.1.7 están dados para 
una cierta población P{t) que satisface la ecuación logísti¬ 
ca en (3). (a) ¿Cuál es la población límite MI (Sugerencia: 
utilice la aproximación 

, P(t + h)-P(t-h) 

2h 

con h = l para estimar los valores de P'(t) cuando P = 
25.00 y cuando P = 47.54. Sustituya estos valores en la 
ecuación logística y resuelva para A: y M). (b). Use los va¬ 
lores deky M encontrados en el inciso (a) para determinar 
cuando sea P = 75 (Sugerencia: tome í = 0, que corres¬ 
ponda al año 1925). 


Año 

millones P 

1924 

24.63 

1925 

25.00 

1926 

25.38 

1974 

47.04 

1975 

47.54 

1976 

48.04 


FIGURA 2.1.7. Datos de población para el 
problema 25. 

26 . Una población P(t) de pequeños roedores tiene una tasa 
de nacimientos fi = ( 0 . 001 )P (al mes por roedor) y una 
tasa de mortalidad constante S. Si P(0) = 100 y P'(0) = 8, 
¿cuánto tiempo (en meses) tomará a esta población dupli¬ 
carse a 200 roedores? (Sugerencia: primero encuentre el 
valor de á.) 

27 . Considere una población animal P(t) con tasa de mortali¬ 
dad constante S = 0.01 (muertes por mes) y tasa de nata¬ 
lidad p proporcional a P. Suponga que P(0) = 200 y P'(0) 
= 2. (a) ¿Cuándo se alcanzará P = 1000? (b) ¿Cuándo 
ocurrirá la explosión demográfica? 

28 . Tome en cuenta que el número x(t) (con t en meses) de la¬ 
gartos en un pantano satisface la ecuación diferencial dx/ 
dt = O.OOOIjc^ — O.Olx 

(a) Si inicialmente hay 25 lagartos en el pantano, re¬ 
suelva la ecuación diferencial para determinar qué 
le sucede a la población de estos reptiles en el largo 
plazo. 

(b) Repita el inciso (a), pero ahora con una población ini¬ 
cial de 150 lagartos. 

29 . Durante el periodo de 1790 a 1930 la población de Estados 
Unidos P(t) (t en años) creció de 3.9 millones a 123.2 mi¬ 
llones. En este lapso, P(t) permaneció cerrada a la solu¬ 
ción del problema de valor inicial 


(c) ¿Esta ecuación logística ha continuado siendo precisa 
desde 1930 para modelar a la población de Estados 
Unidos? 

[Este problema está basado en el modelo de Verhulst, 
quien en 1845 utilizó los datos de la población de Estados 
Unidos del periodo 1790-1840 para predecir con preci¬ 
sión su evolución hasta el año 1930 (por supuesto, mucho 
después de su propia muerte).] 

30. Un tumor puede ser considerado como una población de 
células multiplicándose. Se encuentra, empíricamente, 
que la “tasa de natalidad” de las células en un tumor decre¬ 
ce exponencialmente con el tiempo, tal que P(f) = Poe~“‘ 
(donde cey Pq son constantes positivas), y por tanto 

dP 

— =Poe-‘“P, P(0) = Po. 


Resuelva este problema de valor inicial para 

Observe que P(t) se aproxima a la población límite finita 
Po exp(PQ/a) conforme t -l-oo. 

31. Para el tumor del problema 30, suponga que en el tiempo 
í = 0 hay Pq = 10® células y que P(t) se incrementa a una 
tasa de 3 X 10® células por mes. Después de 6 meses el 
tumor se ha duplicado (en tamaño y número de células). 
Resuelva numéricamente para obtener a, y encuentre, 
después, la población límite del tumor. 

32. Deduzca la solución 


P(t) = Poexp 


Po 


P(t) = 


MPq 

Po + (M- Po)e“' 


del problema logístico de valor inicial P' = kP(M — P), 
P(0) = Pq. Aclare cómo su deducción depende de que 0 
< Pq < M o de que Pq > M. 

33. (a) Obtenga la solución 


Pq + (M- Po)e-“' 

del problema de extinción-explosión del problema de 
valor inicial P' = kP(P — M), P(0) = Pq. 

(b) ¿Cómo es el comportamiento de P(t) conforme t se 
incrementa?, ¿depende de que 0 < Pq < M o de que 

Pq> MI 

34. Si P(f) satisface la ecuación logística en (3), use la regla 
de la cadena para demostrar que 


P"(t) = 2PP(P - \M)(P - M). 


— = 0.03135P - 0.0001489P^ P(0) = 3.9. 

dt 

(a) ¿Qué población predice para 1930 la ecuación 
logística? 

(b) ¿Qué población límite pronostica? 


Concluya que P" > 0 si 0 < P < P" = 0 si P = j 
M; P" < 0 si < P < M; y P" > 0 si P > M. En par 
ticular, se concluye que cualquier curva solución que cruce 
la línea tiene un punto de inflexión donde cruza esa línea, y 
por eso se asemeja a una de las curvas en forma de S de la 
figura 2.1.3. 
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35. Considere dos funciones de población Pi(t) y P 2 (t) y que 
ambas satisfacen la ecuación logística con la misma po¬ 
blación límite M, pero con diferentes valores de ki y k 2 de 
la constante k en la ecuación (3). Asuma que < k2. 
¿Cuál de las poblaciones se acerca a M más rápidamente? 
Es posible razonar geométricamente examinando el cam¬ 
po direccional (especialmente si se dispone de un software 
adecuado), simbólicamente analizando la solución dada 
en la ecuación (7) o bien numéricamente sustituyendo va¬ 
lores sucesivos de t. 

36. Solucione las dos ecuaciones en (10) para obtener los valo¬ 

res áe. k y M. Comience resolviendo la primera ecuación 
para x = y la segunda ecuación para 

Igualando las dos expresiones resultantes para en tér¬ 
minos de M, se puede obtener una ecuación que se resuel¬ 
va fácilmente para M. Conociendo M, puede rápidamente 
despejarse k de cualquiera de las ecuaciones originales. 
Esta técnica se utiliza para “ajustar” la ecuación logística 
a cualquiera de los tres valores de la población Pq, P^ y P 2 , 
correspondientes a los tiempos igualmente espaciados íq 

= 0, fi y Í 2 = 2fi. 

37. Utilice el método del problema 36 para adecuar la ecuación 
logística a los datos de la población real de Estados Unidos 


(fig. 2.1.4) en los años de 1850, 1900 y 1950. Resuelva la 
ecuación logística resultante y compare los datos de las po¬ 
blaciones, pronosticada y la real, en los años 1990 y 2000. 

38. Ajuste la ecuación logística a los datos de la población 
real de Estados Unidos (fig. 2.1.4) para los años 1900, 
1930 y 1960. Resuelva la ecuación logística resultante y 
compare los datos de la población pronosticada y real 
para los años 1980, 1990 y 2000. 

39. Comúnmente las tasas de natalidad y mortalidad en pobla¬ 
ciones de animales no son constantes, sin embargo varían 
periódicamente con el paso de las estaciones. Encuentre 
P(t) si la población P satisface la ecuación diferencial 

dP 

— = (k + bcos27it)P, 
dt 

donde t está en años, y ky b son constantes positivas. De 
este modo, la función de la tasa de crecimiento r(t) = k + 
b eos IjT t varía periódicamente alrededor del valor medio 
k. Diseñe una gráfica que contraste el crecimiento de esta 
población con otra que tenga el mismo valor inicial Pq 
pero que satisfaga la ecuación de crecimiento natural P' = 
kP (con la misma constante k). ¿Cómo son las dos pobla¬ 
ciones al paso de muchos años? 


2.1 Aplicación 


Modelo logístico de datos de población 


Estas investigaciones versan sobre el problema de ajustar un modelo logístico a los 
datos de una población dada. De esta manera, se desea determinar constantes numé¬ 
ricas a y ¿ de tal manera que la solución P{t) del problema de valor inicial 


— =aP + bP^, P(0) = Po 
dt 


( 1 ) 


se aproxime a los valores Pq, Pi,..., Pn de la población en los tiempos íq = 0, íi,..., 
f„. Si se reescribe la ecuación (1) (la ecuación logística con kM = ay k = — ¿) en la 
forma 


1 dP 
P ~dt 


= a + bP, 


( 2 ) 


entonces vemos que los puntos 




P'itj) 

P{ti) 


i = 0, 1, 2,..., ra, 


deben todos encontrarse sobre la línea recta con intercepción a en el eje y y con 
pendiente b [como está determinada por la función de P en el lado derecho en la 
ecuación (2)]. 

Esta observación proporciona un camino para encontrar ay b. Si se pueden 
determinar los valores aproximados de las derivadas P[, .., correspondientes a los 

datos de la población dados, entonces se pueden realizar los siguientes pasos: 

• Primero, graficar los puntos (Pi, P[/ Pj), (P 2 , P 2 / Pt),--- en una hoja de papel 
diagramado con el eje horizontal P. 

• Posteriormente, utilizar una regla para trazar una línea recta entre los puntos 
graficados. 
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• Finalmente, medir la ordenada al origen a y la pendiente b de esta línea recta. 

Pero cuando se necesita encontrar los valores de la derivada P'{t) de la (aún) 
función desconocida P, es más fácil utilizar la aproximación 


P- = 


Pi+\ — Pi-\ 
U+\ — U-\ 


(3) 


sugerida por la figura 2.1.8. Por ejemplo, si se toma i = 0 correspondiente al año 
1790, entonces los datos de la población de Estados Unidos en la figura 2.1.9 propor¬ 
cionan 


* h — ÍQ 


7.240 - 3.929 
20 


Ri 0.166 


para la pendiente en (íi, Pi) correspondiente al año 1800. 



FIGURA 2.1.8. Aproximación de diferencias simétrica 

^^^±1 —para la derivada P'(ti)- 
6+1 ~ 6-1 


IiNVESTiGACiÓN A. Utilizar la ecuación (3) para verificar los valores de las pen¬ 
dientes mostradas en la última columna de la tabla de la figura 2.1.9; después graficar 
los puntos (Pi, P\/ Pi),..., (Pii, Píi/í*!!) indicados por los puntos mostrados en la 
figura 2.1.10. Si se cuenta con una calculadora para graficar, una hoja de cálculo o un 
programa de computadora, pueden utilizarse para encontrar la recta y = a + bP 
como en (2) que mejor se ajuste a estos puntos. Si no, trazar una aproximación de 
esta línea recta, y medir su ordenada al origen a y su pendiente b tan exacto como sea 
posible. En seguida, resolver la ecuación logística (1) con estos parámetros numéri¬ 
cos, tomando í = 0 correspondiente al año 1800. Einalmente, comparar la predicción 
de la población de Estados Unidos para el siglo XX con los datos reales mostrados en 
la figura 2.1.4. 

IiNVESTiGACióiN B. Repetir la investigación A, pero tomar í = 0 en 1900 y utili¬ 
zar solamente los datos de población para el siglo XX. ¿Se obtiene una mejor aproxi¬ 
mación para la población de Estados Unidos durante la década final del siglo XX? 

IiNVESTiGACióiN C. Modelar de manera similar los datos de la población mun¬ 
dial mostrados en la figura 2.1.11. Ea División de Población de las Naciones Unidas 
predice una población mundial de 8.177 miles de millones para 2025. ¿Cuál es su 
pronóstico? 
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Año 

i 

ti 

Población 

Pi 

Pendiente 

p: 

l 

1790 

0 

-10 

3.929 


1800 

1 

0 

5.308 

0.166 

1810 

2 

10 

7.240 

0.217 

1820 

3 

20 

9.638 

0.281 

1830 

4 

30 

12.861 

0.371 

1840 

5 

40 

17.064 

0.517 

1850 

6 

50 

23.192 

0.719 

1860 

7 

60 

31.443 

0.768 

1870 

8 

70 

38.558 

0.937 

1880 

9 

80 

50.189 

1.221 

1890 

10 

90 

62.980 

1.301 

1900 

11 

100 

76.212 

1.462 

1910 

12 

lio 

92.228 



FIGURA 2.1.9. Datos de la población de Estados Unidos (en 
millones) y pendientes aproximadas. 


0.03 


^ 0.02 
ce 


0.01 


o - 1 - 1 - 1 - 1 - 

o 20 40 60 80 100 

P 

FIGURA 2.1.10. Puntos y línea recta 
aproximada para los datos de la 
población de Estados Unidos 
de 1800 a 1900. 


Población 

mnndial 

Año (miles de millones) 

1960 

3.049 

1965 

3.358 

1970 

3.721 

1975 

4.103 

1980 

4.473 

1985 

4.882 

1990 

5.249 

1995 

5.679 

2000 

6.127 


FIGURA 2.1.11. Datos de la 
población mundial. 


2.2 


Soluciones de equilibrio y estabilidad 


En las secciones previas frecuentemente se usaron soluciones explícitas de ecuacio¬ 
nes diferenciales para responder preguntas numéricas específicas. Pero aun cuando 
una ecuación diferencial es difícil o imposible de resolver explícitamente, en muchos 
casos es posible extraer información cualitativa acerca de las propiedades generales 
de sus soluciones. Por ejemplo, podemos ser capaces de establecer si toda solución 
x{t) crece sin límite conforme t -foo, si se aproxima a un límite finito, o si es una 
función periódica de t. En esta sección se introducen —considerando principalmente 
ecuaciones diferenciales simples que pueden resolverse de manera explícita— algu¬ 
nas de las preguntas cualitativas más importantes que pueden tener respuesta para 
ecuaciones difíciles o “imposibles” de resolver. 
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Ejemplo 1 



t 


FIGURA 2.2.1. Curvas solución 
típicas para la ecuación de la ley 
de enfriamiento de Newton 
dx/dt = —k(x — A). 


Dado x(í) que representa la temperatura de un cuerpo con un valor inicial x(0) = xq. 
En el tiempo í = 0 este cuerpo está inmerso en un medio con temperatura constante 
A. Asumiendo la ley de enfriamiento de Newton, 

dx 

— = —k{x — A) (k > 0 constante), (1) 

dt 

fácilmente se resuelve (por separación de variables) para la solución explícita 

x(í) = A + (xo — A)e~^‘. 

Se sigue inmediatamente que 

lím x(í) = A, (2) 

í —>00 

así, la temperatura del cuerpo se aproxima a la del medio ambiente (como es eviden¬ 
te de manera intuitiva). Nótese que la función constante x(í) = A es una solución de 
la ecuación (1), que corresponde a la temperatura del cuerpo cuando está en equili¬ 
brio térmico con su medio ambiente. En la figura 2.2.1 el límite en (2) significa que 
cualquier otra curva solución se acerca asintóticamente a la curva solución de equi¬ 
librio X = A conforme f ^ -foo. ■ 


x'>0 x'<0 

I 

x<A x = A x>A 

FIGURA 2.2.2. Diagrama de 
fase para la ecuación 
dx/dt = f(x) = k{A — x). 


Comentario. El comportamiento de las soluciones de la ecuación (1) se 
resume por medio del diagrama de fase en la figura 2.2.2 —la cual indica la dirección 
(o “fase”) de cambio en x como función de x misma—. El lado derecho /(x) = —k(x 
— A) = k(A — x) es positivo si x < A; es negativo si x > A. Esta observación corres¬ 
ponde al hecho de que tanto las soluciones que empiezan por arriba de la línea x = A 
como aquellas que inician por debajo se aproximan a la solución límite x(í) = A con¬ 
forme í se incrementa (como se indica por las Hechas). ■ 

En la sección 2.1 se introdujo la ecuación de población general 


dx 

dt 


W - S)x, 


(3) 


donde Py 8 son las tasas de natalidad y mortalidad, respectivamente, en nacimientos 
o muertes por individuo por unidad de tiempo. Ea pregunta de si una población x(í) 
es acotada o no conforme t -f oo es de interés evidente. En muchos casos —como 
en las poblaciones logísticas y en las de explosión demográfica-extinción de la sec¬ 
ción 2.1— las tasas de natalidad y mortalidad son funciones conocidas de x. Enton¬ 
ces la ecuación (3) toma la forma 


dx 

T, = 

Esta es una ecuación diferencial de primer orden autónoma —una en la cual la varia¬ 
ble independiente t no aparece explícitamente (la terminología proviene de la palabra 
griega autónomas para “independiente”, por ejemplo, del tiempo t) — . Como en el 
ejemplo (1), las soluciones de la ecuación /(x) = O juegan un papel importante y son 
llamadas puntos críticos de la ecuación diferencial autónoma dx/dt = /(x). 

Si X = c es un punto crítico de la ecuación (4), entonces la ecuación diferencial 
tiene la solución constante x(f) = c. Una solución constante de una ecuación diferen¬ 
cial se conoce como solución de equilibrio (puede pensarse en una población que 
permanece constante porque está en “equilibrio” con su medio ambiente). Por tanto, 
el punto crítico x = c, un número, corresponde a la solución de equilibrio x(í) = c, 
una función de valor constante. 

El ejemplo 2 ilustra el hecho de que el comportamiento cualitativo (conforme 
t se incrementa) de las soluciones de una ecuación de primer orden autónoma puede 
describirse en términos de sus puntos críticos. 
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Ejemplo 2 


Considérese la ecuación diferencial logística 

dx 

— = kx(M - x) (5) 

dt 

(con X > 0 y M > 0). Tiene dos puntos críticos —las soluciones x = 0yx = Mdela 
ecuación 

/(x) = kx{M — x) = 0. 


En la sección 2.1 se presentó la solución de la ecuación lógica 


x(í) = 


Mxq 

xo + (M - xo)e“^"' 


( 6 ) 



FIGURA 2.2.3. Curvas solución 
típicas para la ecuación logística 
dx/dt = kx(M — x). 


que satisface la condición inicial x(0) = xq. Nótese que los valores iniciales xq = 0 
y xq = M conducen a las soluciones de equilibrio x(í) = 0 y x(í) = M de la ecua¬ 
ción (5). 

En la sección 2.1 se observó que si xq > 0, entonces x(f) ^ M conforme t 
+ 00 . Pero si xq < 0, entonces el denominador en la ecuación (6) inicialmente es 
positivo, pero desaparece cuando 


1 M - xo 

t = ti = -In- > 0. 

kM — Xq 


Como el numerador en (6) es negativo en este caso, se sigue que 


lím x(í) = — OO si Xq < 0. 

De aquí se concluye que las curvas solución de la ecuación logística en (5) tienen la 
forma que se ilustra en la figura 2.2.3. También se observa gráficamente que toda 
solución se acerca a la solución de equilibrio x(í) = M conforme t se incrementa, o 
(en un sentido visualmente obvio) diverge de la solución de equilibrio x(í) = 0. ■ 



FIGURA 2.2.4. Curvas solución, 
convergente y divergente para 
dx/dt = 4x — x^. 


x'<0 x'>0 x'<0 

I_L 

x = 0 x = M 

Inestable Estable 

FIGURA 2.2.5. Diagrama de 
fase para la ecuación logística 
dx/dt = /(x) = kx{M — x). 


Estabilidad de puntos críticos 

Ea figura 2.2.3 ilustra el concepto de estabilidad. Se dice que un punto crítico x = c 
de una ecuación de primer orden autónoma es estable siempre que el valor inicial xq 
esté suficientemente cercano a c, entonces x(í) permanece cercano a c para todo í > 0. 
Más precisamente, el punto crítico c es estable si, para cada e > 0, existe un á > 0 
tal que 

|xo — c| <á implica que |x(í) — c| <e (7) 

para todo í > 0. De otra manera el punto crítico x = c será inestable. 

Ea figura 2.2.4 muestra una “amplia vista” de curvas solución de una ecuación 
logística con k= 1 y M = 4. Nótese que el intervalo 3.5 < x < 4.5 contiene la curva 
de equilibrio estable x = 4 y actúa como un embudo (convergente) —las curvas 
solución (moviéndose de izquierda a derecha) entran en esta banda y permanecen en 
ella—. En contraste, el intervalo —0.5 < x < 0.5 contiene la curva solución inestable 
X = 0 y actúa como una fuente (divergente) —las curvas solución salen de este inter¬ 
valo y permanecen fuera de él—. De este modo, el punto crítico x = M es estable, 
mientras que el punto crítico x = 0 es inestable. 

Comentario 1 . Se puede resumir el comportamiento de soluciones de la 
ecuación logística (5) —en términos de sus valores iniciales— por lo que expresa el 
diagrama de fase mostrado en la figura 2.2.5. Este indica que x(í) ^ M conforme t 
+00 si Xq > M o 0 < Xo < M, considerando que x(f) —oo conforme t se incrementa 
si Xq < 0. El hecho de que M sea un punto crítico estable debe ser importante, por 
ejemplo, si se quiere hacer un experimento con la población de una bacteria M. Es 
imposible contar de manera precisa las M bacterias para un M numeroso, pero cual¬ 
quier población positiva se aproximará inicialmente a M conforme t se incrementa. 


















2.2 Soluciones de equilibrio y estabilidad 95 


Comentario 2. En relación con la estabilidad de la solución límite M = 
ajb de la ecuación logística 


— = ax — bx^ (8) 

dt 

es el “pronóstico” de M para una población real. Los coeficientes ay bno son cono¬ 
cidos de manera precisa para una población real. Pero si se sustituyen con proximi¬ 
dades cercanas a* y b* —derivadas tal vez de medidas empíricas— entonces la 
población límite M* = a*/b* se acercará a la población límite real M = ajb. Por 
tanto, se puede decir que el valor M de la población límite pronosticada por la ecua¬ 
ción lógica no sólo es un punto crítico estable de la ecuación diferencial, sino que 
también es un valor “estable” con respecto a pequeñas perturbaciones de los coefi¬ 
cientes constantes en la ecuación. (Nótese que una de estas dos aseveraciones invo¬ 
lucra cambios en el valor inicial xq, mientras que la otra involucra cambios en los 
valores de los coeficientes ay b.) ■ 


Ejemplo 3 


Considere ahora la ecuación de explosión demográfica-extinción 


— = kx{x — M) 
dt 


(9) 



de la ecuación (10) en la sección 2.1. Como la ecuación logística tiene dos puntos 
críticos X = 0 y X = M correspondientes a sus soluciones de equilibrio x(í) = 0 y x(í) 
= M. De acuerdo con el problema 33 en la sección 2.1, su solución con x(0) = Xq está 
dada por 


x(í) = 


Mxq 

xo + {M — XQ)e^^' 


( 10 ) 


[con sólo una diferencia única en el signo de la solución logística en (6)]. Si xq < M, 
entonces (porque el coeficiente de la exponencial en el denominador es positivo) se 
concluye de inmediato de la ecuación (10) que x(í) ^ 0 conforme t -foo. Pero si 
Xo > M, entonces el denominador en (10) inicialmente es positivo, pero desaparece 
cuando 


FIGURA 2.2.6. Curvas solución 
típicas para la ecuación explosión/ 
extinción dxjdt = kx(x — M). 


1 , Xo 

t = t) = -In- 

kM Xo- M 


> 0 . 


Debido a que el numerador en (10) es positivo en este caso, se concluye que 


lím x(í) = - 1-00 


si Xo > M. 


x '>0 a :'<0 x '>0 

I 

x = 0 x = M 

Estable Inestable 

FIGURA 2.2.7. Diagrama de 
fase para la ecuación de explosión 
demográfica /extinción 
dx/dt = f(x) = kx(x — M). 


Por tanto, las curvas solución de la ecuación explosión demográfica-extinción en (9) 
se aprecian como se ilustra en la figura 2.2.6. Un intervalo más estrecho a lo largo de 
la curva de equilibrio x = 0 (como en la fig. 2.2.4) sirve como un embudo (conver¬ 
gencia), mientras que un intervalo a lo largo de la curva solución x = M sirve como 
fuente (divergencia) de soluciones. El comportamiento de las soluciones de la ecua¬ 
ción (9) se resume en el diagrama de fase de la figura 2.2.7, donde se observa que el 
punto crítico x = 0 es estable y el punto crítico x = M es inestable. ■ 
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Ejemplo 4 



FIGURA 2.2.8. Curvas 
solución típicas para la ecuación 
logística con cosecha 
dx/dt = k(N — x)(x — H). 


j :'<0 x '>0 x '<0 

I_L 

x = H x = N 

Inestable Estable 

FIGURA 2.2.9. Diagrama 
de fase para la ecuación 
logística con cosecha dx/dt = 
f{x) = k{N — x)(x — H). 


Cosecha en una población logística 

La ecuación diferencial autónoma 

íl X 

— = ax — bx^ — h (11) 

dt 

(donde a,by h son todas positivas) puede considerarse para describir una población 
logística con cosecha. Por ejemplo, se puede pensar en la población de peces en un 
lago del cual h peces por año son retirados por la pesca. 


Si se reescribe la ecuación (11) en la forma 

dx 

— = kx(M — x) — h, (12) 

dt 


la cual presenta una población límite M de “no cosecha” en el caso en que h = 0. 
Asumiendo de aquí en adelante que h> 0,se puede resolver la ecuación cuadrática 
—kx^ + kMx — h = 0 para los dos puntos críticos 


H,N = 


kM ± y/{kM)^ - Ahk 


2k 


= ^(^M± xJxP- - Ahjk^ , 


(13) 


asumiendo que la tasa de la cosecha h es suñcientemente pequeña tal que 4/t < kM^, 
de manera que ambas raíces de H y N sean reales con 0 < H < N < M. Por tanto, 
puede reescribirse la ecuación (12) en la forma 


— =k(N-x){x - H). 
dt 


(14) 


Por ejemplo, el número de puntos críticos de la ecuación puede alterarse abrupta¬ 
mente al cambiar el valor de un parámetro. En el problema 24 se pidió resolver esta 
ecuación para la solución 


N{xq - H)- H{xq - 
(xo - H)- (xo - 


(15) 


en términos del valor inicial x(0) = Xq. 

Nótese que el exponente —k(N — H)t es negativo para í > 0. Si xq > N, en¬ 
tonces cada uno de los coeñcientes dentro del paréntesis en la ecuación (15) es posi¬ 
tivo; esto permite que 


Si Xq > N entonces x(í )N conforme í^+oo. (16) 


En el problema 25 se solicitó también deducir, de la ecuación (15), que 


Si H<xo<N entonces x(í) ^ N conforme í ^-f oo, mientras que (17) 

si Xq < H entonces x(í) ^ -oo conforme t ^ t\ (18) 


para un valor positivo fi que depende de xq. Esto permite que las curvas solución de la 
ecuación (12) —asumiendo ya que 4/z < kM^— son como se ilustra en la ñgura 2.2.8. 
[¿Se puede visualizar un embudo (convergente) a lo largo de la línea x = N y una 
fuente (divergente) a lo largo de la línea x = //?] De este modo, la solución constan¬ 
te x(í) = N es una solución límite de equilibrio, mientras que x(f) =H es una solución 
umbral que separa comportamientos diferentes —la población se aproxima a Ai si 
Xq > H, mientras que se extingue debido a la cosecha si xq < H—. Einalmente, el 
punto crítico estable x = y el punto crítico inestable x = H se ilustran en el diagra¬ 
ma de fase de la ñgura 2.2.9. ■ 
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Ejemplo 5 


Ejemplo 6 



0 2 4 


FIGURA 2.2.10. Curvas solución 
de la ecuación x' = x(4 — x) — h 
con cosecha crítica h = 4. 


Para una aplicación concreta de las conclusiones de estabilidad en el ejemplo 4, su¬ 
póngase que k = 1 y M = 4 para una población logística x{t) de peces en un lago, 
medida en cientos de individuos después de í años. Si no hay pesca, el lago contendrá 
eventualmente alrededor de 400 peces cualesquiera que haya sido la población ini¬ 
cial. Supóngase ahora que /z = 3, de tal manera que se hayan “cosechado” 300 peces 
anualmente (a una tasa constante cumplido el año). La ecuación (12) es entonces 
dx/dt — x(4 — x) — 3, y la ecuación cuadrática 

-h 4x - 3 = (3 - x)(x - 1) = 0 

tiene las soluciones H = í y N = 3. De este modo, la población umbral es de 100 
peces y la (nueva) población límite será de 300. En resumen, si el lago se surte ini¬ 
cialmente con más de 100 peces, entonces conforme t se incrementa, la población se 
aproxima al valor límite de 300 peces. Pero si el lago se alimenta inicialmente con 
menos de 100 individuos, entonces el lago estará “sin pescados”, desapareciendo 
éstos por completo en un periodo ñnito. ■ 


Puntos de cambio y dependencia de parámetros 

Un sistema biológico o físico que se modela con una ecuación diferencial puede 
depender crucialmente de los valores numéricos de ciertos coeñcientes o parámetros 
que aparecen en la ecuación. Por ejemplo, el número de puntos críticos de la ecua¬ 
ción puede variar abruptamente con el cambio en el valor de un parámetro. 


La ecuación diferencial 


— = x(4 — x) — h (19) 

dt 

(con X en cientos) modela la cosecha de una población logística con A: = 1 y una 
población límite M = 4 (en cientos). En el ejemplo 5 se consideró el caso del nivel 
de cosecha h = 3,y se encontró que la nueva población límite era N = 3 cientos, y 
que la población umbral era de // = 1 ciento. Las curvas solución típicas, incluyendo 
la solución de equilibrio x(í) = 3 y x(í) = 1, se presentan en la ñgura 2.2.8. 

Ahora se investigará la dependencia de esta gráñca con el nivel de cosecha h. 
De acuerdo con la ecuación (13) con K = 1 y M = 4, las poblaciones límite y umbral 
N y H están dadas por 

H,N = ^(4 ± VI 6 - 4hj =2± V4- /z. (20) 

Si/z < 4 —puede considerarse el valor negativo de h para describir almacenamien¬ 
to más que cosecha de peces— entonces existen soluciones de equilibrio distintas 
x(í) = N y x(í) = H con N > H, como en la ñgura 2.2.8. 

Pero si /z = 4, entonces la ecuación (20) proporciona N = H = 2, de tal manera 
que la ecuación diferencial tiene únicamente una sola solución de equilibrio x(í) = 2 . 
En este caso, las curvas solución son como las que se ilustran en la ñgura 2.2.10. Si 
el número inicial xq (en cientos) de peces excede de 2 , entonces la población se 
aproxima al rango límite de 2 (cientos de peces). No obstante, una población inicial 
xq < 2 (cientos) da como resultado la extinción, con los individuos muriéndose como 
consecuencia de la cosecha de 4 cientos de peces anualmente. El punto crítico x = 2 
puede, por tanto, describirse como “semiestable” —parece ser estable del lado en 
que X > 2 , donde las curvas solución se acercan a la solución de equilibrio x(í) = 2 
conforme t se incrementa, pero inestable del lado de x < 2 , donde las curvas solución 
en lugar de acercarse divergen de la solución de equilibrio. 
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0 2 4 

t 


FIGURA 2.2.11. Curvas solución 
de la ecuación x' = x(4 — x) — h 
con cosecha excesiva h = 5. 


Si finalmente h> 4, entonces la ecuación cuadrática correspondiente a (20) no 
tiene soluciones reales y la ecuación diferencial en (19) no tiene soluciones de equi¬ 
librio. Las curvas solución son entonces como las que se ilustran en la figura 2.2.11, 
y la población (en cuanto el número inicial de peces) muere como resultado de una 
cosecha excesiva. ■ 

Si imagináramos darle vuelta a un disco para gradualmente incrementar el va¬ 
lor del parámetro h en la ecuación (19), entonces la figura de las curvas solución 
cambiaría de una como en la figura 2.2.8 con h <4, a. otra como en la figura 2.2.10 
con h = 4, y luego a otra como la de la figura 2.2.11 con h> 4. Entonces, la ecuación 
diferencial tiene: 

• dos puntos críticos si < 4; 

• un punto crítico si = 4; 

• no puntos críticos si > 4. 


c 


h 


FIGURA 2.2.12. La parábola 
{c — 2)^ = 4 — h representa el de 
diagrama de cambio de la 
ecuación diferencial 
x' = x(4 — x) — h. 



El valor de = 4 —para el cual la naturaleza cualitativa de las soluciones cambia 
conforme h se incrementa— se llama punto de cambio o punto de bifurcación para 
la ecuación diferencial que contiene el parámetro h. Un camino común para visuali¬ 
zar la correspondiente “bifurcación” en las soluciones es graficar el diagrama de 
puntos de cambio, consistente en todos los puntos (fi, c), donde c es un punto crítico 
de la ecuación x' = x(4 — x) + h. Por ejemplo, si se reescribe la ecuación (20) 
como 

c = 2 ± V4-/Z, 

(c - 2)2 = 4 - h, 

donde c = N o c = H, entonces se obtiene la ecuación de la parábola que se muestra 
en la figura 2.2.12. Esta parábola es así el diagrama de cambios de la ecuación dife¬ 
rencial que modela una población logística de peces con nivel de cosecha especificado 
por el parámetro h. 


2.2 


Problemas 


En los problemas 1 al 12 resuelva primero la ecuación f(x) = 0 
para encontrar los puntos críticos de la ecuación diferencial 
autónoma dada dx/dt = f(x). Posteriormente, analice el signo 
de f(x) para determinar cuál de cada punto crítico es estable 
o inestable, y construya el correspondiente diagrama de fase 
para la ecuación diferencial. Luego, resuelva la ecuación dife¬ 
rencial explícitamente para t(x) en términos de t. Finalmente, 
utilice ya sea la solución exacta o un campo de isoclinas gene¬ 
rado en computadora para diseñar las curvas solución típicas 
para la ecuación diferencial dada, y verifique visualmente la 
estabilidad de cada uno de los puntos críticos. 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 


dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 


x — 4 
x^ — 4x 
x^ — 4 
(x - 2f 
x^ — 5x -{- 4 


2 . — 


4. — 


6 . — 


8 . 


10 . 


dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 


3 — X 
3x — x^ 
9-x^ 
-(3-x)2 
Ix — x^ — 10 


11. ^ -1)> 
dt 


12. ^=(2-V> 

dt 


En los problemas 13 al 18 utilice un sistema de computadora 
o una calculadora para graficar un campo de isoclinas ylo 
curvas solución suficientes para indicar la estabilidad o ines¬ 
tabilidad de cada uno de los puntos críticos de la ecuación 
diferencial dada. (Algunos de estos puntos críticos pueden ser 
semiestables en el sentido mencionado en el ejemplo 6.) 


13. 


15. 


17. 


19. 


dx T 

— = (x -t- 2)(x — 
dt 

dx . 

= (x2 - 4)2 
dt 

— = x2(x2 - 4) 
dt 


14. 


16. 


18. 


dx r, 

— =x(x2-4) 
dt 

dx /y 

— = (x2 - 4)2 
dt 

dx , , 

- = x2(x2 — 4) 

dt 


La ecuación diferencial dx/dt = ^x(\Q — x) — h modela 
una población logística con cosecha a razón de h. 
Determine (como en el ejemplo 6) la dependencia del nú¬ 
mero de puntos críticos en el parámetro h, y constmya un 
diagrama de puntos de cambio como en la figura 2.2.12. 

20. La ecuación diferencial dx/dt = 'j^x(x — 5) -I- í modela 
una población con almacenamiento a razón de s. Determine 
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la dependencia del número de puntos críticos c con res¬ 
pecto al parámetro s, y construya el correspondiente 
diagrama de puntos de cambio en el plano se. 

21. Considere la ecuación diferencial dxidt = kx — x?. (a) Si 
A: < 0 , demuestre que solamente el valor crítico c = 0 de x 
es estable, (b) Si A: > 0, compruebe que el punto crítico 
c = 0 es ahora inestable, pero que los puntos críticos 
c = zh-v/fc son estables. Así, la naturaleza cualitativa de 
las soluciones cambia en = 0 conforme el parámetro k se 
incrementa, y también ^ = 0 es un punto de cambio de la 
ecuación diferencial con parámetro k. La gráfica de todos 
los puntos de la forma {k, c), donde c es un punto crítico 
de la ecuación x’ = fcr — x^, es el “diagrama de cambios 
modificado” mostrado en la figura 2.2.13. 

22. Considere la ecuación diferencial dx/dt = x -\- kx? que 
contiene el parámetro k. Analice (como en el problema 21) 
la dependencia en cuanto al número, así como la naturaleza 
de puntos críticos en relación con el valor de k, y constru¬ 
ya el correspondiente diagrama de cambios. 

23. Considere la ecuación logística dx/dt = kx(M — x) que 
modela una población x(í) de peces en un lago después de 
t meses, durante los cuales no se realiza pesca. Suponga 
ahora que, debido a la pesca, los peces son capturados del 
lago a una tasa de hx individuos por mes (h es una cons¬ 
tante positiva). De esta manera, los peces son “cosecha¬ 
dos” a una tasa proporcional a la población existente, en 
lugar de a una tasa constante como en el ejemplo 4. (a) Si 
0 < h < kM, muestre que la población es aún logística. 
¿Cuál es la nueva población límite? (b) Si A g kM de¬ 
muestre que x(í) ^ 0 conforme t -l-c*o, de tal manera 
que el lago estará eventualmente sin peces. 

24. Separe las variables en la ecuación logística con cosecha 
dx/dt = k{N — x)(x — H) y utilice fracciones parciales 
para derivar la solución dada en la ecuación (15). 

25. Aplique las formas alternativas 

^ ^ A(xo -H) + H(N - xo)e-'=('^-">' 

x(t) = - 

(xo- H) + {N- xo)e-«"-«)' 


El ejemplo 4 versa sobre el caso Ah > kM'^ en la ecuación 
dx/dt = kx(M — x) — h, que describe una tasa de cosecha 
constante para una población logística. Los problemas 26y27 
abordan otros casos. 

26. Si 4h = kM^, demuestre que las curvas solución típicas son 
como las que se ilustran en la figura 2.2.14. Por tanto, si 
Xo g M/2, entonces x(í) ^ M¡2 conforme t -foo. Pero 
si Xo < M/ 2 , entonces x(í) = 0 después de un periodo finito 
de tal manera que el lago se quedará sin peces. El punto 
crítico X = M¡2 debe llamarse semiestable, porque es esta¬ 
ble de un lado e inestable del otro. 

27. Si Ah > kM^, compruebe que x(í) = 0 después de un 
periodo finito de tal manera que el lago se quedará sin pe¬ 
ces (cualquiera que sea la población inicial). {Sugerencia: 
complete los cuadrados para reescribir la ecuación dife¬ 
rencial de la forma dx/dt = —k\(x — df' A- y resuelva 
de manera explícita por medio de separación de varia¬ 
bles}. Los resultados de éste y el problema previo (junto 
con el ejemplo 4) muestran que h = ^ kM^ es una tasa de 
cosecha crítica para la población logística. Para cualquier 
tasa de cosecha más pequeña, la población se aproxima a 
la población límite N, que es menor que M (¿por qué?), 
mientras que para cualquier tasa de cosecha más grande la 
población llega a extinguirse. 

28. Este problema expone la ecuación diferencial dx/dt = kx (x 
— M) que modela la cosecha de una población no sofisticada 
(como la de los lagartos). Demuestre que esta ecuación pue¬ 
de reescribrrse en la forma dx/dt = k{x — H)(x — K), donde 

// = -P + Ah/k'j > 0 , 

K = -P 4h/k^ < 0. 

Demuestre que las curvas solución típicas son como las 
que se ilustran en la figura 2.2.15. 

29. Considere las dos ecuaciones diferenciales 


H(N - Xü)e-^^”-"^' - N(H - xo) 


dx 

(N - xo)e-ri^-w)' -(H - Xo) 


dt 

de la solución en (15) para establecer las conclusiones 


dx 

enunciadas en (17) y (18). 


dt 



í 



(x — a)(x — b)(x — c) ( 21 ) 

{a — x)(b — x){c — x), ( 22 ) 



t 


FIGURA 2.2.13. Diagrama de 
bifurcación para dx/dt = kx — x^. 


FIGURA 2.2.14. Curvas solución 
para una población logística con 
cosecha Ah = kM^. 


FIGURA 2.2.15. Curvas solución 
por cosecha en una población de 
lagartos. 
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cada una con los puntos críticos a, by c, suponga que a < 
b < C. Para una de estas ecuaciones, solamente el punto 
crítico b es estable; para la otra ecuación, b es el punto crí¬ 
tico inestable. Construya diagramas de fase para las dos 
ecuaciones y determine cuál es cuál. Sin intentar resolver 


ambas explícitamente, haga un bosquejo de las curvas so¬ 
lución típicas. Se deben observar dos embudos (conver¬ 
gencia) y una fuente (divergencia) en un caso, y dos 
fuentes (divergentes) y un embudo (convergente) en el 
otro caso. 


2.3 


Modelos de velocidad y aceleración 


En la sección 1.2 se presentó el movimiento vertical de una masa m cerca de la su¬ 
perficie de la Tierra bajo la influencia de la aceleración gravitacional constante. Si se 
desdeña cualquier efecto de la resistencia del aire, entonces la segunda ley de Newton 
(F = Ma) implica que la velocidad v de la masa m satisface la ecuación 



( 1 ) 


donde Fq = —mg es la fuerza de gravedad (dirigida hacia abajo), cuando la acelera¬ 
ción gravitacional es de g « 9.8 m/s^ (en unidades mks; g ~ 32 ft/s^ en unidades fps). 


Ejemplo 1 


Suponga que un proyectil de una ballesta se dispara en línea recta hacia arriba desde 
el piso (yo = 0)> con una velocidad inicial Vq = 49 (m/s). Entonces, la ecuación (1) 
con g = 9.8 da 

- = -9.8, tal que u(í) =-(9.8)í-f uo =-(9.8)í-f 49. 
dt 

Por tanto, la función de la altura del proyectil y(í) está dada por 

y(í) = j[-(9.?,)t + 49] di = -(4.9)1^ +49t + yo = -(4.9)í^-f 49í. 

El proyectil alcanza su altura máxima cuando v = —(9.8)í -f 49 = 0, es decir, cuan¬ 
do í = 5 (s). De este modo, su altura máxima es 


ymáx = y(5) = -(4.9)(52) + (49)(5) = 122.5 (m). 


El proyectil regresa al piso cuando y = — (4.9)í(í — 10) = 0 es decir, después de lOs 
de permanecer en el aire. ■ 

Si se toma en cuenta la resistencia del aire en un problema como el del ejem¬ 
plo 1, la fuerza Fg ejercida por la resistencia del aire en el movimiento de la masa m 
debe sumarse en la ecuación (1), tal que ahora 

m^ = FG + FR. ( 2 ) 

dt 

Newton mostró en su Principia matemática como una consideración simple, que Fg 
es proporcional al cuadrado de la velocidad: Fg = kv^. Sin embargo, investigaciones 
empíricas indican que la dependencia real de la resistencia del aire respecto a la ve¬ 
locidad puede ser bastante complicada. En muchos casos es suficiente asumir que 


Fg = kyP, 


donde 1 = P = 2 y el valor de k dependen del tamaño y la forma del cuerpo, así como 
de la densidad y viscosidad del aire. De manera general, p = 1 para velocidades bajas 
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y p = 2 para velocidades altas, mientras que 1 <p<2 para velocidades intermedias. 
Pero el concepto de qué tan lento es “baja velocidad” y qué tan rápido es “alta veloci¬ 
dad” depende de un mismo factor que determina el valor del coeficiente k. 

De este modo, la resistencia del aire es un fenómeno físico complicado. Pero la 
suposición simplificada de que Fu es exactamente de la forma dada aquí, con p = l 
0/7 = 2, nos da un modelo matemático manejable que presenta la característica cua¬ 
litativa del movimiento con resistencia. 


r 

Fr 


m 


Fg 


Resistencia proporcional a la velocidad 

Considérese inicialmente el movimiento vertical de un cuerpo con masa m cerca de 
(Nota: Fjf actúa hacia arriba Superficie de la Tierra sujeto a dos fuerzas: una fuerza gravitacional hacia abajo Fq 

cuando ei cuerpo está y una fuerza Fg de la resistencia del aire que es proporcional a la velocidad (tal que 
cayendo.) ^ y p^j. supjjgsto con dirección opuesta a la del movimiento del cuerpo. Si se 

Fuerzanetaf = f +F sistema coordenado con dirección y positiva hacia arriba y con y = 0 en el 

nivel de piso, entonces Fq = —mg y 


► 


Fr = —kv, 


(3) 


donde k es una constante positiva y v = dy/dt es la velocidad del cuerpo. Nótese que 
el signo menos en la ecuación (3) hace a Fg positiva (una fuerza hacia arriba) si el 
FIGURA 2.3.1. Movimiento cuerpo está cayendo {v es negativa), y hace a Fg negativa (una fuerza hacia abajo) si 

vertical con resistencia del aire. el cuerpo está en ascenso {v es positiva). Como se indica en la figura 2.3.1, la fuerza 

neta actuando en el cuerpo es entonces 


F = Fg + Fq = —kv — mg, 


y la ley de movimiento de Newton F = M{dv/dt) produce la ecuación 



—kv — mg. 


De este modo 

► 


dv 

dt 


-pv - g, 


(4) 


donde p = k/m > 0. Verifique que si el eje y positivo estuviera dirigido hacia abajo, 
entonces la ecuación (4) debería tomar la forma dv /dt = — pv + g. 

La fórmula (4) es una ecuación diferencial de primer orden de variables sepa¬ 
rables, y su solución es 

Vit) = (vo+ e~^‘ - -. (5) 

\ Pj P 

Aquí, Vq = v(0) es la velocidad inicial del cuerpo. Nótese que 


Vt: = lím v(t) 

t^OO 


P' 


( 6 ) 


De este modo, la velocidad del cuerpo cayendo con resistencia del aire no se incre¬ 
menta indefinidamente; por el contrario, se aproxima a una velocidad límite finita, o 

velocidad terminal. 


Ur = 



mg 

k ■ 


(7) 
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Este hecho es lo que hace a un paracaídas una invención práctica, y ayuda a explicar 
la supervivencia ocasional de la gente que cae sin el dispositivo desde aviones en 
vuelos altos. 

Si se reescrihe la ecuación (5) en la forma 

^ = (Uo - + Ur. (8) 

dt 

Integrando resulta 

y{t) = -^(Uo - Vr)e~^' + Vrt + C. 
p 

Al sustituir 0 para t, y haciendo que yo = jCO) represente la altura inicial del cuerpo, 
se encuentra que C = yo + (Vq “ Vj)/p y, por tanto, 

y(t) = yo + Vrt + -(Uo - Vr)(í - (9) 

p 

Las ecuaciones (8) y (9) proporcionan la velocidad t; y la altura y de un cuerpo 
que se mueve verticalmente hajo la influencia de la gravedad y la resistencia del aire. 
Las fórmulas dependen de la altura inicial yo del cuerpo, su velocidad inicial Vq y el 
coeficiente de arrastre p, una constante como la de la aceleración debida a la resis¬ 
tencia del aire, que es = — pv. Las dos ecuaciones también involucran la veloci¬ 
dad terminal Vt definida en la ecuación (6). 

Para una persona descendiendo con ayuda de un paracaídas, el valor típico de 
p es 1.5, el cual corresponde a una velocidad terminal \v^ «21.3 ft/s o alrededor 
de 14.5 mi/h. Si dicho individuo utilizara su chamarra como paracaídas, podría in¬ 
crementar p tal vez a mucho más que 0.5, con lo cual su velocidad terminal sería de 
« 65 ft/s, alrededor de 44 mi/h. Véanse los problemas 10 y 11 para calcular un 
salto en paracaídas. 


Ejemplo 2 


Se considera una vez más el lanzamiento en línea recta hacia arriba de un proyectil 
cilindrico con velocidad inicial Vq = 49 m/s desde una ballesta a nivel del piso. Pero 
ahora se toma en cuenta la resistencia del aire, con p = 0.04 en la ecuación (4). ¿Cuál 
es la altura máxima resultante y el tiempo que permanece en el aire comparados con 
los valores encontrados en el ejemplo 1? 


Solución Al sustituir yo = 0, Uq = 49 y = —g/p = —245 en las ecuaciones (5) y (9) se 
obtiene 

v{t) = 294é’-'/25 _ 245^ 

y(í) = 7350 - 245í - 7350e“'''^^ 


A fin de encontrar el tiempo requerido para que el proyectil cilindrico alcance la al¬ 
tura máxima (cuando v = 0), se resuelve la ecuación 

v(t) = 294é;^'/25 _ 245 = o 


obteniéndose = 25 ln(294/245)« 4.558 (s). Su altura máxima es entonces y^áx = 
v(tm) ~ 108.280 m (en lugar de los 122.5 m sin resistencia del aire). Para saber cuán¬ 
do el proyectil golpea el piso, se debe resolver la ecuación 

y(í) = 7350 - 245í - 1350e~*^^^ = 0. 

Utilizando el método de Newton, se puede iniciar suponiendo que íq = 10 y llevar a 
cabo las iteraciones í„+i = — yitn)ly'it„) para generar aproximaciones sucesivas 

a la raíz. O simplemente se puede usar el comando Solve en una computadora o 
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calculadora. Encontramos que el proyectil está en el aire por íj « 9.411 s (en lugar 
de los 10 s sin resistencia del aire), y golpea el piso con una velocidad reducida de 
\v{tf)\ ~ 43.227 m/s (en lugar de su velocidad inicial de 49 m/s). 

Así, el efecto de la resistencia del aire decrece cuando el proyectil alcanza su 
altura máxima, el tiempo que pasa en el aire y la rapidez de impacto final. Observe 
también que el proyectil pasa más tiempo en descenso {tf — ~ 4.853 s) que en 

ascenso (ím = 4.558 s). ■ 

Resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad 

Asúmase ahora que la fuerza de la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de 
la velocidad 

> Fr = ±kv\ (10) 

con A: > 0. La elección de los signos depende de la dirección del movimiento, a la 
cual siempre se opone la resistencia del aire. Tomando la dirección y positiva hacia 
arriba, < 0 para movimientos hacia arriba (cuando t; > 0), mientras que Fg> 0 
para movimientos hacia abajo (cuando v < 0). Así, el signo de F¡{ siempre está 
opuesto a v, por lo que se puede reescribir la ecuación (10) como 

FR = -kv\v\. (10') 


Entonces la segunda ley de Newton proporciona 


esto es. 


dv 

m— = Fg + Fr = -mg - kv\v\; 
dt 


dv 

-77 = -8 - pv\v\. 


( 11 ) 


donde p = k/m > 0. Deben entonces analizarse por separado los casos del movi¬ 
miento hacia arriba y hacia abajo. 

Movimiento hacia arriba. Supóngase que se lanza un proyectil en línea 
recta hacia arriba desde una posición inicial yQ, con una velocidad inicial Vq > 0. En¬ 
tonces la ecuación (11) con t; > 0 proporciona la ecuación diferencial 


dv 

dt 


= -g- pv^ 


-g ( 1 -b -v^ 
8 


( 12 ) 


En el problema 13 se solicitó realizar la sustitución u = v^J~pfg y aplicar la integral 
conocida 

-- du = tan^^ u + C 

1 -b 


para derivar la función de velocidad del proyectil 


vil) = 





con 


Ci = tan ' 


1^0 


(13) 


Debido a que /tan udu = — In |cos u\ -b C, una segunda integración (véase el pro¬ 
blema 14) nos proporciona la función de posición 

1 

yiO = yo + -in 
p 


eos (Ci - t^fpg) 


eos Ci 


( 14 ) 
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Ejemplo 3 


Movimiento hacia abajo. Supóngase que se lanza un proyectil en línea rec¬ 
ta hacia abajo (o se deja caer) desde su posición inicial yo con una velocidad inicial 
Vo = 0. Entonces la ecuación (11) con t; < 0 proporciona la ecuación diferencial 


dv oí 

- = -S + p» =-*(! 

En el problema 15 se pidió hacer la sustitución u ■ 




du = tanh 


-1 


P 2 
- V 


(15) 


g / 

= v^p/g y aplicar la integral 
u C 


para derivar la función de velocidad del proyectil 


v{t) = 



tanh (C2 - t./pg) 


cuando 


C2 = tanh ' 



(16) 


Debido a que /tanh udu = \n |cosh u\+ C, otra integración (problema 16) nos pro¬ 
porciona la función de la posición 


1 

y{t) = yo-In 

P 


cosh (C2 - t^fpg) 
cosh C2 


(17) 


[Nótese la analogía entre las Ecs. (16) y (17) con las Ecs. (13) y (14) para el movi¬ 
miento hacia arriba.] 

Si Vq = 0, entonces C2 = 0, de tal manera que v{t) = —o/p/g tanh (t^p/g). 
Debido a que 

senhx k(e^ — e~^) 

hm tanhx = hm - = lím -|- = 1, 

x->-co x->-co coshx L(^gX + g-j;) 

de aquí se concluye que para el caso del movimiento hacia abajo el cuerpo se aproxi¬ 
ma a la velocidad terminal 


ll^rl = 



(18) 


[comparada con \ví\ = g/p para el caso del movimiento hacia abajo, con resistencia 
lineal descrita por la Ec. (4)]. 


Considérese una vez más el lanzamiento en línea recta hacia arriba de un proyectil 
cilindrico con una velocidad inicial Vq = 49 m/s desde una ballesta a nivel del piso, 
como en el ejemplo 2. Pero ahora se considera la resistencia del aire proporcional al 
cuadrado de la velocidad, con p = 0.0011 en las ecuaciones (12) y (15). En los pro¬ 
blemas 17 y 18 se solicitó verificar los datos de la última línea de la tabla siguiente. 


Resistencia 
del aire 

Altura 
máxima (ft) 

Tiempo 
en el aire (s) 

Tiempo de 
ascenso (s) 

Tiempo de 
descenso (s) 

Velocidad de 
impacto (ft/s) 

0.0 

122.5 

10 

5 

5 

49 

(0.04)í; 

108.28 

9.41 

4.56 

4.85 

43.23 

(0.001 1)í;2 

108.47 

9.41 

4.61 

4.80 

43.49 


Ea comparación de los datos de los últimos dos renglones presenta pequeñas diferen¬ 
cias —para el movimiento del proyectil de la ballesta— entre la resistencia del aire 
lineal y la resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad. En la figura 2.3.2., 
donde están graficadas las funciones de las alturas correspondientes, la diferencia es 
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Ejemplo 4 


Solución 



FIGURA 2.3.2. Gráficas de las funciones de las alturas del ejemplo 1 
(sin resistencia del aire); ejemplo 2 (con resistencia lineal del aire), y 
ejemplo 3 (con resistencia del aire proporcional al cuadrado de la 
velocidad). Las gráficas de las dos últimas son indistinguibles 
visualmente. 


notoriamente visible. No obstante, la diferencia entre la resistencia lineal y no lineal 
puede ser significativa en situaciones más complejas —tales como el reingreso a la 
atmósfera y el descenso de un vehículo espacial—. ■ 


Aceleración gravitacional variable 

Salvo que un proyectil en movimiento vertical permanezca en la vecindad inmediata 
de la superficie de la Tierra, la aceleración actúa sobre él y no es constante. De acuer¬ 
do con la ley de la gravitación de Newton, la fuerza gravitacional de atracción entre 
dos masas puntuales My m localizadas aparte a una distancia r está dada por 


► 


GMm 

^2 


(19) 


donde G es una cierta constante empírica [G « 6.6726 X 10“^^ N • (m/kg)^ en uni¬ 
dades mks]. La fórmula es válida también si una o las dos masas son esferas homo¬ 
géneas; en este caso, la distancia r se mide entre los centros de las esferas. 

El siguiente ejemplo es similar al ejemplo 2 en la sección 1.2, pero ahora se 
toma en cuenta la gravitación lunar. 


Una nave espacial está cayendo libremente hacia la Luna, y a una altitud de 53 km 
arriba de la superficie lunar su velocidad hacia abajo es de 1477 km/h. Sus retropro- 
pulsores, cuando se encienden en un espacio libre, proporcionan una desaceleración 
de r = 4 m/s^. ¿A qué altura por encima de la superficie del satélite deben activarse 
los retropropulsores para asegurar un “suave contacto con la superficie lunar” (r; = 0 
al impacto)? 

Si r(f) representa la distancia de la nave al centro de la Luna en el tiempo t (fig. 
2.3.3), cuando se combina la aceleración del empuje (constante) T y la aceleración 
lunar (negativa) F/m = GM/r^ de la ecuación (19), se obtiene la ecuación diferen¬ 
cial (aceleración) 


(f-r GM 

- = T - 

dF F 


( 20 ) 


donde M = 7.35 X 10^^ (kg) es la masa de la Luna, la cual tiene un radio de i? = 1.74 
X 10® m (o 1740 km, un poco más que la cuarta parte del radio de la Tierra). 
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Nave 


r-R 


Superficie lunar 


Nótese que esta ecuación diferencial de segundo orden no involucra la variable inde¬ 
pendiente í, al sustituir 


dr 


dv 

dv 

dr 

dv 

^ — T’ 
di 

dt^ 

dt 


dt 



R 


[como en la Ec. (36) de la secc. 1.6] se obtiene la ecuación diferencial de primer 
orden 


• Centro de la Luna 


FIGURA 2.3.3. Nave espacial 
descendiendo en la superficie de la 
Luna. 


dv GM 


con la nueva variable independiente r. Integrando con respecto a r, ahora se llega a 
la ecuación 



= Tr + 


GM 

r 


C 


( 21 ) 


que puede aplicarse tanto antes de la ignición {T = 0) como después de la misma 

(r = 4). 

Antes de la ignición, Al sustituir T = 0 en (21) se obtiene la ecuación 


1 , GM 

-7=-+ Ci 

2 r 


(21a) 


donde la constante está dada por C\ = Vo/2 — GM/vq con 


km m 1 h 14770 m 

Vq = -1477 — X 1000 — X -=- 

h km 3600 s 36 s 


y tq = (1.74 X 10®) + 53,000 = 1.793 X 10® m (medidos desde la posición de la 
velocidad inicial). 

Después de la ignición. La sustitución de T = 4 y v = 0, r = R {a\ tocar la super¬ 
ficie) en la ecuación (21) resulta en 


1 


GM 


-V = 4r -I-h C2 

2 r 


(21b) 


donde la constante C 2 = —4R — GM/R se obtiene por sustitución de los valores 
V = 0, r = R a\ tocar la superficie. 

Al instante de la ignición la posición de la nave lunar y su velocidad satisfa¬ 
cen las ecuaciones (21a) y (21b). Por tanto, puede encontrarse la altura deseada h 
por encima de la superficie lunar en el momento de la ignición por igualación de 
los miembros del lado derecho de las ecuaciones (21a) y (21b). Esto nos lleva a que 
r = ^ (Ci = C2) = 1.78187 X 10® y finalmente h = r — R = 41,870 m (esto es, 
41.87 km, justo arriba de 26 millas). Además, la sustitución de estos valores de r en 
(21a) proporciona la velocidad de u = —450 m/s en el instante de la ignición. ■ 
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FIGURA 2.3.4. Masa m a gran 
distancia de la Tierra. 


Velocidad de escape 

En su novela De la Tierra a la Luna (1865), Julio Veme formuló la pregunta sobre la 
velocidad necesaria para que un proyectil disparado desde la superficie de la Tierra 
llegara a la Luna. De manera similar, se puede preguntar qué velocidad inicial Vq es 
necesaria para que el proyectil escape por completo de la Tierra. Esto sucede si su 
velocidad v = dr¡dt permanece positiva para todo í > 0, de tal manera que continúa 
siempre alejándose del planeta. Si r(t) representa la distancia del proyectil desde el 
centro de la Tierra en el tiempo t (fig. 2.3.4), se tiene la ecuación 

dv d^r GM 
dt dfi 

similar a la ecuación (20), pero con 7=0 (sin empuje) y con M = 5.975 X 10^"^ (kg) 
como masa de la Tierra, la cual tiene un radio ecuatorial áe R = 6.378 X 10® (m). 
La sustitución de la expresión de la regla de la cadena dv/dt = v{dv/dr), como en el 
ejemplo 4, nos da 

dv GM 
^ r^' 


Por consiguiente, la integración de ambos lados con respecto a r resulta en 



GM 

r 


+ C. 


Ahora v = v^y r = R cuando í = 0, de tal manera que C = GM/R y de aquí 
la solución para resulta en 


= vI + 2Gm(^--^. (23) 

Esta solución implícita de la ecuación (22) determina la velocidad del proyectil v 
como una función de la distancia r desde el centro de la Tierra. En particular, 

9 9 2GM 

V > Da-, 

0 ^ 

así, V permanecerá positiva siempre que Vq = 2GM/R. Por tanto, la velocidad de 
escape respecto a la Tierra está dada por 


l2GM 

’^o = V^- (24) 

En el problema 27 se pide demostrar que si la velocidad inicial del proyectil excede 
^J2GM/R, entonces r{t) oo conforme t^oo para que realmente “escape” de la 
Tierra. Con los valores dados de G, de la masa de la Tierra M y el radio R, se obtiene 
Vq « 11,180 (m/s) (alrededor de 36,680 ft/s, de 6.95 mi/s o de 25,000 mi/h). 

Comentario. La ecuación (24) proporciona la velocidad de escape para 
cualquier otro cuerpo (esférico) planetario cuando se usa su masa y su radio. Por 
ejemplo, cuando se emplea la masa M y el radio R para la Luna dada en el ejemplo 4, 
se encuentra que la velocidad de escape de la superficie lunar es Vq ~ 2375 m/s. Esto 
es justo arriba de un quinto de la velocidad de escape de la superficie de la Tierra, un 
hecho que facilita enormemente el viaje de regreso (“De la Luna a la Tierra”). ■ 
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2.3 


Problemas 


1. La aceleración de un carro sport Maserati es proporcional 
a la diferencia entre 250 km/h y la velocidad del vehículo. 
Si esta máquina puede acelerar desde el reposo hasta 100 
km/h en 10 s, ¿cuánto le tomará acelerar hasta 200 km/h 
partiendo también del reposo? 

2. Suponga que un cuerpo se mueve a través de un medio 
con resistencia proporcional a su velocidad v, de tal ma¬ 
nera que dv/dt = —kv. (a) Muestre que su velocidad y su 
posición en el tiempo t están dadas por 


v{t) = voe 


3. 


4. 


y 

x(t) =xo + (1 


(b) Si se concluye que el cuerpo viaja solamente una dis¬ 
tancia finita, encuentre esa distancia. 

Suponga que un bote de motor se mueve a 40 ft/s cuando 
su motor repentinamente se detiene, y que 10 s más tarde 
la barca ha reducido su velocidad a 20 ft/s. Asuma, como 
en el problema 2, que la resistencia que encuentra mien¬ 
tras navega es proporcional a su velocidad. ¿Qué tan lejos 
viajará el bote? 

Considere un cuerpo que se mueve horizontalmente a tra¬ 
vés de un medio cuya resistencia es proporcional al cua¬ 
drado de la velocidad v, tal que dv/dt = —kv^. Demuestre 
que 


v(t) = 


Vq 

1 -f- Vokt 


5. 


6 . 


y que 


1 

x(t) = Xo -I- - ln(l 4- Vokt). 
k 


Nótese que, en contraste con el resultado del problema 2, 
x(f) ^ +00 conforme í ^ +oo. ¿Cuál ofrece menos resis¬ 
tencia cuando el cuerpo se mueve lo suficientemente len¬ 
to, el medio en este problema o el del problema 2? ¿Es su 
respuesta consistente con la del comportamiento observa¬ 
do por x{t) conforme t oo? 

Asuma una resistencia proporcional al cuadrado de la ve¬ 
locidad (como en el problema 4), ¿qué tan lejos el bote de 
motor del problema 3 se desviará en el primer minuto des¬ 
pués de que la máquina se detiene? 

Considere que un cuerpo moviéndose con velocidad v encuen¬ 
tra resistencia de la forma dv/dt = —kv^^^. Demuestre que 


y que 


v(t) 


4iio 

{kt^o + 2f 


x{t) 




Observe que bajo una resistencia elevada a la + el bote se 
desvía solamente una distancia finita antes de que 
se detenga. 

7. Suponga que un vehículo arranca desde el reposo y su 
máquina proporciona una aceleración de 10 ft/s^, mien¬ 
tras que la resistencia del aire le provoca una desacelera¬ 
ción de 0.1 ft/s^ por cada pie por segundo de la velocidad 
del vehículo, (a) Encuentre la velocidad máxima (límite) 
posible del automotor, (b) Calcule cuánto tiempo le toma 


alcanzar 90% de su velocidad límite, y qué tanto ha viaja¬ 
do hasta entonces. 

8. Calcule nuevamente ambos incisos del problema 7, con la 
única diferencia de que la desaceleración por la resisten¬ 
cia del aire sea ahora de (0.001) v^ ft/s^ cuando la veloci¬ 
dad del vehículo es v ft/s. 

9. Un bote de motor pesa 32,000 Ib y su máquina proporcio¬ 

na un empuje de 5000 Ib. Considere que la resistencia del 
agua es de 100 Ib por cada ft/s de la velocidad v del bote. 
Entonces ^ 

1000— = 5000 - lOOn. 
dt 

Si el bote inicia a partir del reposo, ¿qué velocidad máxi¬ 
ma puede alcanzar? 

10. Una mujer que se lanza en paracaídas desde un avión a 
una altitud de 10,000 ft cae libremente por 20 s, y enton¬ 
ces abre el paracaídas, ¿cuánto le tomará llegar al piso? 
Considere una resistencia lineal del aire pv ft/s^, tomando 
p = 0.15 sin el paracaídas y p = 1.5 con el paracaídas. 
(Sugerencia: determine primero su altura sobre el piso y 
su velocidad cuando el dispositivo se abre.) 

11. De acuerdo con una información periodística, un soldado 
sobrevivió a un salto de entrenamiento en paracaídas des¬ 
de un avión a 1200 ft de altura cuando el dispositivo falló 
al abrirse, pero le proporcionó cierta resistencia mientras 
caía con el paracaídas cerrado, y alcanzó el piso a 100 mi/h 
después de haber caído por 8 s. Pruebe la exactitud de es¬ 
tas mediciones. (Sugerencia: encuentre p en la ecuación 
(4) considerando una velocidad terminal de 100 mi/h, y 
calcule posteriormente el tiempo para caer 1200 ft.) 

12. Para eliminar desperdicios nucleares —en tambores con 
peso W = 640 Ib y volumen de 8 fP— se propone arrojar¬ 
los al océano (Vq = v). La ecuación de la fuerza para un 
tambor cayendo en el agua es 

dv 

m— = -W + S + 
dt 

donde la fuerza de flotación B es igual al peso (62.5 Ib/fP) 
del volumen de agua desplazado por el tambor (princi¬ 
pio de Arquímedes) y Fk es la fuerza de resistencia del 
agua, empíricamente encontrada de 1 Ib por cada ft/s de 
la velocidad del tambor. Si los tambores estallan con un 
impacto de más de 75 ft/s, ¿cuál es la profundidad máxi¬ 
ma a la cual pueden depositarse en el océano sin la posibi¬ 
lidad de que estallen? 

13. Separe las variables en la ecuación (12) y sustituya 
M = nVp/g para obtener la función de velocidad del mo¬ 
vimiento hacia arriba dada en la ecuación (13) con la con¬ 
dición inicial v(0) = Vq. 

14. Integre la función de la velocidad en la ecuación (13) para 
obtener la función de la posición del movimiento hacia arriba 
dada en la ecuación (14) con la condición inicial y(0) = yo- 

15. Separe las variables en la ecuación (15) y sustituya 
M = nVp/g para obtener la función de la velocidad del 
movimiento hacia abajo dada en la ecuación (16) con la 
condición inicial v(0) = Vq. 

16. Integre la función de la velocidad en la ecuación (16) para 
obtener la función de la posición del movimiento hacia arriba 
dada en la ecuación (17) con la condición inicial y(0) = yo. 
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17. 


18. 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


26 . 


Considere el proyectil lanzado en línea recta hacia arriba 
desde el nivel del piso (y = 0) en el tiempo í = 0 del 
ejemplo 3, con una velocidad inicial Vq = 49 m/s. Asuma 
g = 9.8 m/s^ y p = 0.0011 en la ecuación (12). Utilice las 
ecuaciones (13) y (14) para mostrar que el proyectil al¬ 
canza su altura máxima de alrededor de 108.47 m en 
aproximadamente 4.61 s. 

Siguiendo con el problema 17, suponga ahora que el pro¬ 
yectil se deja caer (vq = 0) desde una altura de yo = 
108.47 m. Utilice las ecuaciones (16) y (17) para mostrar 
que golpea el piso 4.80 s después con una velocidad de 
impacto de alrededor de 43.49 m/s. 

Un bote de motor parte del reposo (con velocidad inicial 
v(0) = r;o = 0). Su máquina le proporciona una aceleración 
constante de 4 ft/s^, pero la resistencia del agua le produce 
una desaceleración de ?;2/400 ft/s^. Encuentre v cuando 
í = 0 s, y también obtenga la velocidad límite conforme 
t -I-CX3 (esto es, la velocidad máxima posible del bote). 
Una flecha se lanza en línea recta desde el nivel del piso 
hacia arriba con una velocidad inicial de 160 ft/s. 
Experimenta tanto la desaceleración de la gravedad como 
la desaceleración v^/SOO por la resistencia del aire. ¿Qué 
altura alcanza en el aire? 

Si una pelota se proyecta hacia arriba desde el piso con 
velocidad inicial Vq y la resistencia es proporcional a v^, 
deduzca de la ecuación (14) que la altura máxima que se 
obtiene es 


ymáx 




Suponga que p = 0.075 (en unidades fps, con g = 32 ft/s^) 
en la ecuación (15) para un soldado cayendo con el para- 
caídas abierto. Si salta desde una altura de 10,000 ft y abre 
inmediatamente su paracaídas, ¿cuál es su velocidad ter¬ 
minal? ¿Cuánto le tomará llegar al piso? 

Suponga que el soldado del problema 22 cae libremente 
por 30 s con p = 0.00075 antes de abrir su paracaídas. 
¿Cuánto le tomará llegar al piso? 

La masa del Sol es 329,320 veces mayor que la de la 
Tierra y su radio es 109 veces el radio del planeta, (a) ¿Qué 
radio (en metros) debe tener la Tierra para ser comprimida 
y transformada en un hoyo negro —la velocidad de escape 
de su superficie iguala a la velocidad c = 3 X 10® m/s de 
luz? (b) Repita el inciso (a) con el Sol en vez de la Tierra, 
(a) Demuestre que si un proyectil se lanza en línea recta 
hacia arriba desde la superficie de la Tierra con una velo¬ 
cidad inicial Vq menor que la velocidad de escape 
^J2GM/R, entonces la distancia máxima desde el cen¬ 
tro de la Tierra alcanzada por el proyectil es 


2GMR 

t~vníiK ^. . n 2 ' 

2GM — RVq 

donde M y R son la masa y el radio del planeta respecti¬ 
vamente. (b) ¿Con qué velocidad inicial Vq debe lanzarse 
el proyectil para alcanzar la máxima altitud de 100 km so¬ 
bre la superficie de la Tierra? (c) Encuentre la distancia 
máxima desde el centro de la Tierra, expresada en térmi¬ 
nos de su radio, alcanzada por el proyectil lanzado desde 
la superficie terrestre con 90% de velocidad de escape. 
Presuma que no puede salir —el motor de su cohete ha fa¬ 
llado— de un asteroide de 3 mi de diámetro y densidad 


igual a la de la Tierra, cuyo radio es de 3960 mi. Si sus 
piernas tienen suficiente elasticidad para saltar 4 ft hacia 
arriba en la Tierra usando el traje espacial, ¿puede salir 
del asteroide usando sólo el poder de sus piernas? 

27. (a) Presuma que un proyectil se lanza verticalmente desde 

la superficie r = 7? de la Tierra con velocidad inicial Vq = 
^J2GMIR, tal que Vo = k^/R, donde = 2GM. Resuelva 

la ecuación diferencial dr/dt = k/y/r [de la Ec. (23) en 
esta sección] explícitamente para deducir que r{t) oo 
conforme t —* co. (b) Si el proyectil es lanzado vertical¬ 
mente con velocidad inicial Vq > \/2GM jR, deduzca 
que 

dr ÍG k 

¿Por qué se concluye una vez más que r(t) oo conforme 
í ^00? 

28. (a) Suponga que un cuerpo se deja caer (vq = 0) desde una 
distancia rQ> R del centro de la Tierra, tal que su acelera¬ 
ción es dv/dt = —GM/r^. Ignorando la resistencia del 
aire, pruebe que alcanza una altura r < rg en el tiempo 



[Sugerencia: sustituya r = Vq cos^O para evaluar 
/ -Vf/ifo — r) dr. (b) Si el cuerpo se lanza desde una altu¬ 
ra de 1000 km por encima de la superficie de la Tierra y se 
ignora la resistencia del aire, ¿cuánto tiempo le tomará 
caer y con qué velocidad golpeará la superficie terrestre? 

29. Considere que se dispara un proyectil en línea recta hacia 
arriba desde la superficie de la Tierra con velocidad inicial 
Vq > \/2GM jR. Entonces su altura y(í) por encima de 
la superficie satisface el problema de valor inicial 


d^y 

dt'^ 


GM 

(y+77’ 


y(0) = o, y'(0) = no. 


Sustituya dv/dt = vidv/dy') e integre para obtener 


2 2 
V =Vq 


2GMy 

R{R + y) 


a fin de conocer la velocidad v del proyectil a la altura y. 
¿Qué altitud máxima alcanzará si su velocidad inicial es 
1 km/s? 

30. En el problema original de Julio Verne el proyectil lanza¬ 
do desde la superficie de la Tierra es atraído tanto por ésta 
como por la Luna, y su distancia r{t) desde el centro del 
planeta satisface el problema de valor inicial 


d^r 

dG 


GM, GM„ 
r^ (S — rY ’ 


r(0) = R, r'(0) = no 


donde M, y representan las masas de la Tierra y de la 
Luna, respectivamente; R es el radio del planeta, y S = 
384,400 km es la distancia entre los centros de la Tierra y 
la Luna. Para llegar al satélite, el proyectil debe solamente 
pasar el punto entre éste y la Tierra, donde su aceleración 
neta desaparece. Después de esto, quedará “bajo el con¬ 
trol de la Luna” y caerá desde ese punto a la superficie lu¬ 
nar. Encuentre la velocidad de lanzamiento mínima Vq que 
sea suficiente para que el proyectil logre viajar “De la 
Tierra a la Luna”. 




110 Capítulo 2 Modelos matemáticos y métodos numéricos 


2.3 Aplicación 


Propulsión de cohetes 


y 


A 


¥ 





FIGURA 2.3.5. Cohete en 
ascenso. 


Considérese que el cohete de la figura 2.3.5 despega en línea recta hacia arriba desde 
la superficie de la Tierra en el tiempo í = 0. Se desea calcular su altura y y su velo¬ 
cidad V = dy jdt en el tiempo í. El cohete es impulsado por la expulsión de gases que 
salen (hacia atrás) con velocidad constante c (en relación con el artefacto). Debido a 
la quema de su combustible, la masa m = m{t) del cohete es variable. 

Para derivar la ecuación de movimiento del cohete se utiliza la segunda ley de 
Newton en la forma 


dP 

dt 


= F 


( 1 ) 


donde P es el momento (el producto de la masa por la velocidad) y F representa la 
fuerza externa neta (gravedad, resistencia del aire, etc.). Si la masa m del cohete es 
constante, de tal manera que m'{t) = 0 —cuando sus retropropulsores se apagan o se 
encienden, por ejemplo—, entonces la ecuación (1) proporciona 


d{mv) dv dm dv 

F = - = m -1- V = m —, 

dt dt dt dt 


la cual (con dv/dt = a) es la forma más conocida de la segunda ley de Newton F = ma. 

Pero aquí m no es constante. Supóngase que m cambia a m -f Am y n a t; -f Av 
durante un corto intervalo de tiempo, de í a f -f Ai. Entonces el cambio en el momen¬ 
to del cohete mismo es 


AP ^ (m + Am){v + Av) — mu = m Av + v Am + Am Av. 

Pero el sistema incluye también los gases expulsados durante este intervalo de tiem¬ 
po, con masa — Am y velocidad aproximada v — c. Así, el cambio total en el momento 
del intervalo de tiempo Ai es 

AP «í (m Av + V Am + Am Au) -|- {—Am){v — c) 

= m Av + c Am + Am Av. 


Ahora dividamos entre Ai tomando el límite conforme Ai ^ 0 de tal manera que 
Am ^ 0, asumiendo que m(t) es continua. Ea sustitución de la expresión resultante 
para dP/dt en (1) nos lleva a la ecuación de propulsión del cohete 


dv dm 
m— + c— = F. 
dt dt 


( 2 ) 


Si = Fq + Fu, donde Fq = —mg es una fuerza de gravedad constante y Fu = 
—kv es una fuerza de resistencia del aire proporcional a la velocidad, entonces la 
ecuación (2) finalmente resulta en 

dv dm 

m— — \-c——=—mg — kv. (3) 

dt dt 

Empuje constante 

Supóngase ahora que el combustible del cohete se consume de forma constante a una 
“tasa de quemado” p durante el intervalo de tiempo [0, t\\, en el cual la masa del 
cohete decrece de mo a mj. Así, 


m(0) = mo, 


m(i) = mo — pt. 


m(ii) = mi. 


dm 

dt 


-P 


para i < ip 


ocurriendo el término del quemado en el tiempo t = t\. 


( 4 ) 
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Problema 1. Sustituir las expresiones en (4) dentro de la ecuación (3) para 
obtener la ecuación diferencial 


dv 

{m - fit)— + kv = Pe - (mo - pt)g. 
dt 


Resolver esta ecuación lineal para obtener 

v{t) = + — (1 - + ^^(1 - 

k p - k 


donde Vq = v(0) y 


M = 


m(t) 

mo 


mo — pt 
mo 


(5) 


( 6 ) 


representa la masa fraccional del cohete en el tiempo t. 


Ausencia de resistencia 

Problema 2. En el caso de falta de resistencia del aire, establecer A: = 0 en la 
ecuación (5), e integrando se obtiene 


v(t) = Uo - gí + cln 


mp 

mp — pt 


(7) 


Debido a que mp — pti = mi, se concluye que la velocidad del cohete cuando se 
termina el combustible (í = tp es 


mp 

Vi = v(ti) = Vo- gti+cln —. 

mi 


( 8 ) 


Problema 3. Iniciar con la ecuación (7) e integrar para obtener 

y{t) = ivo + c)t - l-gt^ - ^(mp- pt) In —(9) 
2 p mp — pt 

Esto hace que cuando se termina el combustible la altitud del cohete sea 

1 T cmi mp 

yi = yih) = (Vp + c)íi - -gtf - — In — . (10) 

2 p mi 

Problema 4. El cohete V-2 utilizado para atacar Eondres en la Segunda Guerra 
Mundial tenía una masa inicial de 12,850 kg, de los cuales 68.5% era combustible. 
Este se quemó uniformemente durante 70 s, con una velocidad de empuje de 2 km/s. 
Asumiendo que hubo resistencia del aire de 1.45 N por m/s de velocidad, encontrar la 
velocidad y la altitud del V-2 cuando se terminó el combustible, bajo la consideración 
de que fue lanzado verticalmente hacia arriba desde la posición de reposo en el piso. 
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Problema 5. Realmente, la ecuación diferencial en (3) es correcta sin restric¬ 
ción alguna sólo cuando el cohete está en movimiento. Sin embargo, cuando la nave 
está en su plataforma de lanzamiento y sus máquinas en fase inicial, se advierte un 
cierto intervalo de tiempo que pasa antes de que el artefacto en realidad “despegue” 
e inicie su ascenso. La razón es que si t; = 0 en (3), entonces la aceleración inicial 
resultante 


dv c dm 

dt m dt ^ 

del cohete puede ser negativa. Pero éste no desciende dentro del piso, sino que se 
“posa ahí” mientras que (debido a que m está disminuyendo) la aceleración calculada 
crece hasta alcanzar 0 y (posteriormente) valores positivos, de tal manera que el co¬ 
hete inicia el ascenso. Con la notación introducida que considera el caso de empuje 
constante, mostrar que el cohete inicialmente sólo se “posa ahí” si la velocidad de 
empuje c es menor que m^g/p, y que el tiempo tg que transcurre antes del inicio del 
despegue está dado por 

niQg - Pe 
^ - a -■ 

En el espacio libre 

Considérese finalmente que el cohete se acelera en el espacio libre, donde no hay 
gravedad ni resistencia, de tal manera que g = k = 0. Con g = 0 en la ecuación (8) 
se observa que, como la masa del cohete decrece de mo a mj, esto incrementa la ve¬ 
locidad en 

niQ 

Au = Ui — Do = cln —. (11) 

mi 

Nótese que Av depende solamente de la velocidad de salida del gas c y de la relación 
de masa inicial a final mo/mi, pero no depende de la tasa de quemado p. Por ejemplo, 
el cohete despega desde el reposo (Vq = 0), siendo km/s y niQ/mi = 20, entonces su 
velocidad al término del quemado del combustible es t;; = 5 In 20 « 15 km/s. Por 
tanto, si al inicio el cohete tiene predominantemente combustible, entonces puede 
alcanzar velocidades mucho mayores que la velocidad (relativa) de sus gases de 
escape. 


Aproximación numérica: método de Euler 


Más que regla, es un caso de excepción cuando una ecuación diferencial de la forma 
general 


> 


dy 

dx 


f(x, y) 


puede resolverse de manera exacta y explícita por métodos elementales como los 
expuestos en el capítulo 1. Por ejemplo, si se considera la ecuación simple 


dy 

dx 



( 1 ) 


_ 2 

Una solución de la ecuación (1) es sencillamente la antiderivada de e ^ . Pero se 
sabe que toda antiderivada de f(x) = e~^ es una función no elemental —una que no 
puede ser expresada como una combinación finita de funciones comunes de cálculo 
elemental—. Por tanto, no existe una solución particular de la ecuación (1) que pueda 
expresarse de manera finita en términos de funciones elementales. Cualquier intento 
para usar las técnicas del capítulo 1 con el fin de encontrar una expresión explícita de 
la solución de (1) resultará un fracaso. 
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Como posible alternativa, un graficador de computadora antiguo —de los que 
usaban una pluma con tinta para trazar curvas mecánicamente— puede programarse 
para delinear una curva solución que comience en el punto inicial (xo, yo) e intentar 
buscar su camino a través del campo de isoclinas de una ecuación diferencial dada 
y' = f(x, y). El procedimiento que adopta el graficador puede describirse como sigue: 

• La pluma del graficador comienza en el punto inicial (xq, yo) y se mueve una 
pequeña distancia a lo largo del segmento de pendiente en (xq, yo)- Así llega al 
punto (xi,yi). 

• En (xi, yi) la pluma cambia de dirección, y se desplaza ahora una pequeña 
distancia a lo largo del segmento de pendiente de este nuevo punto inicial 
(xi, yi). De esta manera llega al siguiente punto de inicio (x 2 , y 2 )- 

• En (x 2 , y 2 ) la pluma modifica nuevamente su dirección, y ahora se mueve una 
pequeña distancia a lo largo del segmento de pendiente a través de (x 2 , y 2 )- De 
esta manera llega al siguiente punto inicial (X 3 , y 3 ). 


y 



pequeños pasos para aproximar 
una curva solución. 


La figura 2.4.1 ilustra el resultado de continuar de esta manera —por una 
secuencia de pasos discretos de líneas rectas de un punto inicial al siguiente—. En 
esta figura se observa la curva poligonal, que consiste de segmentos de línea que 
conectan los puntos sucesivos (xq, yo), (xi, yO, (x2, y2), (X3, y3),.... Sin embargo, 
suponga que cada “pequeña distancia”que viaja la pluma a lo largo del segmento de 
pendiente —antes de corregir la dirección para que siga a lo largo de un nuevo seg¬ 
mento de pendiente— es tan pequeño que el ojo humano no puede distinguir los 
segmentos de línea individuales que forman la curva poligonal. Así que la curva 
poligonal resultante parece una curva solución suave de la ecuación diferencial cam¬ 
biando continuamente. De hecho, así fue como (en esencia) se generaron por medio 
de una computadora la mayoría de las curvas solución del capítulo 1 . 

Leonhard Euler —el gran matemático del siglo XVIII, en nombre de quien han 
sido denominados muchos conceptos matemáticos, fórmulas, métodos y resulta¬ 
dos— no tuvo un graficador de computadora, y su idea fue hacer todo numéricamen¬ 
te en lugar de utilizar gráficas. Para aproximar la solución del problema de valor 
inicial 


► 


— = /(x,y), y(xo) = yo, 
dx 


( 2 ) 


(x„+l,yn+¡) 



FIGURA 2.4.2. El paso de 
(Xn, y«)a(-r«+i,y«-n)- 


primero se escoge un tamaño de paso h fijo (horizontal) para utilizarlo en cada paso 
que se haga de un punto al siguiente. Supóngase que se ha iniciado en el punto 
(■t^o, yo) y después de n pasos se ha alcanzado el punto (x„, y„). Entonces el paso de 
(Xm yn) al siguiente punto (x„+i, y„+i) es como se ilustra en la figura 2.4.2. La pen¬ 
diente del segmento de dirección a través de (x„, y„) es m = /(x„, y„). En consecuen¬ 
cia, un cambio horizontal de h desde x„ hasta x„+i corresponde a un cambio vertical de 
m • h = h ■ /(x„, y„) desde y„ hasta y„+i. Por tanto, las coordenadas del nuevo punto 
(x„+i, y„+i), en términos de las coordenadas anteriores, están dadas por 

x„+i = Xn+h, y„+i = y^+h- /(x„, y„). 

Dado el problema de valor inicial en (2), el método de Euler con tamaño de 
paso h consiste en iniciar en el punto (xq, yo) y aplicar las fórmulas 


xi = xo + h 
X 2 = Xi +h 
X 2 = X 2 + h 


yi = yo + h- /(xo, yo) 
y 2 = yi • /(.ri,yi) 
y 3 = yi + h- /(X2, y2) 
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para calcular los puntos sucesivos (xi, yi), (x 2 , 3 ^ 2 ), te, ys),--- de una curva solución 
aproximada. 

Sin embargo, comúnmente no se gráfica la correspondiente aproximación po¬ 
ligonal. En su lugar, el resultado numérico de la aplicación del método de Euler es la 
sucesión de aproximaciones 


yi, y 2 , ys,..., y„, ... 


para los valores reales 


y(xi), yte), yte), ■ ■ •, yte), • ■ ■ 


en los puntos xi, X 2 , X 3 ,. .., x„,... de la solución exacta y(x) (aunque desconocida) del 
problema de valor inicial. Estos resultados se presentan por lo general en forma de una 
tabla de valores aproximados de la solución deseada. 


ALGORITMO El método de Euler 

Dado el problema de valor inicial 
dy 

> -y- = y)’ yte) = yo, (2) 

dx 

El método de Euler con tamaño de paso h consiste en aplicar la fórmula iterativa 

> yn+í=yn + h- f{Xn,yn) («>0) (3) 

para calcular aproximaciones sucesivas yi, y 2 , ys,... de los valores (reales) y(xi), 
yte), yte),- ■ ■ de la solución (exacta) y = y(x) en los puntos Xi, X 2 , X 3 ,... respecti¬ 
vamente. 


Ea fórmula iterativa (3) indica cómo realizar un paso típico de y„ a y„+i, que es 
el corazón del método de Euler. Aunque las aplicaciones más importantes de este 
método se encuentran en las ecuaciones no lineales, primero se ilustra el método con 
un problema de valor inicial simple, cuya solución exacta puede obtenerse con el 
propósito de comparar la solución real y la aproximada. 


Ejemplo 1 


Aplicar el método de Euler para aproximar la solución del problema de valor inicial 

dy 1 

/ = ^ + ^y, y(0) = -3, (4) 

dx 5 


(a) primero con tamaño de paso = 1 en el intervalo [0, 5], 

(b) después con tamaño de paso h = 0.2 en el intervalo [0, 1]. 


Solución (a) Con xq = 0, yo = —3, /(x, y) = x -\- ^y y h = 1,1a fórmula iterativa en (3) nos 
lleva a los siguientes valores aproximados 

yi = yo + • [xo + iyo] = (-3) + (1)[0 + i(-3)] = -3.6, 

y2 = yi+h-[xi + iyi] = (-3.6) + (1)[1 + i(-3.6)] = -3.32, 

yi = y 2 + h-[x2 + iy 2 ] = (-3.32) + (1)[2 + i (-3.32)] = -1.984, 

y4 = y 3 + • [X 3 + iys] = (-1.984) + (1)[3 + ^(-1.984)] = 0.6192, y 

ys = y 4 + • [X 4 + ¡y 4 ] = (0.6912) + (1)[4 + ^(0.6912)] 4.7430 
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en los puntos Xi = 1, X 2 = 2, X 3 = 3, X 4 = 4 y X 5 = 5. Nótese cómo los resultados de 
cada cálculo se alimentan dentro del siguiente. La tabla de resultados para los valores 
aproximados es 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

Aprox. y 

-3 

-3.6 

-3.32 

-1.984 

0.6912 

4.7430 


La figura 2.4.3 muestra la gráfica de esta aproximación junto con las gráficas de las 
aproximaciones de Euler obtenidas con tamaños de paso h = 0.2 y 0.05, así como la 
gráfica de la solución exacta 


y{x) = — 5x — 25 


que se obtiene fácilmente utilizando las técnicas de ecuaciones lineales de la sec¬ 
ción 1.5. Se observa que disminuyendo el tamaño de paso, aumenta la exactitud, 
pero en cualquier aproximación ésta decrece con respecto al punto inicial. 



X 


FIGURA 2.4.3. Gráficas de las aproximaciones de Euler para 
tamaños de paso h = l, h = 0.2 y h = 0.05. 


(b) Iniciando nuevamente con xq = 0, yo = —3, /(x, y) = x+ ^yyh = 0.2, se ob¬ 
tienen los valores aproximados 


yi = 

= yo 

+ 

h . 

■ [xo 

+ 

5 yo] 

Jz = 

= yi 

+ 

h ■ 

■ [xi 

+ 

bi] 

ys = 

= y 2 

+ 

h ■ 

■ [X2 

+ 

jyi] 

yr = 

= ya 

+ 

h ■ 

■ [X3 

+ 

^ 3 ] 

)'5 = 

= y4 

+ 

h ■ 

■ [X4 

+ 

b4] 


(-3) + (0.2)[0+i(-3)] = -3.12, 

(-3.12) -b (0.2)[0.2 -b i(-3.12)] «í -3.205, 
(-3.205) -b (0.2)[0.4-b i(-3.205)] «í -3.253, 
(-3.253) -b (0.2)[0.6 -b ^(-3.253)] «i -3.263, 
(-3.263) -b (0.2)[0.8 -b ^(-3.263)] «í -3.234 


en los puntos xi = 0.2, X 2 = 0.4, X 3 = 0.6, X 4 = 0.8 y X 5 = 1. La tabla que resulta con 
los valores aproximados es 


X 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

Aprox. y 

-3 

-3.12 

- 3.205 

- 3.253 

- 3.263 

- 3.234 
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Ejemplo 5 


Una mayor exactitud en el método de Euler requiere normalmente un tamaño 
de paso muy pequeño y, en consecuencia, un número de pasos tan grande que pueda 
razonablemente llevarse a cabo en forma manual. El material de aplicación de esta 
sección contiene programas de cómputo y calculadora para el método de Euler automa¬ 
tizado. Uno de estos programas se utilizó para calcular las cifras de la tabla mostrada 
en la ñgura 2.4.4. Se observa que con 500 pasos de Euler (con un tamaño de paso 
h = 0.002) dex = 0ax = Ise obtienen valores exactos dentro de un rango de 0.001. 


X 

Aprox. y 
con h = 0.2 

Aprox. y 
con /z = 0.02 

Aprox. y 
con h = 0.002 

Valor 
real de y 

0 

-3.000 

-3.000 

- 3.000 

- 3.000 

0.2 

-3.120 

-3.104 

-3.102 

-3.102 

0.4 

-3.205 

-3.172 

-3.168 

-3.168 

0.6 

-3.253 

-3.201 

-3.196 

-3.195 

0.8 

-3.263 

-3.191 

-3.184 

-3.183 

1 

-3.234 

-3.140 

-3.130 

-3.129 


FIGURA 2.4.4. Aproximaciones de Euler con tamaños de paso h = 0.2, h = 0.02 y 
h = 0.002. 


Considérese que la pelota de béisbol del ejemplo 3 en la sección 1.3 se deja caer (en 
lugar de lanzarla hacia abajo) desde un helicóptero. Su velocidad v{t) después de t 
segundos satisface el problema de valor inicial 

— = 32-0.16i;, u(0) = 0. (5) 

dt 

Utilícese el método de Euler con h = l para seguir la trayectoria de la velocidad en 
aumento de la bola en intervalos de 1 s para los primeros 10 s de caída. Con íq = 0, 
Vq = 0, F(t, v) = 32 — 0.16v y h = 1, la fórmula iterativa en (3) llega a los siguien¬ 
tes valores aproximados 

Vi = VQ + h-[32- O.lóuo] = (0) -h (1)[32 - 0.16(0)] = 32, 

U 2 = ui -h • [32 - O.lóui] = (32) -h (1)[32 - 0.16(32)] = 58.88, 
v^ = V2 + h- [32- O.I 6 U 2 ] = (58.88) -f (1)[32 - 0.16(58.88)] «i 81.46, 

VA = V 2 + h-[31- O.I 6 U 3 ] = (81.46) -b (1)[32 - 0.16(81.46)] «í 100.43, y 
V 5 = VA + h- [31- O.I 6 U 4 ] = (100.43) -b (1)[32 - 0.16(100.43)] «í 116.36. 

Continuando de esta manera, se completa la columna de /z = 1 con los valores de v 
mostrados en la tabla de la figura 2.4.5 —donde se han redondeado los valores de 
velocidad lo más cercano a ft/s —. Eos valores correspondientes ah = 0.1 se 
calcularon utilizando una computadora, y se observa que tienen una exactitud dentro 
de 1 ft/s. Nótese también que después de 10 s la bola cayendo alcanza alrededor de 
80% de su velocidad límite de 200 ft/s. ■ 

Errores acumulados y locales 

Hay varias fuentes de error en el método de Euler que pueden hacer que la aproxima¬ 
ción y„ para y(x„) no sea confiable para valores grandes de n: aquellos para los cuales 
x„ no es suficientemente cercano a xq. El error en la fórmula de aproximación lineal 


yixn+i) ^ Jn+h- fix„, y„) = y„+i 


(6) 
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t 

Aprox. V 
con h = \ 

Aprox. V 
con /í = 0.1 

Valor 

real de v 

1 

32 

30 

30 

2 

59 

55 

55 

3 

81 

77 

76 

4 

100 

95 

95 

5 

116 

111 

lio 

6 

130 

124 

123 

7 

141 

135 

135 

8 

150 

145 

144 

9 

158 

153 

153 

10 

165 

160 

160 


FIGURA 2.4.5. Aproximaciones de Euler del ejemplo 2 con 
tamaños de paso h = \ y h = Q.\. 



FIGURA 2.4.6. Error local del 
método de Euler. 


es la cantidad en la cual la línea tangente en (x„, se desvía de la curva solución a 
través de (x„, y^, como se ilustra en la figura 2.4.6. Este error, introducido en cada 
paso del proceso, se denomina error local del método de Euler. 

El error local indicado en la figura 2.4.6 debería ser el error total en y„+i si el 
punto inicial en (6) fuera un valor exacto, en lugar de una mera aproximación al 
valor real y{x^. Pero la misma sufre los efectos acumulados de todos los errores 
locales introducidos en los pasos previos. Por tanto, la línea tangente en la figura 2.4.6 
es tangente a la curva solución “errónea” —una a través de (x„, y^, más que la curva 
solución real que pasa por el punto inicial (xq, Jo) — - La figura 2.4.7 ilustra este error 
acumulado en el método de Euler; es la cantidad en la cual el camino de la poligonal 
construida con pasos segmentados desde (xq, yo) se desvía de la curva solución real 
que pasa por (xq, Jo)- 



FIGURA 2.4.7. Error acumulado en el método de Euler. 
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X 

y con 

h=QA 

y con 

h=Q.Q2 

y con 

/í =0.005 

y con 

/í =0.001 

Real 

y 

0.1 

1.1000 

1.1082 

1.1098 

1.1102 

1.1103 

0.2 

1.2200 

1.2380 

1.2416 

1.2426 

1.2428 

0.3 

1.3620 

1.3917 

1.3977 

1.3993 

1.3997 

0.4 

1.5282 

1.5719 

1.5807 

1.5831 

1.5836 

0.5 

1.7210 

1.7812 

1.7933 

1.7966 

1.7974 

0.6 

1.9461 

2.0227 

2.0388 

2.0431 

2.0442 

0.7 

2.1974 

2.2998 

2.3205 

2.3261 

2.3275 

0.8 

2.4872 

2.6161 

2.6422 

2.6493 

2.6511 

0.9 

2.8159 

2.9757 

3.0082 

3.0170 

3.0192 

1.0 

3.1875 

3.3832 

3.4230 

3.4238 

3.4266 


FIGURA 2.4.8. Aproximación de la solución de dy¡dx = x + y, y(0) = 1 con tamaños de 
paso sucesivamente más pequeños. 


El camino ordinario para intentar reducir el error acumulado en el método de 
Euler es disminuir el tamaño del paso h. Ea tabla en la ñgura 2.4.8 muestra los resul¬ 
tados obtenidos en la aproximación de la solución exacta y{x) = 2e’‘ — x — 1 del 
problema de valor inicial 

dy 

— =x + y, 3 ;( 0 ) = 1, 
dx 

utilizando sucesivamente los tamaños de paso más pequeños h = OA, h = 0.02, 
h = 0.005 y h = 0.001. Se muestran valores computados sólo en los intervalos de Ax 
= 0.1. Por ejemplo, con h = 0.001, los cálculos requirieron 1000 pasos Euler, aunque 
el valor y„ se muestra solamente cuando n es múltiplo de 100, de tal manera que x„ 
es un múltiplo entero de 0.1. 

Examinando cuidadosamente las columnas de la ñgura 2.4.8, se observa que 
para cada tamaño de paso ñjo h el error y^g¿ — japrox. se incrementa conforme x se 
encuentra más alejado del punto inicial xq = 0. Pero analizando con más atención las 
columnas de la tabla, se advierte que para cada valor de x el error disminuye conforme 
el paso h se reduce. Los errores porcentuales en el punto ñnal x = 1 están en el ran¬ 
go de 7.25% con h = 0.1, y bajan a sólo 0.08% con h = 0.001. Así, el tamaño del 
paso más bajo es el que hace que el error crezca más lentamente al incrementarse la 
distancia con respecto al punto inicial. 

La columna de datos para ñ = 0.1 en la ñgura 2.4.8 requiere solamente 10 
pasos, por lo que el método de Euler puede aplicarse en una calculadora manual. 
Pero se requieren 50 pasos para alcanzar x = 1 con h = 0.002, 200 pasos con h = 
0.005 y 1000 pasos con h = 0.001 Casi siempre se utiliza una computadora para 
implementar el método de Euler cuando se requieren más de 10 o 20 pasos. Una vez 
que se ha escrito el programa correspondiente en la computadora, un tamaño de paso 
es —en principio— igual que otro; después de todo, la máquina controla rigurosa¬ 
mente los pasos realizados. 

¿Por qué entonces simplemente no se selecciona el tamaño de paso exagerada¬ 
mente más pequeño (tal como h = 10“'^) con la expectativa de que se obtenga una 
gran exactitud? Hay dos razones para no hacerlo. La primera es obvia: el tiempo re¬ 
querido para el cálculo. Por ejemplo, los datos en la ñgura 2.4.8 se obtuvieron utili¬ 
zando una calculadora manual que realizó 9 pasos de Euler por s. Esto requirió 
escasamente arriba de 1 s para aproximar y(l) con h = 0.1, y cerca de 1 min y 50 s 
con h = 0.001. ¡Pero con h = 10“'^ se requerirían más de 3000 años! 

La segunda razón es más difícil de entender. En adición a los errores locales y 
acumulados previamente analizados, la computadora misma contribuye con un error 



2.4 Aproximación numérica: método de Euler 119 


Ejemplo 3 


de redondeo en cada etapa, debido a que se puede utilizar solamente un número 
finito de dígitos significativos en cada cálculo. Un cálculo del método de Euler con 
h = 0.0001 introducirá errores de redondeo 1000 veces más frecuentes que si se 
usara = 0.1. En consecuencia, con ciertas ecuaciones diferenciales = 0.1 puede 
producir resultados más exactos que los obtenidos con h = 0.0001, porque el efecto 
acumulado del error de redondeo en los últimos cálculos puede exceder los errores 
de redondeo y acumulado para el caso de = 0.1. 

En la práctica, como en la teoría, es difícil determinar la “mejor” selección de 
h. Esto depende de la naturaleza de la función /(x, y) en el problema de valor inicial 
dado en (2); del código exacto en el cual se escribe el programa, y de la computado¬ 
ra específica que se utilice. Con un tamaño de paso demasiado grande las aproxima¬ 
ciones inherentes al método de Euler pueden no ser suficientemente exactas, mientras 
que si h es demasiado pequeño, entonces los errores de redondeo pueden acumularse 
a un grado inaceptable, o el programa puede requerir mucho tiempo para ejecutarse. 
El tema de propagación del error en algoritmos numéricos se aborda en cursos y 
libros de texto de análisis numérico. 

Eos cálculos de la figura 2.4.8 ilustran la estrategia común para aplicar un al¬ 
goritmo numérico, tal como el método de Euler, varias veces de manera sucesiva, 
iniciando con un número determinado de n subintervalos para la primera aplicación, 
y duplicando n para cada siguiente aplicación del método. Una comparación visual 
de los resultados sucesivos puede proporcionar un “sentimiento intuitivo” para su 
exactitud. En los siguientes dos ejemplos se presentan gráficamente los resultados de 
aplicaciones sucesivas del método de Euler. 


Ea solución exacta del problema de valor inicial logístico 

£ = - j), ^(O) = 1 


es y(x) = 8/(1 -I- Ea figura 2.4.9 muestra tanto la curva solución exacta 

como la curva solución aproximada obtenidas al aplicar el método de Euler en el 
intervalo 0 ^ x = 5 con n = 5, n = 10yn = 20 subintervalos. Cada una de estas 
“curvas” realmente consiste en unir segmentos de línea (x„, y„) y (x„+i, y„+i). Ea 
aproximación de Euler con 5 intervalos es pobre, y con 10 también sobrepasa el va¬ 
lor límite y = 8 de la solución antes de nivelarla, pero con 20 subintervalos se obtie¬ 
ne un resultado cualitativo bastante acorde con el comportamiento real de la solución. 



FIGURA 2.4.9. Aproximación a una 
solución logística utilizando el método de 
Euler con n = 5, n = 10 y n = 20 
subintervalos. 
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Ejemplo 4 


La solución exacta de un problema de valor inicial 


— =ycosx, y(0) = 1 
dx 



_I_I_L_ 

0 5 10 15 


X 

FIGURA 2.4.10. Aproximación 
de la solución exacta y = e^" ^ 
utilizando el método de Euler con 
50, 100, 200 y 400 subintervalos. 


es la función periódica y(x) = La figura 2.4.10 muestra tanto la curva solución 
exacta como la curva solución aproximada obtenidas con la aplicación del método de 
Euler en el intervalo 0 ^ x ^ ótt, con n = 50, n = 100, n = 200 y n = 400 subinter¬ 
valos. Incluso con esta gran cantidad de subintervalos, el método de Euler evidente¬ 
mente tiene considerable dificultad para seguir las oscilaciones de la solución real. 
En consecuencia, métodos más exactos analizados en secciones subsecuentes serán 
necesarios para investigaciones numéricas serias. ■ 

Unas palabras de precaución 

Eos datos mostrados en la tabla de la figura 2.4.8 indican que el método de Euler 
trabaja bien en aproximar la solución de dy/dx = x + y, y(0) = 1 en el intervalo [0, 1]. 
Esto es, para cada x fijo se observa que el valor aproximado se acerca al valor real de 
y(x) conforme el tamaño de paso h disminuye. Por ejemplo, los valores aproximados 
en los renglones correspondientes a x = 0.3 y x = 0.5 sugieren que y(0.3)« 1.40 y y 
(0.5) « 1.80, de acuerdo con los valores reales mostrados en la columna final de la 
tabla. 

El ejemplo 5, en contraste, evidencia que algunos problemas de valor inicial no 
se comportan tan adecuadamente. 


Ejemplo 5 


Utilice el método de Euler para aproximar la solución del problema de valor inicial 

^ = X^ + y(0) = 1 (7) 

dx 

en el intervalo [0, 1], 

Solución Aquí /(x, y) = x^ + y^, de tal manera que la fórmula iterativa del método de Euler es 

yn+i = yn+h-{x^ + yl). (8) 


Con un tamaño de paso = 0.1 se obtiene 

yi = l + (0.1)-[(0)2 + (l)2] = Ll, 

y 2 = 1.1 + ( 0 . 1 ) • [( 0 . 1)2 ^ ^ ^ ^ 222 , 

y 3 = 1.222-b (0.1) • [(0.2)2-b (1.222)2] ^ 13753^ 


y así en adelante. Redondeado a 4 cifras decimales, los primeros 10 valores obteni¬ 
dos de esta manera son: 


yi = 1.1000 

ye 

= 2.1995 

y2 = 1.2220 

yi 

= 2.7193 

y3 = 1.3753 

ys 

= 3.5078 

y4 = 1.5735 

y9 

= 4.8023 

ys = 1.8371 

yio 

= 7.1895 


Sin embargo, en lugar de aceptar ingenuamente estos resultados como aproxi¬ 
maciones exactas, se decidió utilizar una computadora para repetir los cálculos con 
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y con 
h = 0.1 


y con 
h = 0.02 


y con 
h = 0.005 


0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 


1.1000 

1.2220 

1.3753 

1.5735 

1.8371 

2.1995 

2.7193 

3.5078 

4.8023 

7.1895 


1.1088 

1.2458 

1.4243 

1.6658 

2.0074 

2.5201 

3.3612 

4.9601 

9.0000 

30.9167 


1.1108 

1.2512 

1.4357 

1.6882 

2.0512 

2.6104 

3.5706 

5.5763 

12.2061 

1502.2090 



- 2.0 - 1.0 0.0 1.0 2.0 


FIGURA 2.4.11. Intento para aproximar la solución de 
dy/dx = :>?' + y^, y(0) = 1. 


FIGURA 2.4.12. Solución de 

dy/dx = x^ + 3;(0) = 1. 


valores más pequeños de h. La tabla en la ñgura 2.4.11 muestra los resultados obte¬ 
nidos con tamaños de paso h = 0.1, h = 0.02 y h = 0.005. Obsérvese que ahora la 
“estabilidad” del procedimiento en el ejemplo 1 no está presente. De hecho, parece 
obvio que algo es incorrecto alrededor de x = 1. 

La ñgura 2.4.12 proporciona un indicio gráñco de la diñcultad. Muestra un 
campo de isoclinas para dy/dx = + y^, junto con una curva solución a través de 

(0,1) gradeada con uno de los métodos de aproximación más precisos de las siguien¬ 
tes dos secciones. En la figura 2.4.12 se aprecia que esta curva solución puede tener 
una asíntota vertical cerca de x = 0.97. De hecho, puede obtenerse una solución 
exacta utilizando funciones de Bessel (véase el problema 16 en la sección 8.6) para 
mostrar que ^(x) ^ -foo conforme x ^ 0.969811 (aproximadamente). Pese a que el 
método de Euler proporciona valores en x = 1 (aunque de manera falsa) la solución 
real no existe en el intervalo entero [0, 1]. Además, este método no es capaz de “pro¬ 
cesar” los cambios rápidos en y{x) que ocurren conforme x se aproxima a la discon¬ 
tinuidad infinita cerca de 0.969811. ■ 

Ea moraleja del ejemplo 5 es que hay una falla en la solución numérica de 
algunos problemas de valor inicial. Ciertamente, es inútil intentar aproximar una 
solución en un intervalo donde ésta no existe (o donde no es única, en cuyo caso no 
hay un camino general para predecir cuál seguirán las aproximaciones en un punto 
que no tiene unicidad). En este sentido, nunca se deben aceptar como exactos los 
resultados al aplicar el método de Euler con un solo tamaño de paso fijo h. Una se¬ 
gunda “corrida” con tamaño de paso más pequeño {h/2,h/5,h/\0) puede proporcio¬ 
nar resultados aparentemente consistentes, y por tanto sugerir su exactitud, o puede 
—como en el ejemplo 5— revelar la presencia de alguna dificultad escondida en el 
problema. Muchos problemas requieren simplemente más exactitud y métodos más 
potentes, los cuales se abordarán en las dos secciones finales de este capítulo. 


^^3 Problemas _ 

En los problemas 1 al 10 se proporciona un problema de valor 
inicial y su solución exacta dada en y(x). Aplique dos veces el 
método de Euler para aproximar esta solución en el intervalo 
[0 = ^], primero con un tamaño de paso h = 0.25, y después 
con h = 0.1. Compare los valores con 3 cifras decimales de las 
dos aproximaciones en x = ^ contra el valor y(-^) de la solu¬ 
ción real. 


1. y = -y, y(0) = 2; y(x) = 2e-^ 

2. y = 2y,y(0) = i;y(x) = ic"- 

3. y = y -t-1, y(0) = 1; y(x) = 2U - 1 

4. y' = x — y, y(0) = 1; y(x) = 2e^^ 3- x — 1 

5. y' = y — X — y(0) = 1; y{x) = 2-y x — e^ 

6. y' = -2xy, y(0) = 2; y(x) = 2e-^' 
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7. y = -3x^y, y(0) = 3; y(x) = 3e-^' 

8. y' = y(0) = 0; y(x) = ln(x + 1) 

9. y = \{l + /), y(0) = 1; y(x) = tan i(x + ir) 

10. y = 2xy2, j,(0) = 1; y(x) = 

Nota. Las aplicaciones que siguen a este conjunto de proble¬ 
mas proporcionan programas ilustrativos en computadora/ 
calculadora que pueden utilizarse en los problemas restantes. 

Una calculadora programable o una computadora serán de 
gran utilidad en los problemas 11 al 16. En cada uno de ellos 
encuentre la solución exacta del problema de valor inicial 
dado. Posteriormente aplique dos veces el método de Euler 
para aproximar {a 4 cifras decimales) esta solución en el in¬ 
tervalo dado, primero con tamaño de paso h = 0.01 y después 
con tamaño de paso h = 0.005. Diseñe una tabla que muestre 
los valores aproximados y el valor real junto con el porcentaje 
de error en la aproximación más exacta, siendo x un múltiplo 
entero de 0.2. A lo largo del conjunto de problemas, las primas 
representan derivadas con respecto a x. 

11 . y' = y-2,y{0) = 1; 0 ^ X ^ 1 

12. y' = i(y - l)^ 3^(0) = 2; 0 ^ x ^ 1 

13. yy' = 2x^, y(l) = 3; 1 ^ x ^ 2 

14. xy = y^y(l) = 1; 1 ^ X ^ 2 

15. xy' = 3x — 2y, y(2) = 3; 2 ^ x ^ 3 

16. y^y' = 2x5, ^(2) = 3; 2 ^ x ^ 3 

Para los problemas 17 al 24 se requiere una computadora con 
impresora. En estos problemas de valor inicial, utilice el méto¬ 
do de Euler con tamaños de paso h = O.l, 0.02,0.004 y 0.0008 
para aproximar, con 4 cifras decimales, los valores de la solu¬ 
ción en 10 puntos igualmente espaciados del intervalo dado. 
Imprima los resultados en forma tabular con títulos apropiados 
para facilitar la interpretación del efecto de variar el tamaño 
de paso h. A lo largo del conjunto de problemas, las primas 
representan derivadas con respecto a x. 

17. y = x^ + y^ y(0) = 0; 0 ^ x ^ 1 

18. y = x^ - y(0) = 1; 0 ^ x ^ 2 

19. y' = X + yy, y(0) = 1; o ^ X ^ 2 

20. y' = X + yy, y(0) = —1; 0 ^ x ^ 2 

21. y' = Iny, y(l) = 2; 1 ^ x ^ 2 

22. y' = x2/5 y2/f y(Q) = 1; 0 ^ X ^ 2 

23. y' = sen x + eos y, y(0) = 0; 0 S x S 1 

24. y = y(-l) = 1; -1 ^ X y 1 

25. Usted se lanza en paracaídas del helicóptero del ejemplo 
2, e inmediatamente después jala la cuerda del dispositi¬ 
vo. Ahora k = 1.6 en la ecuación (5), de tal manera que su 
velocidad de caída satisface el problema de valor inicial 

— =32-1.611, 11(0) = 0 

dt 

(con í en s y ti en ft/s). Utilice el método de Euler con 
una calculadora programable o una computadora para 
aproximar la solución en el intervalo 0 S í S 2, primero 
con tamaño de paso h = 0.01 y después con h = 0.005, 
redondeando los valores aproximados de t; a una cifra 
decimal. ¿Qué porcentaje de la velocidad límite de 20 
ft/s se obtiene después de 1 s? ¿Después de 2 s? 


26. Suponga que en un pequeño bosque la población de vena¬ 
dos P{t), inicialmente con 25 individuos, satisface la 
ecuación logística 

— = 0.0225P - 0.0003P^ 
dt 

(con t en meses). Utilice el método de Euler en una calcu¬ 
ladora programable o en una computadora para aproximar 
la solución a los 10 años, primero con un tamaño de paso 
h = \ y después con h = 0.5, redondeando los valores 
aproximados de P a números enteros de venados. ¿Qué 
porcentaje de la población límite de 75 venados se obtiene 
después de 5 años? ¿Después de 10? 


Implemente el método de Euler en un sistema de computadora 
para encontrar los valores de la solución deseada en los pro¬ 
blemas 27 y 28. Inicie con un tamaño de paso h = 0. 1 , y utilice 
tamaños de paso sucesivamente más pequeños hasta encon¬ 
trar valores de la solución aproximada en x = 2 que coinci¬ 
dan, redondeados a 2 cifras decimales. 

27. y' = x^4-y^- 1, y(0) = 0; y(2) = ? 

28. y = x + iy^y(-2) = 0;y(2) = ? 

29. Considere el problema de valor inicial 

7x^ + y = 0, y(-l) = l. 


(a) Resuelva para obtener la solución exacta 



la cual tiene una discontinuidad en x = 0. (b) Aplique el 
método de Euler con tamaño de paso h = 0.15 para 
aproximar esta solución en el intervalo — 1 S x S 0.5. 
Note que a partir de estos datos no es posible sospechar 
dificultad alguna cerca de x = 0. La razón es que la aproxi¬ 
mación numérica “brinca al otro lado de la discontinuidad” 
a la solución de 7xy' -I- y = 0 para x > 0. (c) Einalmente, 
aplique el método de Euler con tamaño de paso h = 0.03 
y h = 0.006, pero imprimiendo resultados solamente en 
los puntos originales X = —1.00, —0.85, —0.70,..., 1.20, 
1.35 y 1.50. ¿Se debería sospechar ahora una discontinui¬ 
dad en la solución exacta? 

30. Aplique ahora el método de Euler con tamaños de paso 
sucesivamente más pequeños en el intervalo [0, 2] para 
verificar empíricamente que la solución del problema de 
valor inicial 


^=x^ + y\ y(0)=0 
dx 

tiene una asíntota vertical cerca de x = 2.003147. 
[Contraste esto con el ejemplo 2, en el cual y(0) = 1]. 

31. La solución general de la ecuación 

dy o 

— = (1 -b yu cosx 
dx 

es y(x) = tan(C + sen x). Con la condición inicial y(0) = 
0, la solución y(x) = tan(sen x) se comporta bien. Pero 
cony(O) = 1 la solución y(x) = tan{^ jt -1 senx) tiene una 
asíntota vertical en x = sen“*(77-/4) ~ 0.90334. Utilice el 
método de Euler para verificar empíricamente este 
hecho. 
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2.4 Aplicaciones 


Implementación del método de Euler 


El diseño de un programa en computadora o calculadora para implementar un algo¬ 
ritmo numérico puede aguzar nuestro entendimiento sobre el algoritmo. La ñgura 
2.4.13 muestra los programas TI-85 y BASIC para implementar el método de Euler, 
que aproxima la solución al problema de valor inicial 

^=x+y, y(0) = l 

dx 


considerado en esta sección. Los comentarios de la columna ñnal de la ñgura 2.4.13 
deben hacer este programa inteligible aun si se tiene poca familiaridad con el BASIC 
o con los lenguajes de programación de las calculadoras TI. De hecho, el lenguaje 
BASIC no es ya muy utilizado para la programación de computadoras, pero aún es útil 
(como en la ñg. 2.4.13 y otras subsecuentes de este texto) para programar algoritmos 
matemáticos breves de una forma transparente que medie entre el idioma inglés y los 
lenguajes de programación de alto nivel. (El nombre BASIC es el acrónimo de 
Beginner’s All-purpose Symbolic Instruction Code, introducido inicialmente en 
1963 para ñnes educativos en Dartmouth College.) 


TI-85 BASIC Comentarios 


PR06RAM:EULER 

: lO^N 

:0^X 

:1^Y 

:1^X1 

: (Xl-X) /N^H 

:For(I,l,N) 

:X+Y^F 

: Y+H*F^Y 

:X+H^X 

:Disp X,Y 

:End 


Program EULER 
N = 10 

X = 0 

Y = 1 

XI = 1 

H = (Xl-X)/N 
FOR 1=1 TO N 
F = X + Y 

Y = Y + H*F 
X = X + H 
PRINT X,Y 
NEXT I 


Titulo del programa 
Número de pasos 
X Inicial 
y Inicial 
X final 

Tamaño de paso 
Principio del ciclo 
Valor de la función 
Iteración de Euler 
X nueva 

Despliegue de resultados 
Fin del ciclo 


FIGURA 2.4.13. Programas para el método de Euler, BASIC y TI-85. 


Para incrementar el número de pasos (y por tanto disminuir su tamaño) se ne¬ 
cesita únicamente cambiar el valor especiñcado de N en la primera línea del progra¬ 
ma. Así, al aplicar el método de Euler a diferentes ecuaciones dy/dx = /(x, y) sólo 
es necesario cambiar la línea que calcula el valor de la función F. 

Cualquier otro lenguaje de programación (tal como FORTRAN o Pascal) debe 
seguir el patrón ilustrado en las líneas de código para TI-85 y /o para BASIC de la ñ- 
gura 2.4.13. Algunos lenguajes de programación modernos reñejan la misma nota¬ 
ción matemática estándar aún más cerradamente. La ñgura 2.4.14 muestra una 
implementación del método de Euler en Matlab. La función euler toma como 
entradas el valor inicial x, el valor inicial y, el valor ñnal xl de x, y el número de¬ 
seado de subintervalos n. Por ejemplo, la instrucción de Matlab 

[X, y] = euler(0, 1, 1, 10) 

genera los datos x„ y y„ mostrados en las primeras dos columnas de la tabla de la ñ- 
gura 2.4.8. 
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functlon yp = f(x,y) 
yp = X + y; 


% yp = y 


functlon [X,Y] = 
h = (xl - x)/n; 

X = x; 

Y = y; 
for i = l:n 


euler(x,y,xl,n) 


% tamaño del paso 
% valor Inicial x 
% valor Inicial y 
% Inicio del ciclo 


y = y + h*f(x,y) 

X = X + h; 

X = [X;x]; 

Y = [Y;y]; 
end 


% Iteración de Euler 
% valor nuevo de x 
% actualización de la columna x 
% actualización de la columna y 
% fin del ciclo 


FIGURA 2.4.14. Implementación del método de Euler en MATLAB. 


Se debe iniciar este proyecto implementando el método de Euler en la pro¬ 
pia calculadora o sistema de cómputo. Verifique su programa con el problema de 
valor inicial del ejemplo 1, y posteriormente con algunos de los problemas de esta 
sección. 

Investigación de números famosos 

Los siguientes problemas describen los números e « 2.71828, In « 0.69315 y n ~ 
3.14159 como valores específicos de soluciones de ciertos problemas de valor ini¬ 
cial. En cada caso, apliqúese el método de Euler con n = 50, 100, 200,... subinter¬ 
valos (duplicando n cada vez). ¿Cuántos subintervalos serán necesarios para obtener 
—por segunda vez en la sucesión— el valor correcto del número seleccionado re¬ 
dondeado a tres cifras decimales? 

1. El número e = y(l), donde y(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = y,y(0) = 1. 

2. El número In 2 = y(2), donde y{x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = 1 /x, y(l) = 0. 

3. El número tt = y(l), donde y(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = 4/(1 + x^), y(0) = 0. 

También expliqúese en cada problema el punto que se desea investigar, ¿por 
qué el guarismo famoso indicado es el resultado numérico esperado? 



Un acercamiento más profundo al método de Euler 


El método de Euler no se utiliza comúnmente en la práctica como se presentó en la 
sección 2.4, principalmente porque existen otros métodos más exactos. Pero el de 
Euler tiene la ventaja de su simplicidad, además de que su estudio cuidadoso nos 
lleva a profundizar en el manejo de métodos más exactos, porque muchos de los más 
recientes no son más que extensiones o refinamientos del método de Euler. 

Para comparar dos métodos diferentes de aproximación numérica se necesita 
algún camino que nos permita medir la exactitud de cada uno. El teorema 1 indica el 
grado de precisión que se puede esperar con el método de Euler. 
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TEOREMA 1 Error en el método de Euler 

Supóngase que el problema de valor inicial 
dy 

= fix, y), yixo) = yo (1) 

tiene una única solución ^(x) en el intervalo cerrado [a, b \ con a = xq, y asúmase 
que y(x) tiene una segunda derivada continua en [a, b\. (Esto se concluye de que 
/, y fy son todas continuas para a^x=byc^y^d, donde c = y(x) = d para 
todaX en [a, b\.) Entonces existe una constante C tal que lo siguiente es cierto: Si 
las aproximaciones yi,y 2 .y 37 ---.yA: a los valores reales y(xi), y(x 2 ) y y(x 3 ),... y(xt), 
en puntos de [a, b\ se calculan utilizando el método de Euler con tamaño de paso 
h> 0, entonces 


|y« - y(xn)\ ú Ch 


( 2 ) 


para cada n = 1, 2, 3,..., k. 


Comentario. El error 


y real yaprox yn 

en (2) representa el error (acumulado) en el método de Euler después de n pasos en 
la aproximación, es decir, el error de redondeo exclusivo (pensando que se utiliza 
una máquina perfecta que no comete errores de redondeo). El teorema puede resu¬ 
mirse diciendo que el error en el método de Euler es del orden de h; esto es, el error 
está limitado por una constante C (predeterminada) multiplicada por el tamaño del 
paso h. Esto permite, por ejemplo, que (en un intervalo cerrado dado) dividiendo a la 
mitad el tamaño de paso, el error se corte máximo en la mitad; de manera similar, con 
tamaños de paso ñ/10 se obtiene 10 veces la exactitud (esto es, 1 /lO del error máxi¬ 
mo) del tamaño de paso h. Consecuentemente, se puede —en principio— obtener 
cualquier grado de exactitud que se quiera seleccionando un h lo suñcientemente 
pequeño. ■ 

Se omitirá la prueba de este teorema, pero puede encontrarse en el capítulo 7 
de G. Birkhoff and G.-C. Rota, Ordinary Differential Equations, 4a. ed., John Wiley, 
New York, 1989. Ea constante C merece algún comentario. Debido a que C tiende a 
incrementarse conforme crece el valor máximo de |y"(-^)| en [a, b], esto hace que C 
dependa de un camino regularmente complicado en y, y el cálculo real de un valor de 
C tal que se cumpla la desigualdad en (2) es normalmente impráctico. En los hechos, 
se emplea el procedimiento siguiente: 

1. Aplicar el método de Euler al problema de valor inicial en (1) con un valor 
razonable de h. 

2. Repetir el procedimiento con h/2, h/A, y así en adelante, en cada una de las 
etapas, dividiendo en dos el tamaño de paso para la siguiente aplicación del 
método de Euler. 

3. Continuar hasta que el resultado logrado en una aplicación concuerde —en un 
número determinado de dígitos signiñcativos— con los obtenidos en la etapa 
previa. Entonces los valores aproximados resultantes de esta fase se consideran 
los más exactos para el número determinado de dígitos signiñcativos. 



126 Capítulo 2 Modelos matemáticos y métodos numéricos 


Ejemplo 1 


Llevar a cabo este procedimiento con el problema de valor inicial 

Ixy 


dy 

dx 


2, y(0) = i 

para aproximar con precisión el valor de y(l) de la solución en x = 1. 


(3) 


Solución Utilizando un programa del método de Euler, tal vez alguno de los listados en las 
figuras 2.4.13 y 2.4.14, comenzar con un tamaño de paso h = 0.04, requiriendo n = 25 
pasos para alcanzara = 1. La tabla en la figura 2.5.1 registra el valor aproximado de 
y(l) obtenido con valores sucesivamente más pequeños de h. Los datos sugieren que 
el valor verdadero de y(l) es exactamente 0.5. De hecho, la solución exacta del pro¬ 
blema de valor inicial en (3) es y(x) = 1/(1 -I- x^), de tal manera que el valor verda¬ 
dero de y(l) es exactamente ■ 


h 

Aproximado y(I) 

Real y(l) 

lErrorI/ h 

0.04 

0.50451 

0.50000 

0.11 

0.02 

0.50220 

0.50000 

0.11 

0.01 

0.50109 

0.50000 

0.11 

0.005 

0.50054 

0.50000 

0.11 

0.0025 

0.50027 

0.50000 

0.11 

0.00125 

0.50013 

0.50000 

0.10 

0.000625 

0.50007 

0.50000 

0.11 

0.0003125 

0.50003 

0.50000 

0.10 


FIGURA 2.5.1. Tabla de valores del ejemplo 1. 



FIGURA 2.5.2. Valores reales y 
predicciones del método de Euler. 


La columna final de la tabla de la figura 2.5.1 despliega la razón de la magnitud 
del error con respecto a fi; esto es jyreai “ Taproxl/Zt- Obsérvese cómo los datos en esta 
columna verifican el teorema 1 —en este cálculo, el error acotado en (2) se cumple 
con un valor de C ligeramente mayor que 0.1. 

Una mejora en el método de Euler 

Como muestra la figura 2.5.2, el método de Euler no es simétrico. Utilícese la pen¬ 
diente pronosticada k = /(x„, y„) de la gráfica de la solución en el punto final del 
lado izquierdo del intervalo [x„, x„ -I- h] como si fuera la pendiente real de la solu¬ 
ción sobre ese intervalo entero. Enfoquemos ahora nuestra atención en un camino 
que puede incrementar fácilmente la exactitud; se conoce como método de Euler 
mejorado. 

Dado el problema de valor inicial 

^ = /(■*> y)> yixo) = yo, (4) 

dx 

supóngase que después de llevar a cabo n pasos con tamaño de paso h, se puede 
calcular la aproximación y„ para el valor real y(x„) de la solución en x„ = xq + nh. 
Puede utilizarse el método de Euler para obtener una primera estimación —la cual 
ahora se llama i en lugar de y „+1 — del valor de la solución en x „+1 = x„ -f fi. De 
este modo 


> 


Un+\ =y„+h- f{Xn, yn) = yn+h -ki. 
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Ahora que se ha calculado m„+i « y(x„+i), se puede tomar 

^ ^2 — f (^n+15 r¿n+l) 

como una segunda estimación de la pendiente de la curva solución y = y(x) en x = 

^n+l- 

Por supuesto, la pendiente aproximada ki = /(x„, y„) en x = x„ ya se ha calcu¬ 
lado. ¿Por qué no promediar estas dos pendientes para obtener una estimación más 
exacta de la pendiente promedio de la curva solución en todo el suhintervalo [x„, 
x„+i]? Esta idea es la esencia del método de Euler mejorado. Ea figura 2.5.3 muestra 
la interpretación geométrica de este método. 



FIGURA 2.5.3. Método de Euler mejorado; promedia las pendientes de las líneas 
tangentes en (x„, y„) y (x„+i, u„+i). 


ALGORITMO Método de Euler mejorado 

Dado el problema de valor inicial 
dy 

= >’(-^o) = yo, 

dx 

el método de Euler mejorado con tamaño de paso h consiste en aplicar las 
fórmulas iterativas 


h = /(x„, y„), 

Un+\ = yn+h- ki, 

^2 — f (-Xn+l, ), 

yn+\ = yn+h - ^(kl+ k2) 


para calcular aproximaciones sucesivas yj, y 2 , ys... a los valores (reales) y(xi), 
y(x 2 ), y(x 3 )... de la solución (exacta) y = y(x) en los puntos Xi, X 2 , X 3 ..., respectiva¬ 
mente. 
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Comentario. La fórmula final en (5) toma la “forma de Euler” 


yn+l =yn + h- k 


si se escribe 


k = 


k\ + k 2 
2 


para la pendiente promedio aproximada en el intervalo [x„, x„+i] 


El método de Euler mejorado forma parte de una clase de técnicas numéricas 
conocidas como métodos predictores-correctores. Primero se calcula una predic¬ 
ción M„+i del siguiente valor de y; posteriormente, ésta se utiliza para corregirse a sí 
misma. De este modo, el método de Euler mejorado con tamaño de paso h consis¬ 
te en usar la predicción 


>- =y^+h- fiXn, yn) ( 6 ) 

y la corrección 

> yn+\ =yn+h- \ [/(x„, yn) + fUn+U M„+l)] (7) 


iterativamente para calcular aproximaciones sucesivas yi, y 2 , ys--- para los valores 
■ ■ de la solución real del problema de valor inicial en (4). 

Comentario. Cada paso del método de Euler mejorado requiere dos eva¬ 
luaciones de la función /(x, y) a medida que son comparadas con la evaluación de la 
función sola requerida para un paso ordinario de Euler. Naturalmente, se desea saber 
si vale la pena enfrentar la dificultad que representa esta doble labor de cálculo. 

Respuesta. Al suponer que la solución exacta y = y(x) del problema de 
valor inicial en (4) tiene una tercer derivada continua, puede probarse —véase capí¬ 
tulo 7 de Birkhoff y Rota— que el error en el método de Euler mejorado es del orden 
de h^. Esto significa que en un intervalo acotado dado [a, b\, cada valor aproximado 
y„ satisface la desigualdad 

\yiXn) - yn\ÚCh^, (8) 

donde la constante C no depende de h. Debido a que tí^ es mucho más pequeña que 
h si h misma es pequeña, esto significa que el método de Euler mejorado es más 
exacto que el método de Euler. Esta ventaja se compensa con el hecho de que se re¬ 
quieren casi dos veces más cálculos. Pero el factor de en (8) significa que partiendo 
por la mitad el tamaño de paso, resulta un error máximo de 1 /4, y con un tamaño de 
paso de fi/10 se obtiene 100 veces la exactitud (esto es, el error máximo de 1 /lOO) 
que con un tamaño de paso h. ■ 


Ejemplo 2 


Ea figura 2.4.8 muestra los resultados de aplicar el método de Euler al problema de 
valor inicial 


-^=x + y, y(0) = l (9) 

dx 

con solución exacta y(x) = 2e* — x — 1. Con /(x, y) = x + y en las ecuaciones (6) y 
(7), las fórmulas predictoras-correctoras para el método de Euler mejorado son: 


Un+l =yn+h- {Xn + y„), 

yn+l = yn + h ■ ^ [(x„ -|- y„) + (Xn+l + M„+i)] . 
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Con tamaño de paso ñ = 0.1 se calcula 

Mi = 1 + ( 0 . 1)-(0 + 1 ) = 1 . 1 , 

yi = l + (0.05) • [(0 + 1) + (0.1 + 1.1)] = 1.11, 

M2 = 1.11 + (0.1) • (0.1 + 1.11) = 1.231, 

y2 = 1.11 + (0.05) • [(0.1 + 1.11) + (0.2+1.231)] = 1.24205, 

y así en adelante. La tabla de la ñgura 2.5.4 compara los resultados obtenidos apli¬ 
cando el método de Euler mejorado con los obtenidos previamente por medio del 
método de Euler “sin mejorar”. Cuando se utiliza el mismo tamaño de paso h = 0.1, 
el error en la aproximación de Euler para y(l) es de 7.25%, pero en la aproximación 
del método de Euler mejorado es de sólo 0.24%. 


Aproximación 
de Euler 

mejorado, Real 

X y y 


0.0 

1.00000 

1.00000 

0.1 

1.11034 

1.11034 

0.2 

1.24280 

1.24281 

0.3 

1.39971 

1.39972 

0.4 

1.58364 

1.58365 

0.5 

1.79744 

1.79744 

0.6 

2.04423 

2.04424 

0.7 

2.32749 

2.32751 

0.8 

2.65107 

2.65108 

0.9 

3.01919 

3.01921 

1.0 

3.43654 

3.43656 


X 

Método de Euler, 
h =0.1 
Valores de y 

Método de Euler, 
h = 0.005 
Valores de y 

Euler mejorado, 
h = 0.1 

Valores de y 

Real 

3’ 

0.1 

1.1000 

1.1098 

1.1100 

1.1103 

0.2 

1.2200 

1.2416 

1.2421 

1.2428 

0.3 

1.3620 

1.3977 

1.3985 

1.3997 

0.4 

1.5282 

1.5807 

1.5818 

1.5836 

0.5 

1.7210 

1.7933 

1.7949 

1.7974 

0.6 

1.9431 

2.0388 

2.0409 

2.0442 

0.7 

2.1974 

2.3205 

2.3231 

2.3275 

0.8 

2.4872 

2.6422 

2.6456 

2.6511 

0.9 

2.8159 

3.0082 

3.0124 

3.0192 

1.0 

3.1875 

3.4230 

3.4282 

3.4366 


FIGURA 2.5.4. Aproximaciones de Euler y Euler mejorado para la solución de 
dy/dx = X + y, y(0) = 1. 


En realidad el método de Euler mejorado con ñ = 0.1 es más exacto (en este 
ejemplo) que el método de Euler original con h = 0.005. Este último exige 200 eva¬ 
luaciones de la función /(x, y), pero el primero requiere solamente 20. Así, en este 
caso el método de Euler mejorado aporta una mayor exactitud con solamente un 
décimo de trabajo. 

Ea ñgura 2.5.5 muestra los resultados cuando el método de Euler mejorado se 
aplica al problema de valor inicial en (9) usando un tamaño de paso h = 0.005. En la 
tabla aparece una exactitud de cinco cifras signiñcativas. Esto sugiere que, en con¬ 
traste con el método de Euler original, el mejorado es suñcientemente exacto para 
ciertas aplicaciones prácticas, tales como la grañcación de curvas solución. ■ 

Un programa de Euler mejorado (similar al presentado en el material de pro¬ 
yecto para esta sección) se utilizó para calcular aproximaciones al valor exacto y(l) 
= 0.5 de la solución y(x) = 1/(1 + x^) del problema de valor inicial 


FIGURA 2.5.5. Aproximación 
con el método de Euler mejorado a 
la solución de la ecuación (9) con 
tamaño de paso h = 0.005. 


dy 

dx 


2xy 
1 + x^ ’ 


^(O) = 1 


(3) 


del ejemplo 1. Eos resultados obtenidos por particiones sucesivas del tamaño de paso 
aparecen en la tabla de la ñgura 2.5.6. Nótese que la columna ñnal de esta tabla co¬ 
rrobora claramente la forma del error acotado en (8), y es que cada subdivisión del 
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h 

Aproximación 
de Euler mejorado 
para y(I) 

Error 

lErrorI/ h} 

0.04 

0.500195903 

-0.000195903 

0.12 

0.02 

0.500049494 

- 0.000049494 

0.12 

0.01 

0.500012437 

-0.000012437 

0.12 

0.005 

0.500003117 

-0.000003117 

0.12 

0.0025 

0.500000780 

- 0.000000780 

0.12 

0.00125 

0.500000195 

-0.000000195 

0.12 

0.000625 

0.500000049 

- 0.000000049 

0.12 

0.0003125 

0.500000012 

-0.000000012 

0.12 


FIGURA 2.5.6. Aproximación de Euler mejorado para y(l) en 
dy/dx = —2xyl{\ + x?),y(0) = 1. 


tamaño de paso reduce el error en un factor de casi exactamente 4, como debe suce¬ 
der si el error es proporcional a h^. 

En los siguientes dos ejemplos se muestran los resultados grábeos obtenidos al 
aplicar la estrategia de las particiones sucesivas del tamaño de paso, y de este modo 
se duplica el número de subintervalos de un intervalo ñjo en el cual se está aproxi¬ 
mando la solución. 


Ejemplo 3 


En el ejemplo 3 de la sección 2.4 se aplicó el método de Euler para el problema de 
valor inicial logístico 


dy 

dx 


iy(8 -y), y(0) = l. 



FIGURA 2.5.7. Aproximando 
una solución logística utilizando el 
método de Euler mejorado con 
n = 5, n = 10, n = 20 y n = 40 
subintervalos. 


Ea ñgura 2.4.9 muestra una diferencia obvia entre la solución exacta y(x) = 8/(1 -f 
y la aproximación de Euler en 0 ^x ^ 5 utilizando n = 20 subintervalos. Ea 
ñgura 2.5.7 expone a su vez las curvas solución gradeadas por medio del método de 
Euler mejorado. 

Ea aproximación con cinco subintervalos es aún pésima, ¡tal vez la peor! Se 
observa que se nivela considerablemente poco con respecto a la población límite real 
M = 8. Es conveniente realizar al menos los dos primeros pasos utilizando el método 
de Euler mejorado para observar que, después de incrementarse apropiadamente du¬ 
rante el primer paso, la solución aproximada disminuye en el segundo paso en lugar 
de continuar incrementándose (como debiera). En el proyecto para esta sección se 
pidió demostrar empíricamente que la solución aproximada de Euler mejorado con 
tamaño de paso b = 1 se nivela en que y « 4.3542. 

En contraste, la curva solución aproximada con n = 20 subintervalos sigue la 
curva solución exacta muy cercanamente, y con n = 4-0 subintervalos la curva solu¬ 
ción aproximada y exacta son indistinguibles como se muestra en la ñgura 2.5.7. La 
tabla de la ñgura 2.5.8 indica que la aproximación de Euler mejorado con n = 200 
subintervalos se redondea con tres cifras decimales respecto a la solución exacta 
(esto es, 4 dígitos signiñeativos) en el intervalo 0 áx ^ 5. Debido a que las diferencias 
en el cuarto dígito signiñeativo no son visualmente apreciables en la resolución 
de una pantalla de computadora ordinaria, el método de Euler mejorado (usando 
varios cientos de subintervalos) se considera adecuado para muchos propósitos 
grábeos. ■ 
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X 

Real y{x) 

Euler mejorado 
con n = 200 

0 

1.0000 

1.0000 

1 

5.3822 

5.3809 

2 

7.7385 

7.7379 

3 

7.9813 

7.9812 

4 

7.9987 

7.9987 

5 

7.9999 

7.9999 


FIGURA 2.5.8. Aplicación del método de Euler 
mejorado para aproximar la solución real del 
problema de valor inicial en el ejemplo 3. 


Ejemplo 4 


En el ejemplo 4 de la sección 2.4 se aplicó el método de Euler para el problema de 
valor inicial 

dy 

— = ycosx, j(0) = 1. 
dx 



\ 

Exact 

72 = 50 


■ ^« = 200 «=100^^ ■ 

2 

-/ ; 

’ M “ 

1 

1 ; í 

i i \ - 

0 

" 


_1_1_1_ 

0 5 

10 15 



X 

FIGURA 2.5.9. 

A proximando la 

solución exacta y 

_ X 


utilizando el método de Euler 
mejorado con n = 50, 100 y 200 
subintervalos. 


Ea figura 2.4.10 presenta las diferencias visuales obvias entre la solución exacta 
periódica y(x) = y las aproximaciones de Euler en 0 ^ x ^ ótt con n = 400 su¬ 
bintervalos. 

En la figura 2.5.9 se observa la curva solución exacta y las curvas solución 
aproximadas utilizando el método de Euler mejorado con n = 50, n = 100 y n = 200 
subintervalos. Ea aproximación obtenida con n = 200 es indistinguible con respecto 
a la curva solución exacta, y la aproximación con n = 100 es sólo escasamente dis¬ 
tinguible de ella. ■ 


Aunque las figuras 2.5.7 y 2.5.9 indican que el método de Euler mejorado pue¬ 
de proporcionar exactitud suficiente para muchos propósitos gráficos, éste no ofrece 
la exactitud numérica de alta precisión que algunas veces se requiere para investiga¬ 
ciones más detalladas. Por ejemplo, considérese una vez más el problema de valor 
inicial 


dy 

dx 


2xy 
1 -hx2’ 


y(0) = 1 


del ejemplo 1. Ea columna final de la tabla en la figura 2.5.6 sugiere que, si se usa el 
método de Euler mejorado en el intervalo 0 ^ x = 1 con n subintervalos y tamaño de 
paso h= \/n, entonces el error resultante E en la aproximación final y„ « y(l) estará 
dado por 


, 0.12 

E = \y{l)-yn\^{0.l2)h^=^. 

Si es así, se necesitan entonces 12 cifras decimales de exactitud (por ejemplo) en 
el valor de y(l) y se requerirá que (0.12)n“2 < 5 x lO”'^^ jg cual significa que n 
= 489,898. De este modo, se precisan grosso modo medio millón de pasos de longi¬ 
tud h « 0.000002. Además de lo posiblemente impráctico de esta cantidad de pasos 
(utilizando los recursos de cómputo disponibles), el error de redondeo resultante de 
tal cantidad de pasos sucesivos bien puede sobrepasar el error acumulado pronostica¬ 
do por la teoría (el cual supone cálculos exactos en cada paso aislado). En consecuen¬ 
cia, se necesitan métodos más exactos que el de Euler mejorado para una precisión 
más alta de estos cálculos. Un método con estas características se presenta en la sec¬ 
ción 2.6. 
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2.5 


Problemas 


Una calculadora de bolsillo será suficiente para los problemas 
1 al 10, donde se proporciona un problema de valor inicial y 
su solución exacta. Aplique el método de Euler mejorado para 
aproximar esta solución en el intervalo [0, 0.5] con tamaño de 
paso h =0.1. Construya una tabla que muestre los valores 
de la solución aproximada con 4 cifras decimales y la solución 
real en los puntos jc = 0.1,0.2, 0.3, 0.4, 0.5. 

1 . y = -y, 3 ;( 0 ) = 2 ; y{x) = 2e-’‘ 

2. y = 2y,y(0) = i;y(x) = 

3. y = 3 ; + 1, >-(0) = 1; yix) = 2C - 1 

4. y' = X — y, ytO) = 1; y{x) = 2e^^ + x — l 

5. y' = y — X — y(0) = 1; y(x) = 2 + x — e^ 

6 . y' = -2xy, y( 0 ) = 2 ; y{x) = 2e-^^ 

7. y = -3x^y, y(0) = 3; y(x) = 3e-^' 

8 . y' = y(0) = 0; y(x) = ln(x + 1) 

9. y = i(l+/),yt0) = l;y(x) = tanl(x + 7r) 

10. y = 2xy2, y(0) = 1; y(x) = 

1 — 

Nota. En los problemas 11 al 24 pueden utilizarse programas 
ilustrativos de calculadora/ computadora. 

Una calculadora programable o una computadora serán de 
gran utilidad en los problemas 11 al 16. En cada uno, encuen¬ 
tre la solución exacta del problema de valor inicial dado. Pos¬ 
teriormente aplique dos veces el método de Euler mejorado 
para aproximar (a 5 cifras decimales) esta solución en el in¬ 
tervalo dado, primero con un tamaño de paso h = 0.01 y des¬ 
pués con h = 0.005. Diseñe una tabla que muestre los valores 
aproximados y los valores reales, junto con el porcentaje de 
error en las aproximaciones más exactas, para x como un múl¬ 
tiplo entero de 0.2. Las primas representan derivadas con res¬ 
pecto a X. 

11. y = y - 2 , y(0) = 1; 0 ^ X ^ 1 

12. y = i(y - l)f y(0) = 2; 0 ^ X ^ 1 

13. yy' = 2x^ >(1) = 3; 1 ^ x ^ 2 

14. xy = y\y(l) = 1; 1 ^ X ^ 2 

15. xy = 3x - 2y, y(2) = 3; 2 ^ x ^ 3 

16. y^y' = 2x\ y(2) = 3; 2 ^ x ^ 3 

Para los problemas 17 al 24 se requiere una computadora con 
impresora. En estos problemas de valor inicial utilice el méto¬ 
do de Euler mejorado con tamaños de paso h = 0.1, 0.02, 
0.004 y 0.0008 para aproximar con 5 cifras decimales el valor 
de la solución en 10puntos igualmente espaciados del interva¬ 
lo dado. Imprima los resultados en forma tabular con los en¬ 
cabezados apropiados para facilitar la comparación del efecto 
de variar el tamaño de paso h. Las primas representan deriva¬ 
das con respecto a x. 

17. y = X^ + y^, y( 0 ) = 0 ; 0 ^ X ^ 1 

18. y = X^ - /, y( 0 ) = 1 ; 0 ^ X ^ 2 

19. y = X + .^, >(0) = 1; 0 ^ X ^ 2 

20 . y = X + y(0) = -1; 0 ^ X ^ 2 

21. y = Iny, y(l) = 2; 1 ^ X ^ 2 

22. y = x2/3 + y2/3, y(0) = 1; 0 ^ X ^ 2 


23. y' = senx + eos y, y{0) = 0; 0 ^ x ^ 1 

24. y = —y-1) = 1; -1 ^ X ^ 1 

1 + 

25. Como en el problema 25 de la sección 2.4, usted se lanza 
en paracaídas desde un helicóptero, e inmediatamente 
abre el dispositivo. La velocidad de caída satisface el pro¬ 
blema de valor inicial 

— = 32 - 1 . 61 ;, i;( 0 ) = 0 

dt 

(con í en s y i) en ft/s). Use el método de Euler mejorado 
con una calculadora programable o una computadora para 
aproximar la solución en el intervalo 0 S í S 2, primero 
con un tamaño de paso h = 0.01 y después con h = 0.005, 
redondeando la aproximación de los valores de t; a 3 ci¬ 
fras decimales. ¿Qué porcentaje de la velocidad límite, 20 
ft/s, se alcanza después de 1 s? ¿Después de 2 s? 

26. Como en el problema 26 de la sección 2.4, suponga que 
en un pequeño bosque la población de venados P{t) ini¬ 
cialmente es de 25 individuos y satisface la ecuación 
logística 

^ = 0.02257*-0.0003 

dt 

(con t en meses). Utilice el método de Euler mejorado con 
una calculadora programable o una computadora con el fin 
de aproximar la solución para 10 años, primero con un ta¬ 
maño de paso h = \ y después con h = 0.5, redondeando 
los valores aproximados de P a 3 cifras decimales, ¿qué 
porcentaje de la población límite de 75 venados se obtiene 
después de 5 años? ¿Después de 10 años? 

Aplique el método de Euler mejorado con un sistema de compu¬ 
tadora para encontrar los valores de la solución deseada en 
los problemas 27 y 28. Inicie con un tamaño de paso h = 0.01, 
y después utilice sucesivamente tamaños de paso más peque¬ 
ños, hasta que los valores sucesivos aproximados en x = 2 
coincidan redondeados en 4 cifras decimales. 

27. y' = x^-Ly^- 1, y(0) = 0; y(2) = ? 

28. y' = x + y(-2) = 0; y(2) = ? 

29. Considere el proyectil del ejemplo 2 de la sección 2.3 lan¬ 

zado desde el piso hacia arriba con una velocidad inicial de 
49 m/s. Debido a la resistencia del aire lineal, su función 
de velocidad v{t) satisface el problema de valor inicial 

— =-(0.04)i;-9.8, i;(0) = 49 

dt 

con solución exacta v{f) = 294e“'/^^ — 245. Utilice una 
implementación del método de Euler mejorado en calcu¬ 
ladora o en computadora para aproximar v(f) en el inter¬ 
valo 0 S í S 10 tanto n = 50 como n = 100 subintervalos. 
Despliegue los resultados en intervalos de 1 s. ¿Las dos 
aproximaciones —cada una redondeada a 2 cifras deci¬ 
males — concuerdan una con otra y con la solución exacta? 
Si no se contara con ésta, explique cómo se podría utilizar 
el método de Euler mejorado para aproximar más cercana¬ 
mente: (a) el tiempo de ascenso del proyectil para llegar a 
su máximo (dado en la sección 2.3 como 4.56 s, y (b) la ve¬ 
locidad de su impacto después de estar 9.41 s en el aire. 
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30. Retome ahora el caso del proyectil del ejemplo 3 de la 
sección 2.3. Se lanza igual desde el piso en línea recta ha¬ 
cia arriba con una velocidad inicial de 49 m/s, pero debi¬ 
do a la resistencia del aire, proporcional al cuadrado de su 
velocidad, su función de velocidad v(f) satisface el pro¬ 
blema de valor inicial 

— =-(0.001 l)i;|i;|-9.8, n(0) = 49. 

dt 

La solución simbólica presentada en la sección 2.3 re¬ 
quiere análisis separados del ascenso y descenso del pro¬ 
yectil, con v{t) dado como una función tangente durante el 
ascenso, y por una función tangente hiperbólica durante 


el descenso. Pero el método de Euler mejorado no requie¬ 
re esta distinción. Utilice una implementación del método 
de Euler mejorado en calculadora o en computadora para 
aproximar v{f) en el intervalo 0 S í S 10, utilizando tanto 
n = 100 como n = 200 subintervalos. Despliegue los re¬ 
sultados en intervalos de 1 s. ¿Las dos aproximaciones, 
cada una redondeada a 2 cifras decimales, coinciden una 
con otra? Si no se conociera la solución, explique cómo se 
podría utilizar el método de Euler mejorado para aproxi¬ 
mar cercanamente: (a) el tiempo de ascenso del proyectil 
hasta su máximo (dado en la secc. 2.3 como 4.61 s) y (b) la 
velocidad de su impacto después de 9.41 s en el aire. 


2.5 Aplicaciones 


Implementación del método de Euler mejorado 


La figura 2.5.10 lista la implementación del método de Euler mejorado en los progra¬ 
mas en calculadora Tl-85 y BASIC para aproximar la solución del problema de valor 
inicial 

dy 

/=x + y, y(0) = l 
dx 


considerada en el ejemplo 2 de esta sección. Los comentarios de la columna final 
hacen a estos programas entendióles claramente aun si se tiene poca familiaridad con 
los lenguajes de programación BASIC y TI. 


TI-85 

BASIC 

Comentarios 

PROGRAM:IMPEULER 

Program IMPEULER 

Titulo del programa 

:F=X+Y 

DEF FN F(X,Y) = X + 

Y Definición de la función f 

: 10^>N 

N = 10 

Número de pasos 

:0^>X 

X = 0 

X inicial 

: 1^-Y 

Y = 1 

y inicial 

:1^-X1 

XI = 1 

X final 

: (Xl-X) /m>H 

H = (Xl-X)/N 

Tamaño de paso 

:For(I,l,N) 

FOR 1=1 TO N 

Inicio de ciclo 

: Y^>Y0 

YO = Y 

Se almacena el valor 
anterior de y 

:F^>K1 

K1 = FNF(X,Y) 

Primera pendiente 

: Y0+H*K1^-Y 

Y = YO + H*K1 

Predictor 

:X+H^X 

X = X + H 

X nueva 

:F^-K2 

K2 = FNF(X,Y) 

Segunda pendiente 

: (Kl+K2)/2^-K 

K = (K1 + K2)/2 

Pendiente promedio 

: Y0+H*K^Y 

Y = YO + H*K 

Corrector 

:Disp X,Y 

PRINT X,Y 

Despliegue de resultados 

:End 

NEXT I 

Termina ciclo 


FIGURA 2.5.10. Programas en calculadora TI-85 y en lenguaje BASIC del método de Euler 
mejorado. 


Para aplicar el método de Euler mejorado a una ecuación diferencial dy/dx =/(x, y), 
únicamente es necesario cambiar la línea inicial del programa, en la cual está definida 
la función/. Para incrementar el número de pasos (y por tanto disminuir su tamaño) 
sólo se necesita cambiar el valor de N especificado en la segunda línea del programa. 
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La figura 2.5.11 muestra una implementación en Matlab del método de Euler 
mejorado. La función impeuler toma como entrada el valor inicial de x, el valor 
inicial de y, el valor final de xl de x, y el número deseado de subintervalos n. Como 
salida, proporciona los vectores columna resultantes x y y de los correspondientes 
valores de x y de y. Por ejemplo la instrucción de Matlab 

[X, y]= impeuler(0, 1, 1, 10) 

genera los datos de la primera y cuarta columnas mostrados en la figura 2.5.4. 


functlon yp = f(x,y) 
yp = x + y; 

functlon [X,Y] = lmpeuler(x, 
h = (xl - x)/n; 

X = x; 

Y = y; 

for i = l:n; 

kl = f(x,y); 
k2 = f(x+h,y+h*kl); 
k = (kl + k2)/2;; 
x = x + h; 
y = y + h*k; 

X = [X;x]; 

Y = [Y;y]; 
end 


% yp = y' 
y,xl,n) 

% tamaño de paso 
% X Inicial 
% y Inicial 
% Inicio de ciclo 
% primera pendiente 
% segunda pendiente 
% pendiente promedio 
% X nueva 
% y nueva 

% actualiza columna x 
% actualiza columna y 
% fin del ciclo 


FIGURA 2.5.11. Implementación en MATLAB del método de Euler mejorado. 


Debe iniciarse este proyecto implementando el método de Euler mejorado en 
la propia calculadora o sistema de cómputo. Pruébese el programa aplicándolo pri¬ 
mero al problema de valor inicial del ejemplo 1, y después en algunos problemas de 
esta sección. 

Nueva visita a los números famosos 

Eos siguientes problemas describen los números e « 2.7182818, In 2 « 0.6931472 y 
TT « 3.1415927 como valores específicos de ciertos problemas de valor inicial. Apli¬ 
car, en cada caso, el método de Euler mejorado con n = 10, 20, 40,... subintervalos 
(duplicando n en cada ocasión). ¿Cuántos subintervalos se necesitan para obtener, en 
sucesión duplicada, el valor correcto de los números propuestos redondeados a 5 
cifras decimales? 

1. El número e = y(l), donde y(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = y, y(0) = 1. 

2. El número In 2 = y(2), donde y(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = 1 /x, y(l) = 0. 

3. El número it = y(l), donde y(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = 4/(1 + x^),y(0) = 0. 


Investigación de la población logística 

Apliqúese el programa de Euler mejorado para el problema de valor inicial dy/dx = 
■jy(8 — y), y(0) = 1 del ejemplo 3. En particular, verificar (como se pidió) que la 
solución aproximada con tamaño de paso h = l eleva y a y « 4.3542 en lugar del 
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valor límite y = 8 de la solución exacta. Tal vez una tabla de valores para el interva¬ 
lo 0 ^ x = 100 haga esto más claro. 

Para investigar una población logística, considérese el problema de valor inicial 
dy 1 

— = -y{m - y), yiO) = 1, 
dx n 

donde my n son (por ejemplo) los dígitos mayor y menor diferentes de cero, respec¬ 
tivamente, en su número de matrícula de estudiante. ¿La aproximación del método 
de Euler mejorado con tamaño de paso h = í llega al valor límite “correcto” de la 
solución exacta? Si no es así, encontrar el valor más pequeño de h que lo haga. 



_Ll_I_i_I__L 

0 1 2 3 4 5 


FIGURA 2.5.12. Curvas solución 
de dy/dt = y(l — y) —sen 2nt. 


Cosecha y reabastecimiento periódicos 

La ecuación diferencial 


dy f 2nt\ 

— = ky{M - y) - h seni — 1 

modela una población logística que está periódicamente cosechando y reabastecién¬ 
dose con un periodo P y una tasa máxima de cosecha/reabastecimiento h. Se utilizó 
un programa de aproximación numérica para grañcar las curvas solución típicas para 
el caso en que k = M = h = P= 1 que se muestran en la ñgura 2.5.12. Ésta sugiere, 
aunque no lo prueba, la existencia de una población inicial de entrada tal que 

• Empezando con una población inicial por encima de este umbral, la población 
oscilará (¿tal vez con periodo Pl) en torno de (sin cosecha) la población límite 
estable y{t) = M, mientras que 

• La población se extinguirá si comienza con una población inicial por debajo 
del umbral. 


Utilizar un equipo de grañcación para analizar la propia población logística con cose¬ 
cha y reabastecimiento periódicos (seleccionando valores típicos para los parámetros 
k, M,hy P). ¿Las observaciones aquí indicadas se cumplen para esta población? 



Método de Runge-Kutta 


Se presenta ahora un método para aproximar la solución y = y(x) del problema de 
valor inicial 


-f- = f(x, y), y(xo) = yo (l) 

dx 

considerablemente más exacto que el método de Euler mejorado y que en la práctica 
es más ampliamente utilizado que ninguno de los métodos discutidos en las seccio¬ 
nes 2.4 y 2.5. Éste se conoce como método Runge-Kutta, y toma su nombre de los 
matemáticos alemanes Cari Runge (1856-1927) y Wilhelm Kutta (1867-1944), quie¬ 
nes lo desarrollaron. 

Con la notación de costumbre, supóngase que se han calculado las aproxima¬ 
ciones yi, y 2 , ys,..., y„ para los valores reales y(xi), y(x 2 ), y(x 3 ),..., y(x„) y ahora se 
quiere calcular y„+i «y(x„+i). Entonces 


x„+h 


r^n+i r 

y{Xn+\) - y{x„) = / y'{x)dx= / 

V Xfl V Xj 


y'(x) dx 


( 2 ) 
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por el teorema fundamental de cálculo. Posteriormente, la regla de Simpson para la 
integración numérica nos lleva a 


h 

y(xn+i) - yixn) ^ - 

6 


y'(xn) + 4y' ( x„ + - ) + y'{xn+i) 


(3) 


De aquí se desea definir y„+i tal que 


h 

yn+l ^ yn + -7 

6 


y'iXn) + 2/ [xn+^ + 2y' + ^ ) + y'(x„+i) 


(4) 


se ha separado el término 4y'(-^« + 4 fi) en dos sumandos porque se intenta aproxi¬ 
mar la pendiente y'{Xn + 4 fi) en el punto medio x„ + 4 del intervalo [x„, x„+i] en 
dos diferentes formas. 

En el lado derecho de (4) se sustituyen los valores de la pendiente (real) y'ix,,), 
y\xn + 4fi), y'(x„+i + 4fi) y y'{Xn+i), respectivamente, con las siguientes estima¬ 
ciones: 


> k]_ = fixn, yn) (5a) 

• Ésta es la pendiente del método de Euler en x„ 

>- k2 = f {xn + \h, y„ + \hki) (5b) 

• Esto es una estimación de la pendiente en el punto medio del intervalo [x„, x„+i] 
utilizando el método de Euler para predecir la ordenada en ese punto. 

>- ^3 = f{xn + \h, yn + (5c) 

• Éste es un valor del método de Euler mejorado para la pendiente en el punto 
medio. 

>► k 4 = /(x„+i, y„ + hki) (5d) 

• Ésta es la pendiente en el método de Euler en el punto x„+i, utilizando la pen¬ 
diente mejorada k^, en el punto medio para pasar a x„+i. 

Cuando esta sustitución se realiza en (4), el resultado es la fórmula iterativa 

h 

^ yn+l = yn ~{kl -\- 2k2 + 2k2 + ká,). ( 6 ) 

6 

El uso de esta fórmula para calcular las aproximaciones yi, y 2 , ys,... sucesivamente, 
constituye el método Runge-Kutta. Nótese que la ecuación (6) toma la “forma de 
Euler” 


y«+i =yn + h- k 


si se escribe 


k 


1 

6 


(^1 -f 2k2 2k2 ^ 4 ) 


( 7 ) 


para la pendiente promedio aproximada en el punto [x„, x„+i]. 
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Ejemplo 1 


El método Runge-Kutta es un método de cuarto orden —puede probarse que el error 
acumulado en el intervalo acotado [a, b\ con a = xq es del orden [Así, a la 

iteración en (6) se le conoce como el método de Runge-Kutta de cuarto orden porque 
es posible desarrollar métodos de Runge-Kutta de otros órdenes.] Esto es, 

> \y{x„) - yn\^Ch'^, (8) 


donde la constante C depende de la función /(x, y) y el intervalo [a, ¿], pero no del 
tamaño de paso h. El siguiente ejemplo ilustra esta alta exactitud comparada con la 
precisión de orden más bajo de los métodos numéricos previos. 


Aplicando primero el método de Runge-Kutta al problema ilustrativo de valor inicial 


-A = X + y, y(0) = 1 (9) 

dx 

que se consideró en la ñgura 2.4.8 de la sección 2.4, y nuevamente en el ejemplo 2 
de la sección 2.5, la solución exacta de este problema es y(x) — 2e^ — x — 1. Para 
construir un punto se utiliza h = 0.5, un tamaño de paso más grande que cualquier 
ejemplo previo, por lo que sólo se requieren dos pasos para irdex = 0ax = 1. 

En el primer paso se utilizan las fórmulas (5) y (6) para calcular 

= 0+1 = 1, 

k2 = {0 + 0.25) + (1 + (0.25) • (1)) = 1.5, 
k2 = {0 + 0.25) -h (1 -h (0.25) • (1.5)) = 1.625, 
k4 = (0.5) -h (1 -h (0.5) • (1.625)) = 2.3125, 

y entonces 

0.5 

yi = 1 -f —[1 -b2 • (1.5)-f 2- (1-625) -f 2.3125] «í 1.7969. 

6 

De manera similar, el segundo paso nos lleva a y 2 ~ 3.4347. 

Ea ñgura 2.6.1 presenta estos resultados junto con los (de la ñg. 2.5.4) de aplicar 
el método de Euler mejorado con tamaño de paso ñ = 0.1. Se observa que con tama¬ 
ños de paso más grandes el método Runge-Kutta proporciona (para este problema) 4 
a 5 veces más precisión (en términos de porcentajes de los errores relativos) que el 
método de Euler mejorado. ■ 


Euler mejorado Método Runge-Kutta 

X y con/í =0.1 Porcentaje de error ycon/í=0.5 Porcentaje de error Real y 


0.0 

1.0000 

0.00% 

1.0000 

0.00% 

1.0000 

0.5 

1.7949 

0.14% 

1.7969 

0.03% 

1.7974 

1.0 

3.4282 

0.24% 

3.4347 

0.05% 

3.4366 


FIGURA 2.6.1. Resultados de los métodos de Runge-Kutta y Euler mejorado para el 
problema de valor inicial dy/dx = x -I- y, y(0) = 1. 








138 Capítulo 2 Modelos matemáticos y métodos numéricos 



FIGURA 2.6.3. Solución de 

dy jdx = + y^, y(0) = 1. 


Es costumbre medir numéricamente el trabajo de cálculo involucrado en la 
solución de dy/dx = f(x, y) contando el número de evaluaciones que se requieren de 
la función f(x, y). En el ejemplo 1, el método de Runge-Kutta necesita 8 evaluacio¬ 
nes de f(x, y) = X -f y (4 en cada paso), mientras que el método de Euler mejorado 
requiere 20 (2 por cada uno de los 10 pasos). De este modo, se observa que el primer 
método proporciona 4 veces más precisión con sólo 40% de trabajo. 

En el material de proyecto de esta sección se presentan programas de compu¬ 
tadora implementando el método de Runge-Kutta. Ea figura 2.6.2 registra los resulta¬ 
dos obtenidos con la aplicación de los métodos de Euler mejorado y Runge-Kutta al 
problema dy/dx = x + y, y(0) = 1 con el mismo tamaño de paso h = 0.1. El error 
relativo en el método de Euler mejorado valuado en x = 1 es cercano a 0.24%, pero 
por el método de Runge-Kutta es de 0.00012%. En esta comparación, este último es 
cerca de 2000 veces más preciso, requiriendo sólo el doble de evaluaciones de la 
función en comparación con el método de Euler mejorado. 


X 

Euler mejorado y 

Runge-Kutta y 

Real y 

0.1 

1.1100 

1.110342 

1.110342 

0.2 

1.2421 

1.242805 

1.242806 

0.3 

1.3985 

1.399717 

1.399718 

0.4 

1.5818 

1.583648 

1.583649 

0.5 

1.7949 

1.797441 

1.797443 

0.6 

2.0409 

2.044236 

2.044238 

0.7 

2.3231 

2.327503 

2.327505 

0.8 

2.6456 

2.651079 

2.651082 

0.9 

3.0124 

3.019203 

3.019206 

1.0 

3.4282 

3.436559 

3.436564 


FIGURA 2.6.2. Resultados de los métodos de Runge-Kutta y de Euler mejorado 
para el problema de valor inicial dy/dx = x -I- y, y(0) = 1, con el mismo tamaño 
de paso h =0.1. 


El error límite 

\y{Xn) - yn\ÚCh'^ ( 8 ) 

para el método Runge-Kutta presenta un rápido decrecimiento en la magnitud de los 
errores cuando el tamaño de paso h se reduce (excepto por la posibilidad de que ta¬ 
maños de paso muy pequeños puedan resultar en errores de redondeo inaceptables). 
Se concluye de la desigualdad en (8) que (en un intervalo acotado fijo), partiendo 

por la mitad el tamaño de paso, el error absoluto decrece por un factor de “ Í6 • 
En consecuencia, la práctica común de partir el intervalo por la mitad sucesivamente 
hasta que los resultados calculados se “estabilicen” es particularmente efectiva al 
utilizar el método de Runge-Kutta. 


Ejemplo 2 


En el ejemplo 5 de la sección 2.4 se observó que el método de Euler no es adecuado 
para aproximar la solución y(x) del problema de valor inicial 

^ = x2 + y2, y(0) = 1 (10) 

dx 

a medida que x se aproxima a la discontinuidad cercana ax = 0.969811 (véase fig. 
2.6.3). Ahora aplicamos el método de Runge-Kutta para este problema de valor 
inicial. 

Ea figura 2.6.4 muestra los resultados en el intervalo [0.0, 0.9] calculados con 
tamaños de paso h = 0.1, h = 0.05 y h = 0.025. Existe todavía alguna dificultad 
cerca de x = 0.9, pero parece seguro concluir de estos datos que y(0.5) « 2.0670. 
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X 

jí con h = O.I 

y con h = 0.05 

y con h = 0.025 

0.1 

1.1115 

1.1115 

1.1115 

0.3 

1.4397 

1.4397 

1.4397 

0.5 

2.0670 

2.0670 

2.0670 

0.7 

3.6522 

3.6529 

3.6529 

0.9 

14.0218 

14.2712 

14.3021 


FIGURA 2.6.4. Aproximación de la solución del problema de valor inicial de la 
ecuación (10). 


Por consiguiente, aplicamos de nuevo el método de Runge-Kutta al problema 
de valor inicial 

'^=x^ + y^, y(0.5) = 2.0670. (11) 


La figura 2.6.5 registra los resultados en el intervalo [0.5,0.9] obtenidos con tamaños 
de paso h = 0.01, h = 0.005 y h = 0.0025. Ahora puede concluirse que y(0.9) « 
14.3049. 


X 

y con h = O.OI 

y con h = 0.005 

3 í con h = 0.0025 

0.5 

2.0670 

2.0670 

2.0670 

0.6 

2.6440 

2.6440 

2.6440 

0.7 

3.6529 

3.6529 

3.6529 

0.8 

5.8486 

5.8486 

5.8486 

0.9 

14.3048 

14.3049 

14.3049 


FIGURA 2.6.5. Aproximación de la solución del problema de valor inicial de la 
ecuación (11). 


Finalmente, en la figura 2.6.6 se observan los resultados en el intervalo [0.90, 
0.95] para el problema de valor inicial 

^ + 3;2, 3;(0.9) = 14.3049, (12) 

dx 

obtenidos al utilizar tamaños de paso h = 0.002, h = 0.001 y h = 0.0005. El resulta¬ 
do final aproximado es y{0.95 )« 50.4723. El valor real de la solución en x = 0.95 es 
^(0.95) « 50.471867. Ea ligera sobrestimación se debe principalmente al hecho de 
que el valor inicial con 4 cifras decimales en (12) es (en efecto) el resultado de re¬ 
dondear por arriba el valor real de ^(0.95)« 14.304864; estos errores son de magni¬ 
tud considerable conforme se acercan a la asíntota vertical. ■ 


X 

y con h = 0.002 

y con h = 0.001 

3 » con h = 0.0005 

0.90 

14.3049 

14.3049 

14.3049 

0.91 

16.7024 

16.7024 

16.7024 

0.92 

20.0617 

20.0617 

20.0617 

0.93 

25.1073 

25.1073 

25.1073 

0.94 

33.5363 

33.5363 

33.5363 

0.95 

50.4722 

50.4723 

50.4723 


FIGURA 2.6.6. Aproximación de la solución del problema de valor inicial de la 
ecuación (12). 
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Ejemplo 3 


Una paracaidista con una masa de 60 kg salta desde un helicóptero suspendido a una 
altura inicial de 5 km. Supóngase que ella cae verticalmente con una velocidad ini¬ 
cial cero y experimenta una fuerza hacia arriba F¡f por la resistencia del aire dada en 
términos de la velocidad v (en m/s) como 

Fr = (0.0096)(lOOu -h lOu^ -h v^) 

(en newtons, y con el eje coordenado dirigido hacia ahajo, de tal manera que t; > 0 
durante su descenso al piso). Si ella no ahre su paracaídas, ¿cuál será su velocidad 
terminal? ¿Qué tan rápido estará cayendo después de 5 s? ¿Después de 10 s? ¿Des¬ 
pués de 20 s? 


Solución 


La ley de Newton F = ma dice que 


60 
40 
20 
S 0 
-20 
-40 

”^- 60 - 40-20 0 20 40 60 80 100 

V 

FIGURA 2.6.7. Gráfica de f{v) = 
9.8 - (0.00016)(100i; + lOv^+v^). 



dv 


m — = mg — Fr', 
dt 


esto es, 

60— = (60)(9.8) - (0.0096)(lOOu -f lOv^ + v^} (13) 

dt 

porque m = 60 y g = 9.8. Entonces la función de velocidad v{t) satisface el proble¬ 
ma de valor inicial 


dv 

dt 


= f(v), 


u(0) = 0, 


(14) 


donde 


fiv) = 9.8 - (0.00016)(lOOu -f lOu^ -f v^). (15) 


t (s) 

V (m/s) 

t (s) 

V (m/s) 

0 

0 

11 

35.541 

1 

9.636 

12 

35.560 

2 

18.386 

13 

35.569 

3 

25.299 

14 

35.574 

4 

29.949 

15 

35.576 

5 

32.678 

16 

35.577 

6 

34.137 

17 

35.578 

7 

34.875 

18 

35.578 

8 

35.239 

19 

35.578 

9 

35.415 

20 

35.57^ 

10 

35.500 




FIGURA 2.6.8. Datos de la 
velocidad de la paracaidista. 


La paracaidista alcanza su velocidad terminal cuando la fuerza de gravedad 
y la resistencia del aire se equilibran, de tal manera que f{v) = 0. Se puede, por 
tanto, calcular inmediatamente su velocidad terminal resolviendo la ecuación 

fiv) = 9.8 - (0.00016) (lOOu -f lOu^ -f v^) = 0. (16) 

La figura 2.6.7 muestra la gráfica de la función fiv) y exhibe sólo una solución real 
V « 35.5780 (encontrada gráficamente o por medio de una calculadora, o bien con una 
computadora con la instrucción Sol ve). De este modo, la velocidad terminal de la pa¬ 
racaidista es aproximadamente de 35.578 m/s, alrededor de 128 km/h (casi 80 mi/h). 

La figura 2.6.8 expone los resultados de la aproximación de Runge-Kutta para 
la solución del problema de valor inicial (14), donde los tamaños de paso h = 0.2 y 
h = O.í proporcionan los mismos resultados (con tres cifras decimales). Obsérvese 
que la velocidad terminal se alcanza efectivamente en tan sólo 15 s. Pero la veloci¬ 
dad de la paracaidista es 91.85% de su velocidad terminal después de sólo 5 s, y 
99.78% después de 10 s. ■ 

El ejemplo final de esta sección contiene una advertencia'. Los métodos numé¬ 
ricos que se han presentado no son satisfactorios para ciertos tipos de problemas de 
valor inicial, como en los ejemplos previos. 


Ejemplo 4 


Considérese el problema de valor inicial aparentemente inocuo 

^=5y-6e-\ y(0) = 1 (17) 

dx 

cuya solución exacta es y(x) = e~^. La tabla en la figura 2.6.9 registra los resultados 
obtenidos al aplicar el método de Runge-Kutta en el intervalo [0, 4] con tamaños de 
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X 

Runge-Kutta y 
con h = 0.2 

Runge-Kutta y 
con h =0.1 

Runge-Kutta y 
con h =0.05 

Real y 

0.4 

0.66880 

0.67020 

0.67031 

0.67032 

0.8 

0.43713 

0.44833 

0.44926 

0.44933 

1.2 

0.21099 

0.29376 

0.30067 

0.30199 

1.6 

-0.46019 

0.14697 

0.19802 

0.20190 

2.0 

-4.72142 

-0.27026 

0.10668 

0.13534 

2.4 

-35.53415 

-2.90419 

-0.12102 

0.09072 

2.8 

-261.25023 

-22.05352 

-1.50367 

0.06081 

3.2 

-1,916.69395 

-163.25077 

-11.51868 

0.04076 

3.6 

-14059.35494 

-1205.71249 

-85.38156 

0.02732 

4.0 

-103,126.5270 

-8903.12866 

-631.03934 

0.01832 


FIGURA 2.6.9. Intentos del método de Runge-Kutta para resolver numéricamente el 
problema de valor inicial de la ecuación (17). 


paso h = 0.2, h = Q.\ y h = 0.05. Obviamente, estos intentos no son espectacular¬ 
mente exitosos. Aunque y{x) = ^ 0 conforme x -foo, se aprecia que las 

aproximaciones numéricas tienden hacia —oo en lugar que a cero. 

La explicación estriba en el hecho de que la solución general de la ecuación 
dy/dx = 5y — es 


y{x) = e-^ + 


(18) 


La solución particular de (17), que satisface la condición inicial y(0) = 1, se obtiene 
cuando C = 0. Pero cualquier desviación, por pequeña que sea, de la solución exac¬ 
ta y{x) = e~^ —se debe solamente al error de redondeo— introduce (en efecto) un 
valor diferente de cero para C en la ecuación (18). Y como indica la ñgura 2.6.10, 
todas las curvas solución de la forma en (18) con C = 0 divergen rápidamente lejos 
de 1 con C = 0, incluso si su valor inicial es cercano al. ■ 



FIGURA 2.6.10. Campo de isoclinas y 
curvas solución para dy/dx = 5y — 6e~^. 

Diñcultades como las que se ilustran en el ejemplo 4 son algunas veces inevi¬ 
tables, pero se tiene al menos la esperanza de poder identiñcar el problema cuando 
éste aparezca. Valores aproximados cuyo orden de magnitud varía al cambiar el ta¬ 
maño de paso son un indicador común de estas inestabilidades. Dichas diñcultades 
se estudian en libros de texto de análisis numérico y actualmente son sujetos a inves¬ 
tigación en el campo. 
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Problemas 


Una calculadora de bolsillo es suficiente para resolver los 
problemas 1 al 10, donde se proporcionan un problema de va¬ 
lor inicial y su solución exacta. Aplique el método de Runge- 
Kutta para aproximar esta solución en el intervalo [0, 0.5] con 
tamaño de paso h = 0.25. Construya una tabla que muestre los 
valores de la solución aproximada con cinco cifras decimales 
y la solución real en los puntos x = 0.25 y 0.5. 

1 . y' = -y, 3 ;( 0 ) = 2 ; y{x) = 2e-’‘ 

2. y' = 2y,y(0) = ¡-,y(x) = íe^- 

3. y' = y + 1, y(0) = 1; y(x) = 2C — 1 

4. y' = X — y, y(0) = 1; y(x) = 2e^^ + x — 1 

5. y' = y — X — 1, y(0) = 1; y(x) = 2 + x — C 

6 . y' = - 2 xy, y( 0 ) = 2 ; y(x) = 2 e-^' 

7. y' = -3x^y, y(0) = 3; y(x) = 3e-^' 

8 . y' = y( 0 ) = 0 ; y(x) = ln(x + 1 ) 

9. y'= i(l+y"),yt 0 ) = l;y(x) = tanl(x + ;r) 

10 . y' = 2 xy 2 , y( 0 ) = 1 ; y(x) = 

l — x-^ 

Nota. En los problemas que restan pueden utilizarse progra¬ 
mas ilustrativos de calculadora/computadora. 

Una calculadora programable o una computadora serán de 
utilidad para los problemas 11 al 16. En cada uno, encuentre 
la solución exacta del problema de valor inicial dado. Poste¬ 
riormente, aplique dos veces el método de Runge-Kutta para 
aproximar {con 5 cifras decimales) esta solución en el interva¬ 
lo dado, primero con un tamaño de paso h = 0 . 2 , y luego con 
un tamaño de paso h = O.l. Diseñe una tabla que muestre los 
valores aproximados y el valor real junto con el porcentaje de 
error en las aproximaciones más precisas, para un valor de x 
que sea múltiplo de 0.2. Las primas representan derivadas con 
respecto a x. 

11 . y' = y-2, y( 0 ) = 1 ; 0 ^ X ^ 1 

12 . y' = i(y - l)^ y( 0 ) = 2 ; 0 ^ x ^ 1 

13. yy' = 2x^, y(l) = 3; 1 ^ x ^ 2 

14. xy' = y2, y(l) = 1; 1 ^ x ^ 2 

15. xy' = 3x - 2y, y(2) = 3; 2 ^ x ^ 3 

16. y2y = 2x^ y(2) = 3; 2 ^ x ^ 3 

Para los problemas 17 a 24 se requiere una computadora con 
impresora. En estos problemas de valor inicial utilice el méto¬ 
do de Runge-Kutta con tamaños de paso h = 0.2,01, 0.05 y 
0.025 para aproximar a 6 cifras decimales los valores de la 
solución en 5 puntos igualmente espaciados del intervalo 
dado. Imprima los resultados en forma tabular con un enca¬ 
bezado apropiado que facilite la comparación del efecto de 
variar el tamaño de paso h. Las primas representan derivadas 
con respecto a x. 

17. 3 ;' = x^ + y^ y(0) = 0; 0 ^ x ^ 1 

18. y' = x^ - y^, y{0) = 1 ; 0 ^ x ^ 2 

19. y' = X + yy, y(0) = 1; 0 ^ X ^ 2 

20 . y'= x+ yy, y( 0 ) =- 1;0 ^ X ^ 2 


21 . y' = Iny, y(l) = 2 ; 1 ^ x ^ 2 

22 . y' =x2'3 +y2/3^y(o) = l ;0 y X y 2 

23. y' = senx + eos y, y(0) = 0; 0 ^ x ^ 1 

24. y' = —y(-l) = 1; -1 ^ x ^ 1 

1 + y'' 

25. Al igual que en el problema 25 de la sección 2.5, usted se 
lanza de un helicóptero e inmediatamente abre su paracaí¬ 
das, y la velocidad hacia abajo satisface el problema de 
valor inicial 

dv 

— = 32-1.6n, i;(0) = 0 

dt 

(con í en s y I) en ft/s). Utilice el método de Runge-Kutta 
en una calculadora programable o en una computadora 
para aproximar la solución en el intervalo 0 S í S 2 , pri¬ 
mero con un tamaño de paso ñ = 0.1 y después con h = 
0.05, redondeando los valores aproximados de d a 3 cifras 
decimales. ¿Qué porcentaje de la velocidad límite de 20 
ft/s se alcanza después de 1 s? ¿Después de 2 s? 

26. Al igual que en el problema 26 de la sección 2.5, suponga 
que en un pequeño bosque una población de venados P{t), 
inicialmente de 25 individuos, satisface la ecuación logística 

^ = 0.0225P - 0.0003P^ 

dt 

(con t en meses). Aplique el método de Runge-Kutta en 
una calculadora programable o en una computadora a fin 
de aproximar la solución para 10 años, primero con un ta¬ 
maño de paso de h = 6 y luego con h = 3, redondeando 
los valores aproximados de P a 4 cifras decimales. ¿Qué 
porcentaje de la población límite de 75 venados se alcan¬ 
za después de 5 años? ¿Después de 10 años? 

Con el método de Runge-Kutta en un sistema de computadora, 
encuentre los valores de la solución deseada en los problemas 
27 y 28. Inicie con un tamaño de paso h = l, y luego utilice 
progresivamente tamaños de paso más pequeños hasta que los 
valores sucesivos de la solución aproximada para x = 2 coin¬ 
cidan al redondearlos a 5 cifras decimales. 

27. y' = x^ -p y - 1 , y(0) = 0; y(2) =? 

28. y' = X + ¡y\ y(- 2 ) = 0 ; y( 2 ) =? 

Problemas de velocidad-aceleración 

En los problemas 29 y 30 la aceleración lineal a = dv/dt de 
una partícula en movimiento está dada por la fórmula dv/dt = 
f{t, v), donde la velocidad v = dy/dt es la derivada de la fun¬ 
ción y = y(t), que proporciona la posición de la partícula en el 
tiempo t. Suponga que la velocidad v(t) se aproxima utilizando 
el método de Runge-Kutta para resolver numéricamente el 
problema de valor inicial 

dv 

— = f{t, v), i;( 0 ) = vo. (19) 

Esto es, iniciando con Vq = 0 y Vq, se aplican las fórmulas de 
las ecuaciones (5) y ( 6 ) —con t y v en lugar de x y y — para 
calcular los valores sucesivos de la velocidad aproximada 
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Vi, t> 2 , en los tiempos sucesivos ti, ¡ 2 , Í 3 ,..., í„¡ 

(con í„+i = t„ + h). Considere ahora que también se de¬ 
sea aproximar la distancia y(í) recorrida por la partícula. 
Esto puede lograrse partiendo de la posición inicial y(0) 
= Joy calculando 

yn+i — yn Vjih ^a^h ( 20 ) 

(n = 1, 2, 3,...) donde a„ = f(t„, v„) ~ v'(t„) es la acele¬ 
ración aproximada de la partícula en el tiempo í„. La 
fórmula en (20) obtendría el incremento correcto (de a 
yn+i) si la aceleración permaneciera constante duran¬ 
te el intervalo de tiempo [í„, 4 + 1 ]- 

De este modo, una vez que se haya calculado una ta¬ 
bla de velocidades aproximadas, la ecuación (20) propor¬ 
ciona un camino simple para calcular una tabla de las 
posiciones sucesivas correspondientes. Este proceso se 
ilustra en el proyecto para esta sección, iniciando con los 
datos de la velocidad en la figura 2.6.8 (ejemplo 3) y pro¬ 
cediendo a seguir la posición de la paracaidista durante 
su descenso hacia el piso. 

29. Considere una vez más el proyectil del ejemplo 2 de la 
sección 2.3, disparado en línea recta hacia arriba desde el 
piso con una velocidad inicial de 49 m/s. Debido a la re¬ 
sistencia del aire lineal su función de velocidad v = dy/dt 
satisface el problema de valor inicial 

=-(0.04)u - 9.8, n(0)=49 

dt 

con solución exacta v(t) = 294e“''^^^ — 245. (a) Utilice 
una implementación del método de Runge-Kutta en calcu¬ 
ladora o computadora para aproximar v(t) en el intervalo 
0 S í S 10, utilizando tanto n = 100 como n = 200 subin¬ 
tervalos. Despliegue los resultados en intervalos de 1 s. 
¿Las dos aproximaciones, cada una redondeada a 4 cifras 
decimales, coinciden una con otra y con la solución exacta? 
(b) Utilice ahora los datos de la velocidad del inciso (a) 
para aproximar y(t) en el intervalo 0 S í S 10 empleando 
n = 200 subintervalos. Demuestre los resultados en inter¬ 


valos de 1 s. Estos valores de posición aproximados, cada 
uno redondeado a 2 cifras decimales, coinciden con la so¬ 
lución exacta 

y(t) = 7350 (1 - e-’!^^) - 245f? 

(c) Si no se contara con la solución exacta, explique cómo 
se podría usar el método de Runge-Kutta para aproximar 
cercanamente los tiempos de ascenso y descenso del pro¬ 
yectil y la altura máxima que alcanza. 

30. Considere nuevamente el caso del proyectil del ejemplo 3 
de la sección 2.3. Ya se disparó en línea recta hacia arriba 
desde el piso con una velocidad de 49 m/s, pero debido a 
la resistencia del aire, proporcional al cuadrado de su ve¬ 
locidad, su función de velocidad v(t) satisface el proble¬ 
ma de valor inicial 

^ =-(0.0011)n|n| - 9.8, n(0) = 49. 

dt 

Empezando con el problema de valor inicial, repetir los 
incisos (a) al (c) del problema 25 [excepto que se necesi¬ 
tarán n = 200 subintervalos para obtener una precisión de 
4 cifras decimales en el inciso (a) y n = 400 subintervalos 
para una precisión de 2 cifras decimales en el inciso (b)]. 
De acuerdo con los resultados de los problemas 17 y 18 de 
la sección 2.3, la velocidad del proyectil y las funciones 
de la posición durante el ascenso y descenso están dadas 
por las siguientes expresiones: 

Ascenso: 

v(t)= (94.388) tan(0.478837 -[0.103827]í), 
y(í)= 108.465 

-I- (909.091) In (cos(0.478837 -[0.103827]/)); 


Descenso: 

v{t)=- (94.388) tanh(0.103827[/ -4.6119]), 
y(/)= 108.465 

- (909.091) In (cosh(0.103827[/ - 4.6119])). 


2.6 Aplicaciones 


Implementación del método de Runge-Kutta 


La figura 2.6.11 muestra los programas para calculadoras Tl-85 y en lenguaje BASIC 
para implementar el método de Runge-Kutta que aproxima la solución del problema 
de valor inicial 

^=x + y, y(0) = l 

dx 


considerado en el ejemplo 1 de esta sección. Los comentarios de la columna final 
deben hacer estos programas entendibles incluso si se tiene poca familiaridad con los 
lenguajes de programación BASIC o de calculadoras TI. 

Para aplicar el método de Runge-Kutta a diferentes ecuaciones dy/dx = f(x, y), 
únicamente es necesario cambiar la línea inicial del programa, en la cual se define la 
función /. Para incrementar el número de pasos (y por tanto, disminuir el tamaño de 
cada uno), se necesita sólo cambiar el valor de N especificado en la segunda línea del 
programa. 
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TI-85 BASIC 


Comentarios 


PROGRAM:RK 

:F=X+Y 

:10^N 

:0^X 

:1^Y 

:1^X1 

: (Xl-X) /N^H 

:For(I,l,N) 

:X^XO 

:Y^YO 

:F^K1 

:X0+H/2^X 

:Y0+H*K1/2^Y 

:F^K2 

:Y0+H*K2/2^Y 

:F^K3 

:XO+H^X 

:Y0+H*K3^Y 

:F^K4 

:(K1+2*K2+2*K3 
+K4) /6^K 
:YO+H*K^Y 
:Disp X,Y 
:End 


Program RK 

DEF FN F(X,Y) = X + Y 
N = 10 

X = 0 

Y = 1 

XI = 1 

H = (Xl-X)/N 
FOR 1=1 TO N 
XO = X 
YO = Y 

K1 = FNF(X,Y) 

X = XO + H/2 

Y = YO + H*Kl/2 
K2 = FNF(X,Y) 

Y = YO + H*K2/2 
K3 = FNF(X,Y) 

X = XO + H 

Y = YO + H*K3 
K4 = FNF(X,Y) 

K = (K1+2*K2+2*K3 
+K4)/6 

Y = YO + K*K 
PRINT X,Y 
NEXT I 


Titulo del programa 
Se define la función f 
Número de pasos 
X inicial 
y inicial 
X final 

Tamaño del paso 
Inicio del ciclo 
Almacenar x previa 
Almacenar y previa 
Primera pendiente 
Punto medio 
Predictor Midpt 
Segunda pendiente 
Predictor Midpt 
Tercera pendiente 
Nueva X 

Predictor Endpt 
Cuarta pendiente 
Pendiente promedio 

Corrector 

Despliegue de resultados 
Fin del ciclo 


FIGURA 2.6.11. Programas de Runge-Kutta para calculadora TI-85 y en lenguaje BASIC. 


La figura 2.6.12 muestra una implementación en Matlab del método de Run¬ 
ge-Kutta. Supóngase que la función / que describe la ecuación diferencial y' = f(x, 
y) ha sido definida. Entonces, la función rk toma un valor inicial de entrada x un 
valor inicial y, el valor final xl de x y el número deseado n de subintervalos. Como 
salida proporciona los vectores columna resultantes x y y de los valores x y y. Por 
ejemplo, la instrucción de Matlab 

[X, y ] = rk(0, 1, 1, 10) 

genera la primera y tercera columnas que se observan en la tabla de la figura 2.6.2. 

Debe iniciarse este proyecto con la implementación del método de Runge-Kutta 
en una calculadora o en un sistema de cómputo personal. Probar el programa apli¬ 
cándolo primero al problema de valor inicial del ejemplo 1, y después en alguno de 
los problemas de esta sección. 

Revisión de números famosos, por última vez 

Los siguientes problemas describen los números 

e «í 2.71828182846, ln2 «í 0.69314718056, y ;r «i 3.14159265359 

como valores específicos de ciertos problemas de valor inicial. En cada caso, aplicar 
el método de Runge-Kutta con n = 10, 20, 40,... subintervalos (duplicando n en 
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functlon yp = f(x,y) 
yp = X + y; 


% yp = y' 


functlon [X,Y] = rk(x,y,xl,n) 
h = (xl - x)/n; 

X = x; 

Y = y; 
for i = l:n 


% tamaño de paso 
% X Inicial 
% y Inicial 
% Inicio del ciclo 
% primera pendiente 
% segunda pendiente 
% tercera pendiente 
% cuarta pendiente 
% pendiente promedio 
% X nueva 
% y nueva 

% actualización de la columna x 
% actualización de la columna y 
% fin del ciclo 


kl = f(x,y); 
k2 = f(x+h/2,y+h*kl/2); 
k3 = f(x+h/2,y+h*k2/2); 
k4 = f(x+h,y+h*k3); 
k = (kl+2*k2+2*k3+k4)/6; 

X = X + h; 

y = y + h*k; 

X = [X;x]; 

Y = [Y;y]; 
end 


FIGURA 2.6.12. Implementación del método de Runge-Kutta en MATLAB. 


cada ocasión). ¿Cuántos subintervalos son necesarios para obtener, en la sucesión 
duplicada, el valor correcto del número buscado redondeado a 9 cifras decimales? 

1. El número e = ^(1), donde ^(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = y,y(0) = 1. 

2. El número In 2 = yi2), donde ^(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = 1 /x, ^(l) = 0. 

3. El número tt = y(l), donde y(x) es la solución del problema de valor inicial 
dy/dx = 4/(1 + x^), XO) = 0. 

El descenso de la paracaidista 

El siguiente programa de Matlab describe la función de aceleración de la paracai¬ 
dista del ejemplo 3. 

functlon vp = f(t,v) 

vp = 9.8 - 0.00016*(100*v + 10*v^2 + v^3); 

Entonces las instrucciones 

k = 200 % 200 sublntervalos 

[t,v] = rk(0, 20, 0, k); % Aproximación de Runge-Kutta 


tlon 


[t(l:10:k+l); v(l:10:k+l)] % Despliega cada décimo dato 

producen la tabla de velocidades aproximadas mostradas en la figura 2.6.8. Finalmente, 
las instmcciones 


y = zeros(k+1,1): 
h = 0.1; 
for n = l:k 


% Inlclallza y 


a = f(t(n),v(n)): 

y(n+l) = y(n) + v(n)*h + 0.5*a*h^2; 


% tamaño de paso 
% para n = 1 a k 
% aceleración 


% Ecuación (20) 
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end % fin de ciclo 

[t(l:20:k+l),v(l:20:k+l),yl:20:k+l)] % cada vigésima 

entrada 

calculan los datos de la función de posición descritos en la ecuación (20), en las ins¬ 
trucciones para los problemas 29 y 30. Los resultados de estos cálculos se muestran 
en la tabla de la figura 2.6.13. Se aprecia que la paracaidista cae 629.866 m durante 
sus primeros 20 s de descenso, y después cae libremente los 4370.134 m restantes 
para llegar al piso a una velocidad terminal de 35.578 m/s. Así, su tiempo total de 
descenso es 20-h(4370. 134/35.578) « 142.833 s, o alrededor de 2 min y 23 s. 


t (s) 

V (m/s) 

y (m) 

0 

0 

0 

2 

18.386 

18.984 

4 

29.949 

68.825 

6 

34.137 

133.763 

8 

35.239 

203.392 

10 

35.500 

274.192 

12 

35.560 

345.266 

14 

35.574 

416.403 

16 

35.577 

487.555 

18 

35.578 

558.710 

20 

35.578 

629.866 


FIGURA 2.6.13. Datos de posición 
y velocidad de la paracaidista. 


Como un problema individual a resolver después de aplicar estos métodos, 
utilice un sistema de cómputo para analizar su propio descenso en paracaídas (tal vez 
desde una altura diferente), usando su propia masa m y una fuerza de resistencia del 
aire razonable, de la forma Fu = av + bv^ + cv^. 




Ecuaciones lineales 
de orden superior 


Introducción: Ecuaciones lineales de segundo orden 


E n los capítulos 1 y 2 se estudiaron las ecuaciones diferenciales de primer orden. En 
este apartado se revisarán las ecuaciones de orden superior n^2, comenzando 
con las ecuaciones lineales. Asimismo, abordaremos la teoría general de las ecuaciones 
diferenciales lineales de la misma forma que analizamos las de segundo orden 
in = 2 ). 

Recuérdese que una ecuación diferencial de segundo orden de la función y{x) 
(desconocida) es de la forma 


G(x,y,/,y") = 0. (1) 

Se dice que la ecuación diferencial es lineal si G es lineal en la variable dependiente 
y y en sus derivadas y' y y". Así, una ecuación lineal de segundo orden toma la forma 
(o puede escribirse como) 

>► A(x)y" + B{x)y' + C{x)y = F{x). (2) 

Salvo que se diga lo contrario, siempre se asume que las funciones que representan 
los coeficientes A(x), 5(x), C(x) y F{x) (conocidas) son continuas en algún intervalo 
abierto 7 (no necesariamente acotado), en el cual se desea resolver la ecuación dife¬ 
rencial, pero no se requiere que estas funciones de x sean lineales. Así, la ecuación 
diferencial 


e'^y" + (eos x)y' -|- (1 -|- )y = tan ‘ x 


es lineal porque la variable dependiente y y sus derivadas y' y y" pueden escribirse 
de manera lineal. En contraste, las ecuaciones 

y" = yy' y y" + 3(y')^ + 4y^ = 0 

son no lineales porque aparecen los productos y potencias de y y sus derivadas. 
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Si la función F{x) en el lado derecho de la ecuación (2) se anula en 7, entonces 
ésta se llama ecuación lineal homogénea; en el caso contrario se denomina no ho¬ 
mogénea. Por ejemplo, la ecuación de segundo orden 

x^y" + 2xy' + 3y = eos 

es no homogénea; su ecuación homogénea asociada es 

x^y" + 2xy' + 3y = 0. 

En general, la ecuación diferencial homogénea asociada con la ecuación (2) es 

>- A{x)y" + B{x)y'+ C{x)y = 0. (3) 

En el caso de la ecuación diferencial en (2), ésta modela un sistema físico; el tér¬ 
mino no homogéneo F{x) frecuentemente se refiere a alguna influencia externa en 
el sistema. 

Observación. Nótese que el significado del término “homogéneo” para 
una ecuación diferencial lineal de segundo orden es diferente con respecto a su 
significado en una ecuación diferencial de primer orden (como en la Secc. 1.6). 
Por supuesto, no es inusual —ya sea en matemáticas o en general en el idioma in¬ 
glés— que una misma palabra tenga diferentes significados en diferentes contextos. 

Una aplicación común 

Eas ecuaciones diferenciales lineales frecuentemente aparecen como modelos mate¬ 
máticos de sistemas mecánicos y circuitos eléctricos. Por ejemplo, supóngase una masa 
m unida tanto a un resorte que ejerce en ella una fuerza Fg, como a un amortiguador 
(atenuante de impactos) que ejerce una fuerza Fj^ sobre la masa (fig. 3.1.1). Asúmase 
que la fuerza del resorte Fg es proporcional al desplazamiento de la masa x desde su 
posición de equilibrio y actúa en dirección opuesta del desplazamiento. Entonces 

Fs = — kx (con ^ > 0) 

tal que < 0 si x > 0 (resorte extendido) mientras Fj > 0 si x < 0 (resorte compri¬ 
mido). Se admite que la fuerza del amortiguador Fg es proporcional a la velocidad 
V = dxjdt de la masa y actúa en dirección opuesta al movimiento. Entonces 

dx 

Fg= — cv = — c — (con c > 0) 
dt 

tal que Fg<0úv>0 (movimiento a la derecha) mientras que F^j > 0 si t; < 0 
(movimiento a la izquierda). 

Si Fg y Fs son las únicas fuerzas que actúan sobre la masa m y su aceleración 
resultante es a = dv/dt, entonces la ley de Newton F = ma nos da 


Resorte Masa Amortiguador 



m 



x(t) 



A =0 X >0 
Posición de 
equilibrio 

FIGURA 3.1.1. Sistema 
masa-resorte-amortiguador. 

m 

F 

X, V >0 

FIGURA 3.1.2. Dirección de las 
fuerzas que actúan sobre m. 


mx" = Fs + Fg- (4) 

esto es, 

^ d^x dx 

>■ m-—r + c—+kx=0. (5) 

dF dt 

De esta manera, se tiene la ecuación diferencial que satisface la función de la posi¬ 
ción x(í) de la masa m. Esta ecuación diferencial de segundo orden homogénea go¬ 
bierna las vibraciones libres de la masa. Se regresará a este problema con detalle en 
la sección 3.4. 
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Si en adición aFsy Fg la masa m está sujeta a una fuerza externa F(t) —la cual 
entonces debe sumarse en el lado derecho de la ecuación (4)— la ecuación resultan¬ 
te es 

. d^x dx 

> m—j+c—+kx = F{l). (6) 

dt 

Esta ecuación diferencial lineal no homogénea gobierna las vibraciones forzadas de 
la masa bajo la influencia de la fuerza externa F{f). 

Ecuaciones lineales de segundo orden homogéneas 

Considérese la ecuación lineal general de segundo orden 

A{x)y" + B{x)y'+ C{x)y = F{x), (7) 

donde los coeficientes A, B, C y F son funciones continuas en el intervalo abierto I. 
Además, se asume aquí que A(x) 7^ 0 en cada punto de I, de tal manera que se puede 
dividir cada término de la ecuación (7) entre A(x) y escribirla en la forma 

> y" + p(x)y'+ q(x)y = f{x}. (8) 

Primero se presentará la ecuación homogénea asociada 

> y" + p(x)y'+ q(x)y = 0. (9) 

Una propiedad particularmente útil de esta ecuación lineal homogénea es el hecho de 
que la suma de cualesquiera dos soluciones de la ecuación (9) es también una solu¬ 
ción, así como cualquier múltiplo constante de una solución. Ésta es la idea central 
del siguiente teorema. 


TEOREMA 1 Principio de superposición poro ecuaciones 
homogéneas 

Sean yi y y 2 dos soluciones de la ecuación lineal homogénea en (9) en el interva¬ 
lo 7. Si ci y C 2 son constantes, entonces la combinación lineal 

y = c\y\+C2y2 ( 10 ) 

es también una solución de la ecuación (9) en 7. 

Demostración. Se llega a la conclusión casi inmediatamente a partir de la 
linealidad de la operación de derivación, la cual resulta en 

y = ciyj + C 2 y 2 y y" = ciy" -E C 2 yy 


Entonces 

y" + py' + qy = (ciyi -E C 2 >’ 2 )" + p(ciyi + C 2 y 2 )' + q(ciyi + C 2 y 2 ) 
= (ciy" + C 2 y'f) + p{ciy[ + C2yy + ^(ciyi -E C2y2) 
= ci iy" + py[ + ^yi) + C 2 (y 2 + Py 2 + ^yi) 

= ci • o -E C 2 • o = o 


debido a que yi y y 2 son soluciones. Entonces y = Ciyi + C 2 y 2 es también una 
solución. A 
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Ejemplo 1 



X 


FIGURA 3.1.3. Soluciones 
y(x) = Ci eos X de.y" + y = 0. 


Se puede ver por inspección que 


yi(x) = cosx y y 2 W = senx 
son dos soluciones de la ecuación 


y"+ y = 0. 


El teorema 1 señala que cualquier combinación lineal de estas soluciones, tales 
como 


y(x) = 3yi(x) — 2y2(x) = 3 eos x — 2sen x, 

es también una solución. Más adelante se verá, en contraposición, que cada solución 
de y" + y = 0 es una combinación lineal de estas dos soluciones particulares yi y y 2 . 
Así, una solución general de y" + y = 0 está dada por 

y(x) = Ci eos X + C2 sen x. 


Es importante entender que esta sola fórmula para la solución general encierra “dos 
variedades infinitas” de soluciones particulares, porque los dos coeficientes ci y C 2 
pueden seleccionarse independientemente. Eas figuras 3.1.3 a la 3.1.5 ilustran algu¬ 
nas de las posibilidades con conjuntos ci o C 2 igual a cero, o con ambos diferentes de 
cero. 


2 

^ 0 
-2 
-4 







_ . _ 


- 

II 

1 

Lf 


0 


2n 



FIGURA 3.1.4. Soluciones 
y(x) = C 2 sen x de y" -I- y = 0. 


FIGURA 3.1.5. Soluciones de 
y" -I- y = 0 con Ci y C 2 , ambas 
diferentes de cero. 


Al inicio de esta sección se presentó la ecuación lineal mx” -f ex' + kx = 
F{t) como un modelo matemático para el movimiento de la masa mostrada en la 
figura 3.1.1. Consideraciones físicas sugieren que el movimiento de la masa tendría 
que ser determinado por su posición y velocidad iniciales. Por tanto, dando cuales¬ 
quiera valores asignados de antemano para x(0) y x'(0), la ecuación (6) debe tener 
una solución única que satisface las condiciones iniciales. Generalmente, para que 
sea un “buen” modelo matemático de un fenómeno físico determinista, la ecuación 
diferencial debe tener una solución única que satisfaga cualquier condición inicial. 
El siguiente teorema de existencia y unicidad (demostrado en el Apéndice) propor¬ 
ciona esta certeza para la ecuación general de segundo orden. 















X 


FIGURA 3.1.6. Soluciones de 
y" + 3y' + 2y = 0 con el mismo 
valor inicial 3 ?( 0 ) = 1, pero con 
pendientes iniciales diferentes. 



X 


FIGURA 3.1.7. Soluciones de y" 
+ 3y' + 2y = 0 con la misma 
pendiente inicial y'CO) = 1, pero 
con diferentes valores iniciales. 


Ejemplo 1 


Continuación 
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TEOREMA 2 Existencia y unicidad para ecuaciones lineales 

Supóngase que las funciones p, q y/son continuas en el intervalo abierto 7 que con¬ 
tiene el punto a. Entonces, dados cualesquiera dos números y b\, la ecuación 

y" + p{x)y'+ q{x)y = f {x) (8) 

tiene una solución única (esto es, una y solamente una) en el intervalo entero / que 
satisface las condiciones iniciales 


y{a) = bQ, y\a)=bi. (11) 

Observación 1 . La ecuación (8) y las condiciones en (11) constituyen un 
problema de valor inicial de segundo orden. El teorema 2 nos dice que un problema 
de valor inicial como ése tiene una solución única en todo el intervalo I, donde los 
coeficientes en (8) son funciones continuas. Recuérdese, de la sección 1.3, que una 
ecuación diferencial no lineal generalmente tiene una solución única sólo en un pe¬ 
queño intervalo. 

Observación 2. Mientras que una ecuación diferencial de primer orden 
dy/dx = F(x, y) normalmente admite una sola curva solución y = y(x) que pasa a 
través del punto inicial dado {a, b), el teorema 2 implica que la ecuación de segundo 
orden en (8) tiene una infinidad de curvas solución que pasan a través del punto 
(a, fio) —digamos, una para cada valor (número real) de la pendiente inicial y'{a) = 
fii —. Esto es, en lugar de que sólo haya una línea tangente a la curva solución de la 
ecuación (8) en el punto (a, fio), toda línea recta no vertical que pasa por el punto (a, 
fio) es tangente a alguna curva solución en (8). La figura 3.1.6 muestra varias curvas 
solución de la ecuación y" + 3y' -f 2y = 0, todas con el mismo valor inicial y(0) = 
1, mientras que la figura 3.1.7 presenta varias curvas solución, todas con la misma 
pendiente inicial y'(0) = 1. La aplicación que se presenta al final de esta sección 
sugiere cómo constmir estas familias de curvas solución para una ecuación diferen¬ 
cial lineal de segundo orden homogénea. ■ 


En la primera parte del ejemplo 1 se estudió que y(x) = 3 eos x — 2 sen x es una 
solución (en todo el eje real) de y" 3- y = 0. Esta tiene los valores iniciales y(0) = 3, 
y'(0) = —2. El teorema 2 señala que ésta es la solución única para esos valores ini¬ 
ciales. Generalmente, la solución 

y{x) = fio eos V + sen x 

satisface las condiciones iniciales arbitrarias y(0) = fio, y'(0) = fió esto ilustra la 
existencia de una solución de este tipo, tal como lo garantiza el teorema 2. ■ 

Dada una ecuación lineal de segundo orden homogénea, el ejemplo 1 sugiere 
cómo podría en realidad encontrarse la solución y{x), cuya existencia está garantiza¬ 
da por el teorema 2. Primero se encuentran dos soluciones “esencialmente diferen¬ 
tes” yi y y 2 ', después se intenta imponer en la solución general 

y = c\y\+C2y2 ( 12 ) 

las condiciones iniciales y{a) = fio, y'{a) = b\. Esto es, se pretenden resolver las 
ecuaciones simultáneas 

ciyi(a) + C 2 y 2 (a) = fio, 
ciy[{a) + C 2 y 2 (a) = bi 


para los coeficientes Ci y C 2 - 
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Ejemplo 2 


Solución 



X 


FIGURA 3.1.8. Diferentes 
soluciones y(x) = + C 2 xe^ de 

y" — 2y' + y = 0 con el mismo 
valor inicial }í(0) = 3. 


Ejemplo 3 


Verifiqúese que las funciones 

yi(x) = e'‘ y y 2 (x)=xe^ 
son soluciones de la ecuación diferencial 

y" - 2y' + y = 0, 

y posteriormente encuéntrese una solución que satisfaga las condiciones iniciales 
y(0) = 3, y'(0) = 1- 

La verificación es rutinaria, por lo que se omitirá. Se imponen las condiciones inicia¬ 
les dadas a la solución general 

y{x) = Cíe' -|- C 2 xe', 


por lo cual 


y'{x) = (ci -E C 2 )e^ -f C 2 xe’', 


para obtener las ecuaciones simultáneas 

y(0) = ci =3, 

/(O) = Ci -EC2 = 1. 

La solución que se logra es ci = 3, C 2 = —2. Por tanto, el resultado del problema de 
valor inicial original es 

y{x) = 3e' — 2xe^. 


La figura 3.1.8 muestra varias soluciones adicionales de y” — 2y' + y = Q, todas 
ellas con el mismo valor inicial y (0) = 3. ■ 

Para que el procedimiento del ejemplo 2 tenga éxito, las dos soluciones yi y y 2 
deben tener la propiedad de que las ecuaciones en (13) se resuelvan siempre para c\ 
y C 2 , sin importar cuáles sean las condiciones iniciales fio y ^i- siguiente defini¬ 
ción menciona precisamente qué tan diferentes deben ser las dos funciones yi y y 2 - 

DEFINICIÓN Independencia lineal de dos funciones 

Se dice que dos funciones definidas en un intervalo abierto I son linealmente 
independientes en I si ninguna de ellas es un múltiplo constante de la otra. 

Se afirma que dos funciones son linealmente dependientes en un intervalo 
abierto si no son linealmente independientes en dicho intervalo; esto es, si una de 
ellas es un múltiplo constante de la otra. Puede determinarse siempre si dos funciones 
dadas/y g son linealmente dependientes en un intervalo I si, dando un vistazo a uno 
de los dos cocientes//g o g/f, se obtiene una función de valor constante en 7. 


Es claro que los siguientes pares de funciones son linealmente independientes a lo 
largo de todo el eje real: 

senx y cosx; 

y 

y xe’‘\ 

X + 1 y x^; 

y Ixl. 


X 
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Esto es, ni sen x/cos x = tan x ni eos x/sen x = cot x es una función de valor cons¬ 
tante; tampoco o e~'^¡é^ es una función constante, y así en lo sucesivo. 

Pero la función idénticamente igual a cero /(x) = 0 y cualquiera otra función g son 
linealmente dependientes en todo intervalo porque 0 • g(x) = 0 = /(x). También las 
funciones 


/(x) = sen2x y g(x) = senx cosx 

son linealmente dependientes en cualquier intervalo porque /(x) = 2g(x) es la cono¬ 
cida identidad trigonométrica sen 2x = 2 sen x eos x. ■ 

Soluciones generales 

¿Pero la ecuación homogénea y" -f py' + qy = 0 siempre tiene dos soluciones lineal¬ 
mente independientes? El teorema 2 dice que ¡sí! Necesitamos solamente escoger yi 
y y 2 , de tal manera que 


yi(a) = 1, y[ia) = 0 y y 2 Ía) = 0, = 1- 

Es entonces imposible que yi = ky 2 o y 2 = Ayi porque k • O^í para cualquier cons¬ 
tante k. El teorema 2 señala que dos de estas soluciones linealmente independientes 
existen en realidad. Encontrarlas es una cuestión crucial que se aborda brevemente al 
ñnal de esta sección, y con más detalle iniciando la sección 3.3. 

Einalmente, se quiere mostrar que, dadas cualesquiera dos soluciones lineal¬ 
mente independientes yi y y 2 de la ecuación homogénea 


y"(x) -b p(x)y'(x) -b q{x)y{x) = 0, (9) 

cada solución y de la ecuación (9) puede expresarse como una combinación lineal 


y = ciyi -bc 2 y 2 


( 12 ) 


de yi y y 2 . Esto signiñea que la función en (12) es una solución general de la ecua¬ 
ción (9) —que proporciona todas las soluciones posibles de la ecuación diferencial. 

Como lo sugieren las ecuaciones dadas en (13), la determinación de las cons¬ 
tantes Ci y C 2 en (12) depende de un cierto determinante de 2 x 2 de los valores de yi, 
y 2 y de sus derivadas. Dadas dos funciones/y g, el wronskiano de/y g es el deter¬ 
minante 


> 


IT = 


/ g 
f g' 


= fg' 


fg- 


Se escribe ya sea W{f, g) o W(x), dependiendo si se desean enfatizar las dos funciones 
en el punto x en el cual se evalúa el Wronskiano. Por ejemplo. 


y 


W(cosx, senx) = 


eos X sen x 
■ sen X eos x 


= cos^ X -b sen^ x = 1 


W(e\xe’^) = 


xe 

e'‘ + xe'‘ 


= e 


.2x 


Éstos son ejemplos de pares de soluciones linealmente independientes de ecuaciones 
diferenciales (véanse ejemplos 1 y 2). Obsérvese que en ambos casos el wronskiano 


no es cero. 
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Por otro lado, si las funciones/y g son linealmente dependientes con / = kg 
(por ejemplo), entonces 


W(f, g) = 


kg g 
kg' g' 


= kgg' 


kg'g = 0. 


Así, el wronskiano de dos funciones linealmente dependientes es idénticamente cero. 
En la sección 3.2 se probará esto. Si las dos funciones yi y y 2 son soluciones de una 
ecuación lineal de segundo orden homogénea, entonces se cumple lo establecido en 
el inciso (b) del teorema 3. 


TEOREMA 3 Wronskianos de soluciones 

Supóngase que yi y y 2 son dos soluciones de la ecuación lineal de segundo orden 
homogénea [Ec.(9)] 


y" + p{x)y' + q{x)y = Q 

en un intervalo abierto I en el cual py q son continuas. 

(a) Si yi y y 2 son linealmente dependientes, entonces W(yi, y 2 ) — 0 en 7. 

(b) Si yi y y2 son linealmente independientes, entonces W{y\, y2) ^ 0 en cada 
punto de 7. 


Así, dadas dos soluciones de la ecuación (9), hay sólo dos posibilidades: el 
wronskiano W es idénticamente cero si las soluciones son linealmente dependientes, y 
el wronskiano nunca es igual a cero si las soluciones son linealmente independientes. 
Este último hecho nos lleva a demostrar que y = ciyi + C 2 y 2 es la solución general 
de la ecuación (9) si yi y y 2 son soluciones linealmente independientes. 

TEOREMA 4 Soluciones generales de ecuaciones homogéneas 

Sean yi y y 2 dos soluciones linealmente independientes de la ecuación homogé¬ 
nea [Ec. (9)] 

y" + p(x)y' + q(x}y = 0 

con py q continuas en el intervalo abierto 7. Si Y es cualquier solución de la ecua¬ 
ción (9) en 7, entonces existen constantes Ci y ci tales que 

Y{x) = ciyi(x) -E C 2 y 2 (x) 


para toda x en 7. 

En esencia, el teorema 4 indica que cuando se tienen dos soluciones lineal¬ 
mente independientes de la ecuación homogénea de segundo orden (9), entonces se 
han encontrado todas sus soluciones. Por tanto, llamamos a la combinación lineal 
^ = c\y\ + C 2 y 2 una solución general de la ecuación diferencial. 

Demostración del teorema 4. Selecciónese un punto a de 7 y consi¬ 
dérense las ecuaciones simultáneas 

ciyi(a) + C 2 y 2 Ía) = Y (a), 

ciy'iia) + C 2 y' 2 {a) = Y'{a). (14) 

El determinante de los coeficientes de este sistema de ecuaciones lineales en las in¬ 
cógnitas Ci y C 2 es simplemente el wronskiano W(ji, y 2 ) evaluado en x = a. Por el 
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Ejemplo 4 


teorema 3, este determinante es diferente de cero; así, por álgebra elemental se con¬ 
cluye que las ecuaciones en (14) pueden resolverse para ci y c^. Con estos valores de 
ci y C 2 se define la solución 


G(x) = ciyi(x) -E C2y2{x) 


de la ecuación (9); entonces 

G{a) = ciyiia) -f C 2 y 2 Ía) = Y(a) 


y 


G\a) = ciy[{a) + C 2 y 2 Ía) = r(a). 


Así, las dos soluciones Yy G tienen los mismos valores iniciales en a, al igual que F y 
G'. Debido a la unicidad de la solución determinada por tales valores iniciales (teorema 
2), se concluye que F y G se encuentran en I. Por tanto, se puede observar que 

F(x) s G(x) = ciyi(x) + C 2 y 2 Íx), 

como se deseaba. ▲ 


Si yi(x) = y y 2 {x) = e entonces 

y’l = (2)(2)e2^ = 4^^^ = 4yi y y" = {-2){-2)e-^^ = Ae-^^ = 4y2. 

Por tanto, yi y y 2 son soluciones linealmente independientes de 

y" - 4y = 0. (15) 

Pero y 3 (-t^) = cosh 2x y y 4 (x) = senh 2x también son soluciones de la ecuación (15), 
porque 

d 

—y(cosh2x) = —(2senh2r) = 4cosh2x 
dx^ dx 

y, de manera similar, (senh 2x)" = 4senh 2x. De aquí se concluye, del teorema 4, que 
las funciones cosh 2x y senh 2x pueden expresarse como combinaciones lineales de 
yi(x) = y y 2 (x) = e~^^. Esto por supuesto no es una sorpresa, debido a que 

cosh2x= Y y senh2x = 

por las definiciones del coseno hiperbólico y del seno hiperbólico. ■ 

Observación. Debido a que e~'^ y cosh x, senh x son dos pares dife¬ 
rentes de soluciones linealmente independientes de la ecuación y" — 4y = 0 dada en 
(15), el teorema 4 implica que toda solución particular F(x) de esta ecuación puede 
escribirse tanto en la forma 

F(x) = -E C 2 É?“^'’' 


como en la forma 


F(x) = acoshx -E fisenhx. 

Así, estas dos diferentes combinaciones lineales (con coeficientes constantes arbitra¬ 
rios) proporcionan dos descripciones distintas del conjunto de todas las soluciones 
de la misma ecuación diferencial y" — 4y = 0. En consecuencia, cada una de estas 
dos combinaciones lineales es una solución general de la ecuación. De hecho, ésta es 
la razón de por qué es suficientemente preciso referirse a una combinación lineal 
específica como “wna solución general” más que como “la solución general”. ■ 
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Ecuaciones lineales de segundo orden 
con coeficientes constantes 

Como una ilustración de la teoría general introducida en esta sección, se presenta la 
ecuación diferencial lineal de segundo orden homogénea 

>• ay" + by' + cy = 0 (16) 

con coeficientes constantes a,byc. Primero se busca una solución única de la ecua¬ 
ción (16) y se inicia observando que 

(e")' = re" y (e")" = rVC (17) 

Así, cualquier derivada de es un múltiplo constante de e". Por tanto, si se sustitu¬ 
ye y = en la ecuación (16), entonces cada término debe ser un múltiplo constante 
de e'"^, con los coeficientes constantes dependientes de r y los coeficientes a, by c. 
Esto sugiere encontrar un valor de r tal que estos múltiplos de e” tengan una suma 
igual a cero. Si esto sucede, entonces y = e" es una solución de la ecuación (16). 

Por ejemplo, si se sustituye y = en la ecuación 

y" - 5y' + 6y = 0, 

se obtiene 

- 5re" + 6e" = 0. 


En consecuencia 


(r^ -5r + 6)e" = 0; (r - 2)(r - 3)e" = 0. 

Por tanto, y = e™ será una solución sir = 2or = 3. Así, en la búsqueda de una so¬ 
lución en realidad se encontraron dos: yi(x) = y y 2 (x) = 

Para llevar a cabo este procedimiento en el caso general, se sustituye y = en 
la ecuación (16). Con la ayuda de las ecuaciones en (17), el resultado a que se llega 
es 

ar^e" -|- fire" -|- ce" = 0. 

Debido a que e" nunca es cero, se concluye que y(x) = e" satisface la ecuación di¬ 
ferencial en (16) precisamente cuando r es una raíz de la ecuación algebraica 

> ar^ + br + c = 0. (18) 

Esta ecuación cuadrática se llama ecuación característica de la ecuación diferencial 
lineal homogénea 

>- ay" + by' -|- cy = 0. (16) 

Si la ecuación (18) tiene dos raíces distintas (no iguales) r^ y r 2 , entonces las solucio¬ 
nes correspondientes yi(x) = y y 2 (x) = e''^^ en (16) son linealmente independien¬ 
tes. (¿Por qué?). Esto proporciona el siguiente resultado 

TEOREMA 5 Raíces reales distintas 

Si las raíces ri y r 2 de la ecuación característica en (18) son reales y distintas, 
entonces 

>► y(x) = cie''i^+C2e''2^ (19) 

es una solución general de la ecuación (16). 
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Ejemplo 5 


Solución 


Ejemplo 6 



X 


FIGURA 3.1.9. Soluciones 
y(x) = 1 + C 2 e~^^ de y" + 2y' 

= 0 con diferentes valores de C 2 - 


Encuéntrese la solución general de 

2y" - ly' + Sj = 0. 

Se puede resolver la ecuación característica 

2r2 - 7r + 3 = 0 


factorizando: 


(2r-l)(r-3)=0. 

Las raíces ^ y r 2 = 3 son reales y distintas, de tal manera que el teorema 5 
proporciona la solución general 

y{x) = cie^l^+ C2e^\ ■ 


La ecuación diferencial y" + 2y' = 0 tiene una ecuación característica 

+ 2r = r(r + 2) = 0 

con raíces reales distintas = 0 y r 2 = —2. Debido a que = 1, se obtiene la so¬ 
lución general 

y{x) = ci+ C 2 e~^’‘. 


La figura 3.1.9 muestra varias curvas solución diferentes con Ci = 1 en donde todas 
parecen tender a la curva solución y{x) = 1 (con C 2 = 0) conforme x ^ -foo. ■ 

Observación. Nótese que el teorema 5 cambia un problema que involucra 
una ecuación diferencial en uno que incluye únicamente la solución de una ecuación 
algebraica. M 

Si la ecuación característica en (18) tiene raíces iguales rj = r 2 , se obtiene (de 
principio) solamente una solución yi(x) = de la ecuación (16). En este caso, la 
dificultad es obtener la segunda solución “faltante” de la ecuación diferencial. 

Una raíz doble r = rj se encuentra precisamente cuando la ecuación caracterís¬ 
tica es un múltiplo constante de la ecuación 

(r - ri)^ = — Ir^r -|- rf = 0. 

Cualquier ecuación diferencial con esta ecuación característica es equivalente a 

y" -2rxy’ + rly = 0. (20) 

Pero es fácil verificar, por sustitución directa, que y = xe''d es una segunda solución 
de la ecuación (20). Es claro (pero se debe verificar) que 

yi(x) = e''i^ y y 2 {x) = xe''^’^ 

son funciones linealmente independientes, tal que la solución general de la ecuación 
diferencial en (20) es 


y(x) = + C 2 xe'''^. 
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TEOREMA ó Raíces repetidas 

Si la ecuación característica en (18) tiene raíces iguales (necesariamente reales) r\ 
= r 2 , entonces 


>- j(x) = (ci + C2x)e''''' (21) 

es una solución general de la ecuación (16). 


Ejemplo 7 


Para resolver el problema de valor inicial 


y" + '^y' + >■ — 0 ; 

);(0) = 5, y(0) = -3, 

primero obsérvese que la ecuación característica 

r^ + 2r + l = {r + lf = 0 

tiene raíces iguales r\ = r 2 = —1. Por tanto, la solución general proporcionada por 
el teorema 6 es 

y(x) = cie~’‘ + C 2 xe~^. 



X 


FIGURA 3.1.10. Soluciones 
y(x) = Cie~^ + 2xe~^ de 
de y" + 2y' + y = 0 con 
diferentes valores de Ci. 


La derivación nos lleva a 

y'ix) = —cie~^ + — C 2 xe~^, 

así, de las condiciones iniciales se obtienen las ecuaciones 

^(0) = ci =5, 

/(O) = -ci + C2 = -3, 

lo cual implica que Ci = 5 y C 2 = 2. De esta manera, la solución particular deseada 
del problema de valor inicial es 

yix) = 5e~^ + lxe~^. 

Esta solución particular, junto con varias otras de la forma y(x) = + 2xe“^, se 

ilustran en la figura 3.1.10. ■ 


La ecuación característica en (18) puede tener raíces reales o complejas. El caso de 
las raíces complejas se presenta en la sección 3.3. 


3.1 


Problemas 


En los problemas del 1 al 16 se proporciona una ecuación di¬ 
ferencial lineal de segundo orden homogénea, dos funciones y i 
y y 2 y un par de condiciones iniciales. Verifique primero que y i 
y y 2 son soluciones de la ecuación diferencial. Posteriormente, 
encuentre una particular de la forma y = c^ji + C 2 y 2 que sa¬ 
tisfaga las condiciones iniciales dadas. Las primas significan 
derivadas con respecto a x. 

1 . y" - y = 0; y, = e^, yj = y(0) = 0, y'(0) = 5 


2. y"-9y = 0; yi =e^fy 2 =e-^^;y(0) = -l,y'(0) = 15 

3. y" + 4y = 0; yi = cos2x, y 2 =sen2x; y(0) = 3, 
y'( 0 ) = 8 

4. y" + 25y = 0; yi = cos5x, y 2 = senSx; y(0) = 10, 
y'( 0 ) = -10 

5. y"-3y'+2y = 0; yi = e^,y 2 = y(0) = l,y'(0) =0 

6 . y" + y' - 6 y = 0; yi = e'^f yz = y(0) = 7, 

y'( 0 ) = -1 
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7. y"+ y'= 0;yi = l,y 2 = e-^;y(0) = - 2, y'(0)= 8 

8. y - 3y'= 0;yi = 1, yj = e^^';y(0)= 4,y'{0) = -2 

9. y" + 2y' + y = 0; y 2 = xe~^\ y(0) = 2, 

y(o) = -i 

10. y" - lOy' + 25y = 0; yi = , y 2 = xe^’^; y(0) = 3, 

y(o)= 13 

11 . y"- 2y'+ 2y = 0; eos j:, y 2 = e'^senx; y(0) = 0, 

y(o)= 5 

12. y" + 6y'+ 13y = 0; = e ^^cos2j:, y 2 = e ^■'sen2x; 

y(0)= 2,y(0)= 0 

13. x^y" - 2xy' + 2y = Q\ yi = x, y 2 = y(l) = 3, 
y(i)= 1 

14. x^y" + 2xy' - 6y = 0; y, = x^ y 2 = y(2) = 10, 

y(2)= 15 

15. x^y" - xy' + y = 0; yi = x, y 2 = xlnx; y(l) = 7, 

y(i)= 2 

16. x^y" + xy' + y = 0; = cos(lnx), y 2 = sen(lnx); 

y(l)=2,y(l) = 3 


En los tres problemas siguientes ilustre el hecho de que el 
principio de superposición generalmente no se cumple para 
ecuaciones no lineales. 

17. Muestre que y = 1 /x es una solución de y’ + y^ = 0, pero 
que sic^Oycí^ 1 , entonces y = c/x no es una solución. 

18. Compruebe que y = x^ es una solución de yy" = 6 x^, pero 
que sic^ ^ 1 , entonces y = cx^ no es solución. 

19. Demuestre que yi = 1 y y 2 = \/x son soluciones de yy" 
+ Cv’)^ = 0 . pero que su suma y + yi = y 2 no es 
solución. 


31. Encuentre que y\ = sen x^ y y 2 = eos x^ son funciones li¬ 
nealmente independientes, pero que su wronskiano se 
anula en x = 0. ¿Por qué esto implica que no existe ecua¬ 
ción diferencial de la forma y" + p{x)y' + q(x)y = 0 con 
p y q continuas en todo el intervalo, teniendo a yi y y 2 
como soluciones? 

32. Sean yi y y 2 dos soluciones de A(x)y" -I- B(x)y' + C(x)y = 
0 en un intervalo abierto 7, donde A, B y C son continuas 
y A(x) nunca es cero, (a) Sea W = W(yi, y 2 ). Demuestre 
que 

dW 

A(x)— = (yi)(Ay") - (yzttAyf). 

Posteriormente sustituya Ay 2 y Ay " en la ecuación diferen¬ 
cial original para mostrar que 

dW 

A(x)— = -B{x)W{x). 
dx 

(b) Resuelva esta ecuación de primer orden para deducir 

la fórmula de Abel 

lV(x) = 7:exp(-y^dx), 

donde K es una constante, (c) ¿Por qué la fórmula de Abel 
implica que el wronskiano W(yi, y 2 ) es cero o diferente de 
cero en todo el intervalo (como se estableció en el teore¬ 
ma 3)7 


Determine cuál de los pares de funciones en los problemas 20 
al 26 son linealmente independientes o dependientes en toda 
la recta real. 


20 . /(x)= 7t,g{x)= cos^X-H sen^X 

21. /(x)= x^, g(x)= x^lxl 

22 . f(x)= l-l-x,g(x)= 1-H Ixl 

23. /(x) = xe’^, g(x) = Ixle^ 

24. /(x) = sen^ X, g(x) = l-cos2x 

25. f(x)= e-'senx, g(x) = e^cosx 

26. /(x) = 2cosx + 3 senx, g(x) =3 cosx— 2 senx 


Aplique los teoremas 5y6para encontrar las soluciones gene¬ 
rales de las ecuaciones diferenciales dadas en los problemas 
33 al 42. Las primas significan derivadas con respecto a x. 


33. y" - 3y' -b 2y = 0 
35. y" -b 5y' = 0 
37. 2y" - y' - y = 0 
39. 4y" -b 4y' -b y = 0 
41. 6 y" - 7y' - 20y = 0 


34. y" -b 2y' - 15y = 0 
36. 2y" -b 3y' = 0 
38. 4y" -b 8 y' -b 3y = 0 
40. 9y"- 12y'-b4y =0 
42. 35y" - y' - 12y = 0 


27. Sea y^ una solución particular de la ecuación no homo¬ 
génea y" -b py' + qy = f(x), y sea y^. una solución de su 
ecuación homogénea asociada. Muestre que y = ye + 

es una solución de la ecuación no homogénea dada. 

28. Con yp = 1 y ye = Ci eos x -b C 2 sen x en la notación del 
problema 27, encuentre una solución de y" -b y = 1 que 
satisfaga las condiciones iniciales y(0) = — 1 = y'(0). 

29. Muestre que yi = x^ y y 2 = x^ son dos soluciones diferen¬ 
tes de x^y" — 4xy' -b 6y = 0, y que ambas satisfacen las 
condiciones iniciales y(0) = 0 = y'(0). Explique por qué 
esta evidencia no contradice el teorema 2 (con respecto a 
la unicidad garantizada). 

30. (a) Demuestre que yi = x^ y y^ = |x^| son soluciones li¬ 
nealmente independientes en toda la recta real de la ecua¬ 
ción x^y" — 3xy' -b 3y = 0. (b) Verifique que W(yi, y2) es 
idénticamente cero. ¿Por qué esta evidencia no contradice 
el teorema 3? 


En cada uno de los problemas 43 al 48 se proporciona una 
solución general y(x) de una ecuación diferencial de segundo 
orden homogénea ay" -b hy' -b cy = 0 con coeficientes cons¬ 
tantes. Encuentre la ecuación. 

43. y(x) = ci -b C 2 e^'°'* 44. y(x) = -b C 2 e^'°^ 

45. y(x) = cie-^°" -b C 2 xe-^°'‘ 

46. y(x) = Cíe'®-' -b C 2 e^“'' 47. y(x) = ci -b C 2 X 

48. y(x) = -b 

Los problemas 49 y 50 abordan las curvas solución de y" + 
3y' -b 2y = 0 mostradas en las figuras 3.1.6 y 3.1.7. 

49. Encuentre el punto más alto de la curva solución con y(0) 
= 1 y y'(0) = 6 en la figura 3.1.6. 

50. En el tercer cuadrante señale el punto de intersección de 
las curvas solución mostradas en la figura 3.1.7. 
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51. La ecuación de Euler de segundo orden es de la forma 

ax^y" + hxy' + cy = 0 (22) 

donde a, b, c son constantes, (a) Verifique que si jc > 0, 
entonces la sustitución v = \n x transforma la ecuación 
( 22 ) en la ecuación lineal de coeficientes constantes 

d^y dy 

a-^ + (b - a)-^ + cy = 0 (23) 

dv^ dv 

con variable independiente v. (b) Si las raíces rj y r 2 de la 
ecuación característica en (23) son reales y distintas, con¬ 


cluya que la solución general de la ecuación de Euler en 
(22) es y(x) = CiV' -I- C 2 xf^- 

Lleve a cabo la sustitución v = Inx del problema 51 para en¬ 
contrar las soluciones generales (para x > O) de las ecuacio¬ 
nes de Euler en los problemas 52 al 56. 

52. x^y" -Lxy' -y = 0 53. x^y" -f 2xy' - 12y = 0 

54. 4x^y" -I- 8 xy' — 3y = 0 55. x^y" -|- xy' = 0 

56. x^y" — 3xy' -f 4y = 0 


3.1 Aplicaciones 


Graficación de familias de soluciones de segundo orden 


Esta aplicación aborda la representación gráfica de familias de soluciones por medio 
de computadora, como las mostradas en las figuras 3.1.6 y 3.1.7. Primero se muestra 
que la solución general de la ecuación diferencial 


/ + 3y + 2y = 0 (1) 

es 

y(x) = cie~'‘ + C 2 e“^^. (2) 

La figura 3.1.6 prueba que la solución particular de la ecuación (1) que satisfa¬ 
ce las condiciones iniciales y( 0 ) = 1 , y'( 0 ) = t> está dada por 

y{x) = {b + 2)e“'' - (b + . (3) 


El ciclo de Matlab 

x=-l:0.02:5 % x-vector from x=-ltox=5 

for b = -6 : 2 : 6 % for b = -6 to 6 with db = 2 do 

y = (b + 2)*exp(-x) - (b + 1)*exp(-2*x); 
plot(x,y) 

end 

se utilizó para generar la figura 3.1.6. 

Para la figura 3.1.7, muestre que la solución particular de la ecuación (1) que 
satisface las condiciones iniciales y( 0 ) = a, y'( 0 ) = 1 está dada por 

y(x) = (2a -b l)e~^ — (a + (4) 


El ciclo Matlab 

X = -2 : 0.02 : 4 % x-vector from x = -2 to x = 4 

for a = -3 : 1 : 3 % for a = -3 to 3 with da = 1 do 

y = (2*a + l)*exp(-x) - (a + 1)*exp(-2*x); 
plot(x,y) 

end 

se utilizó para generar la figura 3.1.7. 

Los sistemas de álgebra por computadora como Maple y Mathematica, al igual 
que las calculadoras gráficas, tienen comandos para llevar a cabo ciclos como los que 
aquí se muestran. Comiéncese por reproducir las figuras 3.1.6 y 3.1.7. Luego, para 
cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes, construyanse tanto una familia 
de curvas solución que satisfagan y(0) = 1, como otra que satisfaga la condición 
inicial y (0) = 1. 
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1. y"- y=0 

2. y" - 3y'+ 2y= 0 

3. 2y" + 3};' + y = 0 

4. y" + y = 0 (véase ejemplo 1) 

5. y" + 2y' + 2y = 0, la cual tiene la solución general y(x) = cosx + 

C 2 senx). 


Soluciones generales de ecuaciones lineales 


Ahora se muestra que la presentación hecha en la sección 3.1 de ecuaciones lineales 
de segundo orden se generaliza de manera natural en la ecuación diferencial lineal de 
enésimo orden general de la forma 

+ • • • + Pn-i{x)y' + P„{x)y = F{x). (1) 


A menos de que se diga lo contrario, se asumirá siempre que las funciones que repre¬ 
sentan los coeficientes P\{x) y F{x) son continuas en un intervalo abierto I (posible¬ 
mente no acotado) donde se desea resolver la ecuación. Bajo la suposición adicional 
de que Pq{x) A 0 en cada punto de 7, se puede dividir cada término de la ecuación (1) 
entre Pq^x) para obtener una ecuación normalizada con coeficiente 1 de la forma 

> + Pi(x)y‘'"~''' - \-pn-i(x)y'+ pn(x)y = f(x). (2) 


La ecuación lineal homogénea asociada con la ecuación (2) es 

> + Pi(x)y‘'''^^^-\ - \-p„-i(x)y'+ p„(x)y = 0. (3) 


Al igual que en el caso de segundo orden, una ecuación diferencial lineal homogénea 
de enésimo orden tiene la valiosa propiedad de que cualquier superposición, o com¬ 
binación lineal de soluciones de la ecuación es también una solución. La prueba del 
teorema siguiente es esencialmente la misma —una verificación de rutina— del teo¬ 
rema 1 de la sección 3.1. 


TEOREMA 1 Principio de superposición poro ecuaciones 
homogéneas 

Sean yI, y 2 ,---,ym n soluciones de la ecuación lineal homogénea en (3) en el inter¬ 
valo I. Si C\, C 2 ,..., c„ son constantes, entonces la combinación lineal 

> y = Ciyi + C 2 J 2 H-h Cnyn (4) 

es también una solución de la ecuación (3) en I. 


Ejemplo 1 


Es fácil verificar que las tres funciones 


yi{x) = e y 2 {x) = eos 2x y y 3 (v) = sen 2x 
son todas soluciones de la ecuación homogénea de tercer orden 


y® -f 3y" -f 4y' + 12y = 0 
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en toda la recta real. El teorema 1 señala que cualquier combinación lineal de estas 
soluciones, tales como 

y{x) = — 3yi(x) + 33 ; 2 (x) — 2y^{x) = —3e~^^ + 3 eos 2x — 2 sen 2x, 

es también una solución en toda la recta real. Se puede observar que cada solución 
de la ecuación diferencial de este ejemplo es una combinación lineal de tres solucio¬ 
nes particulares ji, ^2 y Js- Por tanto, una solución general está dada por 

y(x) = cie~^^ + C 2 eos 2 x + C 3 sen 2 x. ■ 

Existencia y unicidad de soluciones 

En la sección 3.1 se mostró que una solución particular de una ecuación diferencial 
lineal de segundo orden está determinada por dos condiciones iniciales. De manera 
similar, una solución particular de una ecuación diferencial lineal de enésimo orden 
se determina con n condiciones iniciales. El siguiente teorema, que se prueba en el 
Apéndice, es la generalización natural del teorema 2 de la sección 3.1. 


TEOREMA 2 Existencia y unicidad para ecuaciones lineales 


6 
4 
2 
0 

-2 
-4 
-6 

0 2 4 6 8 10 

X 

FIGURA 3.2.1. Solución 
particular y(x) = + 

3 eos 2x — 2 sen 2x. 



Supóngase que las funciones pi,p 2 ,...,Pn y/son continuas en el intervalo abierto 
I que contiene el punto a. Entonces, dados n valores ¿q, ¿ 1 ,..., la ecuación 
lineal de enésimo orden [Ec.(2)] 

y^"'^ + pi(x)y^"“P H-h Pn-i(x)y' + PnMy = /(x) 

tiene una solución única (esto es, una y sólo una) en el intervalo entero I que sa¬ 
tisface las n condiciones iniciales 

y(a)=bo, y'(a) = bi, ..., y^"~^'>(a) = b„-i. (5) 


Ea ecuación (2) y las condiciones en (5) constituyen un problema de valor 
inicial de enésimo orden. El teorema 2 señala que cualquier problema de valor ini¬ 
cial como tal tiene una solución única en todo el intervalo I, donde los coeñcientes 
deñnidos como funciones en (2) son continuos. Esto, sin embargo, no nos dice nada 
acerca de cómo encontrar esta solución. En la sección 3.3 se verá cómo obtener so¬ 
luciones explícitas de problemas de valores iniciales en el caso de que los coeñcientes 
sean constantes, lo que ocurre frecuentemente en las aplicaciones. 


Ejemplo 1 


Al principio se observó que 


Continuación 


y(x) = —3e -H 3 eos 2x — 2 sen 2x 


es una solución de 

y® -b 3y" + 4y' + 12y = 0 

en toda la recta real. Esta solución particular tiene valores iniciales y(0) = 0, y'(0) = 
5 y y"(0) = —39; el teorema 2 implica que no existe otra solución con estos mismos 
valores. Nótese que su gráñea (en la ñg. 3.2.1) parece periódica en la parte del lado 
derecho. En realidad, debido al exponente negativo, vemos que y(x) « 3 eos 2x — 2 
sen 2 x para valores positivos grandes de x. ■ 
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X 


FIGURA 3.2.2. Soluciones de 
+ 3y" + 4y' + I2y = 0 con 
y(0) = y'(0) = o, pero con 
valores diferentes para y(0). 


Ejemplo 2 


Observación. Debido a que su solución general involucra las tres constantes 
arbitrarias c¡, C 2 y C 3 , la ecuación de tercer orden del ejemplo 1 tiene “tres varieda¬ 
des infinitas” de soluciones, que incluyen tres familias de soluciones simples: 

• y(v) = Cie~^^ (obtenida de la solución general con C 2 = C 3 = 0 ), 

• y(v) = C 2 eos 2 x (con Ci = C 3 = 0 ), y 

• y{x) = C 3 sen 2 x (con Ci = C 2 = 0 ). 

Alternativamente, el teorema 2 sugiere tres variedades infinitas de soluciones parti¬ 
culares que corresponden a la elección de tres valores iniciales independientes y( 0 ) 
= bf), y'(0) = fii y y”(0) = ¿ 2 - Las figuras 3.2.2 a la 3.2.4 ilustran las tres familias de 
soluciones correspondientes —para cada una de las cuales dos de estos tres valores 
iniciales son cero. ■ 



FIGURA 3.2.3. Soluciones de 
-f 3y" -f 4y' -f 12y = 0 con 
y'(0) = y''(0) = 0, pero con 
valores diferentes para y'(0)- 


FIGURA 3.2.4. Soluciones de 
-f 3y" -f 4y' -f 12y = 0 con 
y(0) = y'(0) = 0. pero con valores 
diferentes paray''(0). 


Nótese que el teorema 2 implica que la solución trivial y(x) = 0 es la única 
solución de la ecuación homogénea 


+ pi(x)y^" H- h pn-\{x)y'+ p„{x)y = 0 (3) 


que satisface las condiciones iniciales triviales 

y(a) = y'{a) = ■■■ = y^"~’^Ha) = 0. 


Es fácil verificar que 


yi(x)=x^ y y 2 (-^)=-^^ 


son dos diferentes soluciones de 

x^y" - 4xy' + 6y = 0, 


y que ambas satisfacen las condiciones iniciales y(0) = y'(0) = 0. ¿Por qué esto no 
contradice la parte de unicidad del teorema 2? Porque los coeficientes en esta ecua¬ 
ción diferencial desaparecen en x = 0; por tanto, esta ecuación no puede escribirse 
de la forma en (3) con coeficientes como funciones continuas en un intervalo abierto 
que contenga el punto x = 0. ■ 
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Soluciones linealmente independientes 

A partir del conocimiento de soluciones generales de ecuaciones lineales de segundo 
orden puede anticiparse que la solución de una ecuación lineal homogénea de enési¬ 
mo orden 

^ H - V Pn-\{x)y' + pn{x)y = 0 (3) 

es una combinación lineal 

> y = Ciyi +C2y2-l - 'rCnyn, (4) 

donde ji, y 2 ,---,ym son soluciones particulares de la ecuación (3). Pero estas n solu¬ 
ciones particulares deben ser “suficientemente independientes”, tal que se puedan 
seleccionar siempre los coeficientes Ci, C 2 ,..., c„, en (4) para satisfacer las condicio¬ 
nes iniciales arbitrarias de la forma en (5). La pregunta es: ¿qué significa la indepen¬ 
dencia de tres o más funciones? 

Recuérdese que dos funciones/i y /2 son linealmente dependientes si una es un 
múltiplo constante de la otra, esto es, si/i = kf 2 0/2 = kf\ para alguna constante k. Si 
se escriben estas ecuaciones como 

{l)fx + {-k)f 2 = Q o W/l + (-l )/2 = 0, 


se observa que la dependencia lineal de/i y /2 implica que existen dos constantes c\ 
y C 2 ambas diferentes de cero, tales que 


Cl/l+C2/2 = 0. (6) 

Recíprocamente, si ci y C 2 son ambas diferentes de cero, entonces la ecuación (6) 
implica que/i y /2 son linealmente dependientes. 

En analogía con la ecuación en (6), se dice que n funciones/i,/ 2 ,...,/„ son li¬ 
nealmente dependientes siempre que alguna combinación lineal no trivial 

Clfí + C2/2 + • • • + Cnfn 

se anule idénticamente; no trivial significa que no todos los coeficientes Ci, C2,..., c„ 
son cero (sin embargo, algunos de ellos pueden serlo). 

DEFINICIÓN Dependencia lineal de funciones 

Se dice que las n funciones/i,/ 2 ,...,/„, son línealmcntc dependientes en el inter¬ 
valo I siempre que existan constantes Ci, C2,..., c„ no todas cero, tales que 


Cl/l + C2/2 + • • • + Cnfn — 0 


(7) 


en 7; esto es. 


Cl/l(x) -E C2f2Íx) H- \-Cnfn(x) = o 


para toda x en 7. 

Si no todos los coeficientes en la ecuación (7) son cero, entonces claramente se pue¬ 
de resolver para al menos una de las funciones como una combinación lineal de la 
otra, y recíprocamente. Por tanto, las funciones/i,/ 2 ,...,/„ son linealmente depen¬ 
dientes si y sólo si al menos una de ellas es una combinación lineal de las otras. 
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Ejemplo 3 


Las funciones 

/i(x) = sen 2x, / 2 (x) = sen x eos x y f^{x) = 
son linealmente dependientes en toda la recta real porque 

(l)/l + (-2)/2 + (0)/3 = o 

(por la conocida identidad trigonométrica sen 2x = 2 sen x eos x). ■ 

Las n funciones /i,/2,...,/„ se dice que son línealmente independientes en el 
intervalo I siempre que no exista una dependencia lineal entre ellas. De manera equi¬ 
valente, existe independencia lineal en I siempre que la identidad 


Cl/l + C2/2 + ■ ■ ■ + Cn/n — 0 


(9) 


se cumpla en 1 sólo en el caso trivial 

Ci C 2 * * * Cfi 0, 


esto es, no existen combinaciones no triviales de estas funciones que se anulen en I. 
Dicho en otras palabras, las funciones/i,/ 2 ,...,/„ son linealmente independientes si 
ninguna de ellas es una combinación lineal de las otras. (¿Por qué?). 

Algunas veces se puede mostrar que n funciones dadas son linealmente depen¬ 
dientes si se encuentran, como en el ejemplo 3, valores no triviales de los coeficientes 
tales que hagan que la ecuación (7) se cumpla. Pero para verificar que dadas n fun¬ 
ciones son linealmente independientes, se debe probar que no se pueden encontrar 
valores no triviales de los coeficientes, y esto rara vez es fácil de realizarse de mane¬ 
ra obvia o directa. 

Afortunadamente, en el caso de n soluciones de una ecuación lineal homogé¬ 
nea de enésimo orden, hay una herramienta que hace rutinaria la determinación de su 
dependencia o independencia lineal para muchos ejemplos. Esta herramienta es el de¬ 
terminante wronskiano, el cual se introdujo (para el caso de n = 2) en la sección 3.1. 
Supóngase que las n funciones/i,/ 2 ,...,/„ son cada una n — l veces derivadles. En¬ 
tonces, su wronskiano es el determinante de n X n 


> 


í\ h • • • fn 



fí 


f 

J n 


( 8 ) 


r(n—V) rin—^) f{n~Y) 

J\ Jl ''' Jn 


Se escribe W(/'i,/ 2 ,.. .,/„) o W(x) dependiendo de si se desean enfatizar las funciones 
o el punto X en el cual se evalúa su wronskiano, llamado de este modo en honor del 
matemático polaco J. M. H. Wronski (1778-1853). 

En la sección 3.1 se revisó que el wronskiano de dos funciones linealmente 
dependientes se anula idénticamente. En general, el wronskiano de n funciones li¬ 
nealmente dependientes fi, f2,.fn es idénticamente cero. Para probarlo, se asume 
que la ecuación (7) se cumple en el intervalo 7 para algún conjunto de valores de las 
constantes ci, C2,..., c„ no todas cero. Entonces, derivamos esta ecuación n — 1 veces 
en forma sucesiva, obteniendo n ecuaciones 

C\fi{x) + Cifiix) H-h c„/„(x)=0, 

C\f[{x) + C2fi{x) H-h Cnfñ{x)= 0 , 


Cifí" ''(x) -h C2/2" ^^(x) H - h c„f¡f *Hx) = o, 
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Ejemplo 4 


Solución 


Ejemplo 5 


Solución 


las cuales se cumplen para todas las x en I. Recuérdese, del álgebra lineal, que un 
sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n incógnitas tiene una solución no 
trivial si y sólo si el determinante de sus coeficientes se anula. En la ecuación (9) las 
incógnitas son las constantes c\, C 2 ,..., c„ y el determinante de los coeficientes es 
simplemente el wronskiano W(fi,f 2 ,...,fn), evaluado en el punto particular de x en I. 
Debido a que se sabe que las c, no son todas cero, se concluye que W(x) = 0, como 
se quiso probar. 

Por tanto, para verificar que las funciones/i,/ 2 ,...,/„ son linealmente indepen¬ 
dientes en el intervalo /, es suficiente mostrar que su wronskiano es diferente de cero 
al menos en algún punto de I. 


Demuéstrese que las funciones yi(x) = e y 2 (x) = eos 2x y ysCx) = sen 2x (del 
ejemplo 1) son linealmente independientes. 


Su wronskiano es 


lk = 



eos 2x 

sen 2x 

-3e-3í 

-2 sen 2x 

2 eos 2x 

9 ^- 3 ^ 

- 4 eos 2x 

-4 sen 2x 



-2 sen 2x 

2 eos 2x 

+ 3e-^-* 

eos 2x 

sen 2x 


- 4 eos 2x 

-4 sen 2x 


- 4 eos 2x 

-4 sen 2x 


+ 


eos 2x sen 2x 
-2 sen 2x 2 eos 2x 


26e“^^ ^0. 


Debido a que W^O para todo valor de x, se concluye que yi, y 2 y ^3 son linealmente 
independientes en cualquier intervalo abierto (incluyendo toda la recta real). ■ 


Muéstrese primero que las tres soluciones 

yiix)=x, y 2 (x)=xlnx y y^ix) = x^ 


de la ecuación de tercer orden 

x^yO) - x^y" + 2xy' - 2y = 0 (10) 

son linealmente independientes en el intervalo abierto x > 0. Luego encuéntrese 
una solución particular de la ecuación (10) que satisfaga las condiciones iniciales 

y(l) = 3, /(1)=2, /(1) = 1. (11) 

Nótese que para x > 0, se podría dividir cada término en (10) entre x^ para obtener 
una ecuación lineal homogénea de la forma estándar en (3). Cuando se calcula el 
wronskiano de las tres soluciones dadas, se encuentra que 


lE = 


X xlnx x^ 

1 1 + In X 2x 

1 


= X. 


X 


o 


2 
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Así, W(x) A 0 para x > 0, de tal manera que Ji, 3^2 y Js son linealmente independien¬ 
tes en el intervalo x > 0. Para encontrar la solución particular deseada, se imponen las 
condiciones iniciales en (11) 

y(x) =cix + C 2 xlnx + C 3 X^, 

y'{x) = ci + C 2 (l + Inx) + 2 c 3 X, 

y" {x) = 0 H- + 2 c 3 . 

X 

Esto nos lleva a las ecuaciones simultáneas 

y(i) =ci +C 3 =3, 
j'(l) = Ci + C 2 + 2c3 = 2, 

/(1)= C2 + 2c3 = 1; 

resolviendo, se encuentra que C\ = 1, C 2 = —3 y C 3 = 2. Por tanto, la solución bus¬ 
cada es 

y(x) = X — 3x Inx + 2x^. ■ 

Dado que W(yi, Jn) ^ ahora es necesario ver que (teorema 4) siempre 
se pueden encontrar valores de los coeficientes en la combinación lineal 


y = ciyi + C 2 y 2 H-h c„y„ 


que satisfagan cualesquiera condiciones iniciales dadas en la forma en (5). El teore¬ 
ma 3 prueba la necesaria no anulación de W en el caso de soluciones linealmente 
independientes. 


TEOREMA 3 Wronskianos de soluciones 

Supóngase que y 1 , y 2 > • • • > y« son n soluciones de la ecuación lineal homogénea de 
enésimo orden 

y‘"^ + pi(x)y^"“^’ H-h p„_i(x)y' + p„{x)y = 0 (3) 

en un intervalo abierto 7, donde cada pi es continua. Sea 

= W(yi,y 2 ,... ,y„). 

(a) Si yi, y 2 ,---, yn son linealmente dependientes, entonces W = 0 en 7. 

(b) Si yi, y 2 ,.-., y» son linealmente independientes, entonces W A 0 en cualquier 
punto de 7. 

Como se advierte, hay sólo dos posibilidades: que W = 0 en cualquier punto de 7, 
o que W A 0 en cualquier punto de 7. 


Demostración. El inciso (a) ya se ha probado. Para demostrar el (b), es sufi¬ 
ciente con asumir que W(a) = 0 en cualquier punto de 7, y mostrar que esto impli¬ 
ca que las ecuaciones yi, y 2 ,.-., yn son linealmente dependientes. Pero W(a) es 
simplemente el determinante de los coeficientes del sistema de n ecuaciones lineales 
homogéneas 
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Ci);i(a)+ C2y2(a) + ---+ c„yn(a) = 0, 

ciy[(a) + C2y2Ía) + ---+ Cny'„{a) = 0 , 

\ ( 12 ) 

+ C2y2^'\a) H-h = 0 

en las n incógnitas Ci, C 2 ,..., c„. Debido a que W(a) = 0, el principio básico de álge¬ 
bra lineal, citado justo después de (9), implica que las ecuaciones en (12) tienen una 
solución no trivial. Esto es, los números Ci, C 2 ,..., c„ no todos son cero. 

Usando ahora estos valores para definir la solución particular 

Y{x) = ciyiix) + C 2 y 2 Íx) H-h c„>’„(x) (13) 

de la ecuación (3). Las ecuaciones en (12) implican entonces que Y satisface las con¬ 
diciones iniciales triviales 

Y(a) = Y'{a) = ■■■ = Y^''-^\a) = 0. 

Por tanto, el teorema 2 (de unicidad) implica que Y(x) = 0 en 7. En vista de (13) y del 
hecho de que Ci, C 2 ,..., c„ no son todas cero, ésta es la conclusión deseada para que 
las soluciones yi, y 2 >---> Jn sean linealmente dependientes. Esto completa la prueba 
del teorema 3. A 

Soluciones generales 

Se puede mostrar ahora que, dado cualquier conjunto fijo de n soluciones linealmente 
independientes de una ecuación homogénea de enésimo orden, cada (otra) solución 
de la ecuación puede expresarse como una combinación lineal de aquellas n solucio¬ 
nes particulares. Utilizando lo expuesto por el teorema 3 de que el wronskiano de n 
soluciones linealmente independientes es diferente de cero, la prueba del siguiente 
teorema es esencialmente la misma del teorema 4 revisado en la sección 3.1 (para el 
caso de n = 2). 


TEOREMA 4 Soluciones generales de ecuaciones homogéneas 

Sean yi, y« « soluciones linealmente independientes de la ecuación homo¬ 
génea 


y‘"^-E pi(x)y^" H- h Pn-v{x)y'+ p„{x)y = Q (3) 

en el intervalo abierto I donde las p, son continuas. Si Y es cualquier solución de 
la ecuación (3), entonces existen valores Ci, C2,..., c„ tales que 

Y{x) = ciyi(x) + C2y2Íx) H-hc„y„(x) 


para toda x en 7. 


Así, toda solución de la ecuación diferencial lineal homogénea de enésimo 
orden es una combinación lineal 

> y = ciyi + C2y2 -Ec„y„ 

de cualesquiera n soluciones linealmente independientes dadas. En este contexto, 
una combinación lineal de este tipo se conoce como una solución general de la 
ecuación diferencial. 
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Ejemplo 6 


De acuerdo con el ejemplo 4, las soluciones particulares y\{x) = y 2 (x) = eos 2x 

y ysW = sen 2x de la ecuación diferencial lineal y^^^ + 3y" + Ay' + \2y = Q son 
linealmente independientes. Ahora, el teorema 2 dice que —dados bo, bi y exis¬ 
te una solución particular y(x) que satisface las condiciones iniciales y( 0 ) = bo, y'( 0 ) 
— bi y y"(0) = ^ 2 - En consecuencia, el teorema 4 implica que esta solución particu¬ 
lar es una combinación lineal de yi, y 2 y Js- Esto es, existen coeficientes ci, C 2 y C 3 
tales que 


y(x) = Cíe -f C 2 COS 2 x + C 3 sen 2 x. 

Realizando las derivaciones sucesivas y sustituyendo x = 0, se encuentra que para 
conocer estos coeficientes se necesitan resolver solamente las tres ecuaciones lineales 

Cl -h C2 = fio, 

—3ci -f 2 c 3 = fii, 

9ci - 4 c 2 = fi 2 . 


(Véase la aplicación para esta sección). ■ 

Ecuaciones no homogéneas 

Ahora considérese la ecuación diferencial lineal no homogénea de enésimo orden 

> H-H Pn~iix)y' + P„(x)y = f{x) (2) 

con ecuación homogénea asociada 

> H- V Pn-\{x)y' + Pn{x)y = Q. (3) 

Supóngase que se conoce una solución particular determinada yp de la ecua¬ 
ción no homogénea en (2), y que Y es cualquier otra solución de la ecuación (2). Si 
yc = Y ~ yp, entonces la sustitución de y^ en la ecuación diferencial resulta (utilizan¬ 
do la linealidad de la derivación) 

+ Píyc"~^^-^ -^ Pn-\y'c + Pnye 

= [(yW + + • • • + p„-lY’ + PnY] 

- [(y^"^ + Piyp"“^’ H-f Pn~iy'p + Pnyp] 

= fix) - f(x) = 0. 

Así, y^ = Y — yp es una solución de la ecuación homogénea asociada en (3). Entonces 

> Y = yc + yp, (14) 

y se concluye del teorema 4 que 

> ye = ciyi +C2y2-¡ -hc„y„, (15) 

donde yi, y 2 ,..., y« son soluciones linealmente independientes de la ecuación homo¬ 
génea asociada. Se llama y^. a una función complementaría de la ecuación no 
homogénea, y así se prueba que la solución general de una ecuación no homogénea 
en (2) es la suma de su función complementaria y^ y la función particular y^ de la 
ecuación (2). 
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TEOREMA 5 Soluciones de ecuaciones no homogéneas 

Sea yp una solución particular de la ecuación no homogénea en (2) en un interva¬ 
lo abierto / donde las funciones p/y/son continuas. Sean yj, y 2 ,---,yn soluciones 
linealmente independientes de la ecuación homogénea asociada en (3). Si Y es 
alguna solución de la ecuación (2) en I, entonces existen valores de Ci, C 2 ,..., c„ 
tales que 


Y(x) = ciyiix) + C 2 y 2 (x) - c„y„ix) + yp(x) (16) 

para toda x en I. 


Ejemplo 7 


Es evidente que yp 


3x es una solución particular de la ecuación 


y" + 4y = 12x, 


(17) 


y que ydx) = Ci eos 2x -f C 2 sen 2x es su solución complementaria. Encuentre una 
solución de la ecuación (17) que satisfaga las condiciones iniciales y(0) = 5, y'(0) = 7. 

Solución Ea solución general de la ecuación (17) es 

y(x) = c\ cos2x + C 2 sen2x + 3x. 


Ahora 


y'{x) = —2ci sen 2x -f 2c2 eos 2x -f 3. 

Por tanto, las condiciones iniciales ofrecen 

y(0) = ci =5, 
y(0) = 2 c2 + 3 = 7. 


Se encuentra que ci = 5 y C 2 = 2. Así, la solución deseada es 
3 ;(x) = 5cos2x -f 2sen2x -|- 3x. 


3.2 


Problemas 


En los problemas del 1 al 6 muestre directamente que las fun¬ 
ciones dadas son linealmente dependientes en toda la recta 
real. Esto es, encuentre una combinación lineal no trivial de 
las funciones que se anule idénticamente. 

1 . /(x) = 2x, g{x) = 3x^, /i(x) = 5x - 8x^ 

2. /(x) = 5, g{x) = 2 - 3x^, h{x) =10-1- 15x^ 

3. /(x) = 0, g{x) = senx, h(x) = e^ 

4. /(x) = 17, g(x) = 2 sen^x,/z(x) = 3cos^x 

5. /(x) = n,g(x)= co&^x,h(x)= cos2x 

6. /(x) = e^, g{x) = coshx, h(x) = senhx 


Utilice el wronskiano para probar en los problemas 7 al 12 
que las funciones dadas son linealmente independientes en el 
intervalo indicado. 


7. /(x) = 1, g(x) = X, /i(x) = x^; la recta real 

8 . /(x) = e^, g(x) = e'^, h{x) = la recta real 

9. /(x) = e^, g(x) = cosx, /i(x) = senx; la recta real 

10 . /(x) = e^, g(x) = x“^, /i(x) = x“^ Inx; X >0 

11. /(x) = X, g{x) = xe^, h{x) = x^e^; la recta real 

12. /(x) = X, g{x) = cos(lnx), /i(x) = sen(lnx); x > 0 

En los problemas 13 al 20 se proporciona una ecuación lineal 
homogénea de tercer orden y tres soluciones linealmente inde¬ 
pendientes. Encuentre una solución particular que satisfaga 
las condiciones iniciales dadas. 

13. -y 2y" - y' - 2y = 0; y (0) = 1, y'(0) = 2, y"(0) = 0; 
yi = e^, yi = e^^, ys = e^^^ 
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14. 

j,(3) - 

- 6y" -P lly' - 6y = 0; 

y(0) = 

0 , y'(0) = 

= 0, 


y"(0) 

II 

II 

II 

= 



15. 

y(3)_ 

3y"-P3y'-y =0;y(0) = 

^ 2, y'(0) 

= 0, y"(0) 

= 0; 


yi = 

e^, y 2 = xef ys = x^e^ 




16. 

y(3)_ 

5y"-p8y'—4y = 0; y(0) = 

= 1, y'(0) 

= 4, y"(0) 

= 0; 


yi = 

y2 = e^^, ys = xe^^ 




17. 

y(3)4 

-9y' = 0;y(0) = 3, y'(0) = 

= -i,y" 

(0) = 2; yi 

= 1, 


>'2 = 

eos 3x, y 3 = sen3x 




18. 

y(3)_ 

3y"-h4y'-2y = 0;y(0) = 

= 1 , y'(0) 

= 0, y"(0) 

= 0; 


yi = 

e^, y 2 = e^ cosx, y 3 = e^ senx. 



19. 

x3y(3) 

' - 3x^y" -P 6xy' - 6y = 

0 ;y(i) = 

= 6, y'(l) = 

= 14, 


y"(l) 

= 22; yi = x, y 2 = x^ y 3 

= x^ 



20. 

x3y(3) 

' -P 6x^y" -P 4xy' - 4y = 

0 ; y(l) : 

= 1, /(I) 

= 5, 


y"(l) 

= -11; yi = X, y 2 = x^l 

. y3 = 

^ Inx 



En los problemas 21 al 24 se proporcionan: una ecuación di¬ 
ferencial no homogénea, una solución complementaria ye y 
una solución particular y^. Desarrolle una solución que satis¬ 
faga las condiciones iniciales dadas. 

21. y"4-y = 3;c; y(0) = 2, /(O) = -2; 
ye = ci eos.* + C 2 senx; yp = 3x 

22. y" -4y = 12; y(0) = 0, y'(0) = 10; 

yp = -3 

23. y" - 2y' - 3y = 6; y(0) = 3, y'(0) = 11; 
ye = c¡e^^ + C2e^^; yp = -2 

24. y" - 2y' + 2y = 2x; y(0) = 4, y'(0) = 8; 
ye = c\e^ cosx + C 2 e'‘ senx; yp = x + 1 

25. Sea Ly = y" + py' + qy. Suponga que y¡ y y 2 son dos 
funciones tales que 


30. Verifique que yi = x y y 2 = x^ son soluciones linealmente 
independientes en toda la recta real de la ecuación 

x^y" — 2xy' + 2y = 0, 

pero que W{x, x?) se anula en x = 0 ¿Por qué estas obser¬ 
vaciones no contradicen el inciso (b) del teorema 3? 

31. Este problema indica por qué se pueden aceptar sólo n 
condiciones iniciales en una solución de una ecuación di¬ 
ferencial lineal de enésimo orden, (a) Dada la ecuación 

y" + py' + ?y = o, 

explique por qué el valor de y"{a) se determina por los 
valores de yia) y y'(a), (b) Pruebe que la ecuación 

y" - 2y' - 5y = 0 

tiene una solución que satisface las condiciones 
y(0) = l, y'(0) = 0, y y"(0) = C 
si y sólo si C = 5. 

32. Demuestre que una ecuación diferencial lineal homogé¬ 
nea de enésimo orden satisface la hipótesis del teorema 2 
al tener n soluciones linealmente independientes y i, y 2 ,..., 
y„ (Sugerencia: sea y¡ solución única tal que 

y^¡~^\a) = 1 y yf\a) =0 sik^i — l.) 


Lyi = f(x) y Ly 2 = g(x). 

Muestre que su suma y = yi + y 2 satisface la ecuación no 
homogénea Ly = /(x) + g(x). 

26. (a) Por inspección encuentre soluciones particulares de 
las dos ecuaciones no homogéneas 

y" -P 2y = 4 y y" -P 2y = 6x. 

(b) Retome el método del problema 25 para encontrar una 
solución particular de la ecuación diferencial y” -P 2y 
= 6x -P 4. 

27. Pruebe directamente que las funciones 

/l(x) = 1, / 2 (x) = X, y / 3 (x) = x^ 


33. Suponga que los tres valores r¡, r 2 y y 3 son diferentes. 
Muestre que las tres funciones exp(rix), exp(r 2 x) y exp(r 3 x) 
son linealmente independientes verificando que su 
wronskiano 


W = exp[(ri -P ^2 -P /' 3 )x] • 


1 1 1 


r\ *2 *3 


es diferente de cero para toda x. 

34. Asuma que conoce el determinante de Vandermonde 
para probar que 


son linealmente independientes en toda la recta real 
(Sugerencia: asuma que Cj + C 2 X -P epe^ = 0. Derive dos 
veces esta ecuación y concluya de las ecuaciones obteni¬ 
das que Ci = C 2 = C 3 = 0 .) 

28. Generalice el método del problema 27 para probar direc¬ 
tamente que las funciones 

/o(x)=l, /i(x)=x, / 2 (x)=x^..., /„(x)=x" 


V = 






r 


n—l 

1 


r 


n—l 

2 


r 


n—l 

n 


son linealmente independientes en toda la recta real. 

29. Utilice el resultado del problema 28 y la definición de in¬ 
dependencia lineal para probar directamente que, para 
cualquier constante r, las funciones 

/o(x) = e'■^ /i(x)=xe'-". ..., /„(x) = xV" 


es diferente de cero si los valores de r¡, r 2 ,..., r„ son dife¬ 
rentes. Calcule por el método del problema 33 que las 
funciones 

fi(x) = exp(nx), 1 ^ i ^ n 


son linealmente independientes en toda la recta real. 


son linealmente independientes. 



172 Capítulos Ecuaciones lineales de orden superior 


35. De acuerdo con el problema 32 de la sección 3.1, el 
wronskiano W(yi, y 2 ) de dos soluciones de la ecuación de 
segundo orden 

y" + Pi{x)y' + p 2 {x)y = 0 


está dado por la fórmula de Abel 


W{x) 



pi(x) dx 


para alguna constante K. Se puede probar que el wrons¬ 
kiano de n soluciones y 1 , ^ 2 . • ■ •. de la ecuación de enési¬ 
mo orden 


+ pitxtyí-» + • • • + p„-x(x)y' + pn(x)y = 0 


satisface la misma identidad. Pruebe esto para el caso de 
n = 3 como sigue: (a) La derivada de un determinante 
de funciones es la suma de los determinantes obtenidos 
por separado derivando los renglones del determinante 
original. Concluya que 


W = 


yi 


yi yi 


Ji yi y^ 


(3) (3) 

yl yi 


y^ 


(3) 


(b) Sustituya para y® y y® de la ecuación 

y^^^ + piy" + piy' -b psy = 0, 


y luego muestre que W = —p\W. La integración resulta 
en la fórmula de Abel. 

36. Admita que se conoce una solución yi(x) de la ecuación 
diferencial lineal homogénea de segundo orden 


medio de la derivada v'(x) de v(x). Integrando v'(x), se 
obtiene la función v(x) deseada (no constante). 

37. Antes de aplicar la ecuación (19) a una ecuación diferen¬ 

cial lineal homogénea de segundo orden con una solución 
conocida yi(x), primero debe escribirse la ecuación en la 
forma de (18) con el primer coeficiente igual a 1 , a fin de 
determinar correctamente la función que define el coefi¬ 
ciente p{x). Con frecuencia, para simplificar es más con¬ 
veniente sustituir y = v(x)yi(x) en la ecuación diferencial 
dada y luego proceder directamente a encontrar v(x). Así, 
iniciando con la solución y i(x) = x^ fácilmente verificable 
de la ecuación 

x^y" — 5xy' -b 9y = 0 (x > 0), 

sustituya y = vx^ y deduzca que xv" -b 1 ;' = 0. Poste¬ 
riormente resuelva para í;(x) = C In x, y de aquí obtenga 
(con C = 1) la segunda solución y 2 (x) = x^ In x. 

En cada uno de los problemas 38 al 42 se proporciona una 

ecuación diferencial y una solución yi. Utilice el método de 

reducción de orden como en el problema 37 para encontrar 

una segunda solución linealmente independiente y 2 - 

38. x^y" -b xy' — 9y = 0 (x > 0); yi(x) = x^ 

39 . 4y" _ 4j,' + j, = 0 ; yi (x) = e^'^ 

40. x^y" — x(x -b 2)y' -b (x -b 2)y = 0 (x > 0); yi(x) = x 

41. (x -b l)y" — (x -b 2)y' -b y = 0 (x > —1); yi(x) = e^ 

42. (1 — x^)y" -b 2xy' — 2y = 0 (— 1 < x < 1); yi(x) = x 

43. Primero observe que yi(x) = x es una solución de la ecua¬ 
ción de Legendre de orden 1. 

(1 — x^)y" — 2 xy' -b 2 y = 0 . 


y" + p(x)y'+ q(x)y = 0 (18) 

(en un intervalo / donde py q son funciones continuas). El 
método de reducción de orden consiste en sustituir y 2 (x) 
= t;(x)yi(x) en (18) e intentar determinar la función í;(x) 
tal que y 2 (x) sea una solución linealmente independiente 
de (18). Después de sustituir y = t;(x)yi(x) en la ecuación 
(18), parta del hecho de queyi(x) es una solución para de¬ 
ducir que 

yiv" -b (2y¡ -b pyi)v' = 0. (19) 


Utilice ahora el método de reducción de orden para dedu¬ 
cir la segunda solución 


y 2 (x) = 1 - - In 


1 -b X 
1 — X 


(para — 1 < x < 1). 


44. Por sustitución, verifique primero que yi(x) = x eos x 
es una solución (para x > 0) de la ecuación de Bessel de 
orden j, 

xV + xy'-b(x2- i)y = 0. 


Si se conoce yi(x), entonces (19) es una ecuación de varia- Posteriormente deduzca por reducción de orden la segun- 

bles separables que puede resolverse con facilidad por da solución y 2 (x) =x“*'^^senx. 


3.2 Aplicaciones 


Graficación de familias de soluciones de tercer orden 


Esta aplicación aborda la representación gráfica de familias de soluciones por 
computadora como las que se ilustran en las figuras 3.2.2 a 3.2.4. Se sabe del ejem¬ 
plo 6 que la solución general de 


y® -b3y"-b4y'-b 12 y = 0 


( 1 ) 


es 


y(x) = c¡e -b C 2 eos 2 x-b C 3 sen 2 x. 


( 2 ) 
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Para la figura 3.2.2 utilícese el método del ejemplo 6 para verificar que la solución 
particular de la ecuación (1) que satisface las condiciones iniciales yfO) = a, /(O) = 
0 y y''(0) = 0 está dada por 

yfx) = — + 9cos2x + 6sen2x). (3) 

El ciclo de Matlab 

X = -1.5 : 0.02 : 5 % x-vector from x = -1.5 to x = 5 

for a = -3 : 1 : 3 % for a = -3 to 3 with da = 1 do 

el = 4*a/13; 
c2 = 9*a/13; 
c3 = 6*a/13; 

y = cl*exp(-3*x) + c2*cos(2*x) + c3*sln(2*x); 
plot(x,y) 

end 

se utilizó para generar la figura 3.2.2. 

Para la figura 3.2.3 muéstrese que la solución particular de la ecuación (1) que 
satisface las condiciones iniciales y(0) = 0, /(O) = by y"(0) = 0 está dada por 

b 

y(x)=-sen2x, (4) 

y cambióse el ciclo acorde con lo anterior. 

Para la figura 3.2.3, compruébese que la solución particular de la ecuación (1) 
satisface las condiciones iniciales y(0) = 0, /(O) = 0 y y"(0) = c que están dadas por 

y{x) = ^ (2^“^"' — 2cos2x + 3sen2x). (5) 

Sistemas de álgebra por computadora como Maple y Mathematica, así como 
las calculadoras gráficas, tienen comandos para llevar a cabo ciclos como el mostrado 
aquí. Comiéncese por reproducir las figuras 3.2.2 a 3.2.4. Posteriormente, trácense 
familias similares de curvas solución para las ecuaciones diferenciales en los proble¬ 
mas 13 al 20. 


Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes 


En la sección 3.2 se vio que la solución general de una ecuación lineal homogénea 
de enésimo orden es una combinación lineal de n soluciones particulares linealmente 
independientes, pero se dijo poco acerca de cómo encontrar exactamente una solu¬ 
ción. Ea solución de una ecuación diferencial lineal con coeficientes variables nor¬ 
malmente requiere métodos numéricos (capítulo 2) o métodos de series infinitas 
(capítulo 8). Ahora podemos mostrar cómo encontrar, de manera explícita, las n so¬ 
luciones linealmente independientes de una ecuación lineal de enésimo orden a tra¬ 
vés de un camino más directo si tienen coeficientes constantes. Una ecuación general 
como ésta puede escribirse de la forma 

^ -f -I-h fl2y"+floy = 0, (l) 

donde los coeficientes oq, «i, 02 ,..., son constantes reales con a„ A0. 
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La ecuación característica 

Se analizará primero una sola solución de la ecuación (1) observando que 

( 2 ) 

así, cualquier derivada de es un múltiplo constante de e™. Por tanto, si se sustitu¬ 
ye y = en la ecuación (1), cada término debe ser un múltiplo constante de e" con 
los coeficientes constantes dependiendo de r y de los coeficientes a¿. Esto sugiere 
encontrar r de tal manera que todos estos múltiplos de e" tendrán una suma igual a 
cero en cuyo caso y = e" será una solución de la ecuación (1). 

Por ejemplo, en la sección 3.1 se sustituyó y = e™ en la ecuación de segundo 

orden 

ay" + by' -|- cy = 0 


para establecer la ecuación característica 

ar^ + br + c = 0 


que r debe satisfacer. 

Para aplicar esta técnica en el caso general, se sustituye y = e” en la ecuación (1) 
y, con la ayuda de la ecuación (2), se encuentra el resultado 

+ • • • + + aire" + aoe" = 0; 

esto es, 

e^^ {afiv" afi—xv" ^ ay^'^ a\r ao) = 0. 

Debido a que e™ nunca es cero, se observa que y = e" es precisamente una solución 
de la ecuación (1), donde r es una raíz de la ecuación 

>• anr" + an-\r''~^ + ■ ■ ■ + a 2 r^ + a\r + üQ = 0. (3) 

Esta igualdad se llama ecuación característica o ecuación auxiliar de la ecuación 
diferencial en (1). El problema, entonces, se reduce a la solución de esta ecua¬ 
ción puramente algebraica. 

De acuerdo con el teorema fundamental de álgebra, cada polinomio de enési¬ 
mo grado —tal como el de la ecuación (3)— tiene n ceros, no necesariamente distin¬ 
tos ni necesariamente reales. Encontrar los valores exactos de estos ceros puede ser 
difícil o incluso imposible; la fórmula cuadrática es suficiente para ecuaciones de 
segundo orden, pero para las de grado superior es necesaria una compleja factoriza- 
ción fortuita, o bien aplicar una técnica numérica como el método de Newton (o 
utilizar una calculadora/computadora con el comando solve). 

Raíces reales distintas 

Cualquiera que sea el método utilizado, supóngase que ya se ha resuelto la ecua¬ 
ción característica, por lo que siempre se puede escribir una solución general de la 
ecuación diferencial. Ea situación es ligeramente más complicada en el caso de raíces 
repetidas o complejas en la ecuación (3), por lo que primero se examinará el caso 
más simple —en el cual la ecuación característica tiene n raíces reales distintas (sin 
tener dos iguales) ri, r 2 ,..., r„. Entonces las funciones 


son todas soluciones de la ecuación (1), y (por el problema 34 de la Secc. 3.2) estas 
n soluciones son linealmente independientes en toda la recta real. En suma, se ha 
probado el teorema 1. 
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TEOREMA 1 Raíces reales distintas 

Si las raíces r^, r 2 ,..de la ecuación característica en (3) son reales y distintas, 
entonces 

> y(x) = + • • • + (4) 

es una solución general de la ecuación ( 1 ) 


Resuélvase el problema de valor inicial 

y® + 3y" - lOy = 0; 

y(0) = 7, y'(0) = 0, /(O) = 70. 

Solución La ecuación característica de la ecuación diferencial dada es 

+ 3r^ - ÍOr = 0 . 


Resolviendo por factorización 

r{r^ + 3r - 10) = r(r + 5)(r - 2) = 0, 

y, por tanto, la ecuación característica tiene tres raíces reales distintas r = 0, r = —5 y 
r = 2 por lo que, debido a que e'^ = 1, el teorema 1 proporciona la solución general 

y{x) = ci + C 2 e^^'‘ + 

Por consiguiente, dadas las condiciones iniciales se llega a las ecuaciones lineales 

y(0) = ci + C 2 + C 3 = 7, 

y(0)= - 5 c2 + 2c3= o, 

y"(0) = 25 c2 + 4c3 = 70 


en los coeficientes ci, C 2 y C 3 . De las últimas dos ecuaciones se obtiene y"(0) — 2y'(0) 
= 35 c 2 = 70, y así C 2 = 2. Posteriormente, la segunda ecuación proporciona C 3 = 5, 
y finalmente de la primera ecuación se obtiene que Ci = 0. Por tanto, la solución 
particular deseada es 


y{x) = 


“h 5^ 


2x 


Operadores diferenciales polinomiales 

Si las raíces de la ecuación característica en (3) no son distintas —son raíces repeti¬ 
das— entonces no se pueden obtener n soluciones linealmente independientes de la 
ecuación (1) por el método del teorema 1. Por ejemplo, si las raíces son 1, 2, 2 y 2, 
se obtienen solamente las dos funciones e* y El problema, entonces, es conseguir 
las soluciones linealmente independientes faltantes. Para este propósito es convenien¬ 
te adoptar “la notación de operador” y escribir la ecuación (1) de la forma Ly = 0, 
donde el operador 


L = 


d" 

' dx" 


+ On-l 


dx"-^ 


d^ d 

fl2 ~r^ + ni —-h flo 

dx^ dx 


(5) 
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opera en una función ^(x) derivable n veces para producir una combinación lineal 

Ly = H-h + a\y' + a^y 

de y y sus n primeras derivadas. También se representa por D = d/dx la operación de 
derivación con respecto a x, de tal manera que 

Dy = y', D^y = /, D^y = y®, 

y así sucesivamente. En términos de D, el operador L en (5) puede escribirse como 

L = Gfi T Olí— 1 T)” ^ T ‘ ‘ ‘ Trz 2 T)^ a\D T oq , (6) 

y encontramos conveniente pensar que el lado derecho de la ecuación (6) es un poli¬ 
nomio (formal) de enésimo grado en la “variable” D. Éste es un operador diferen¬ 
cial polinomial. 

Un operador polinomial de primer grado con coeficiente 1 tiene la forma D — a, 
donde a es un número real. Si opera en una función y = y(x) obtiene 

{D — a)y = Dy — ay = y' — ay. 

La importancia de tales operadores es que cualesquiera dos de ellos conmuta'. 

(D - a){D - b)y = {D - b){D - a)y (7) 

para cualquier función doblemente derivable y = y(x). La demostración de la fórmu¬ 
la en (7) da el siguiente cálculo: 

{D - a)(D - b)y = (D - a)(y' - by) 

= D{y' - by) - a{y' - by) 

= y" — (b + a)y' + aby = y" — (a -|- b)y' + bay 
= D(y' - ay) - b{y' - ay) 

= {D- b){y' - ay) = (D - b)(D - a)y. 

Aquí se observa también que (D — a) (D — b) = — (a + b)D + ab. De manera 

similar, por inducción se puede mostrar que un número de factores de un producto 
operador de la forma (D — ai)(D — a^) ...{D — an) se expande —por multiplicación 
y recolección de coeficientes— en la misma forma que un producto ordinario (x — 
ai)(x — 02 ) ... (x — a„) de factores lineales con x como variable real. En consecuen¬ 
cia, el álgebra de los operadores diferenciales polinomiales se parece exactamente al 
álgebra de polinomios reales ordinarios. 

Raíces reales repetidas 

Considérese ahora la posibilidad de que la ecuación característica 

-I- a2r^ + air + ao = 0 (3) 

tenga raíces repetidas. Por ejemplo, supóngase que la ecuación (3) tiene sólo dos 
raíces distintas: tq de multiplicidad 1 y rj de multiplicidad k = n — 1 > 1. Entonces 
(después de dividir entre a„) la ecuación (3) puede reescribirse en la forma 

(r - ryfir - ro) = (r - ro)(r - rO* = 0. (8) 

De manera similar, el operador correspondiente L en (6) puede escribirse como 

L = {D- r,)\D - ro) = {D - ro)(D - n)^, (9) 


el orden de los factores no afecta en nada debido a la fórmula en (7). 
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Dos soluciones de la ecuación diferencial Ly = 0 son ciertamente yo = y yi 
= Sin embargo, esto no es suficiente, pues se necesitan k = \ soluciones lineal¬ 
mente independientes para obtener una solución general, debido a que la ecuación es 
de orden k + l. Para encontrar las A: — 1 soluciones fallantes, se observa que 

Ly = {D-ro)[{D-nfy]=Q. 

Consecuentemente, toda solución de la ecuación de k-enésimo orden 

(D - nfy = 0 (10) 

puede ser también una solución de la ecuación original Ly = 0. Por tanto, nuestro 
problema se reduce a encontrar una solución general de la ecuación diferencial 
en (10). 

El hecho de que yi = es una solución de la ecuación (10) sugiere intentar 
la sustitución 


y(x) = u(x)yi(x) = u(x)e'^^^, (11) 

donde u(x) es una función que ya ha sido determinada. Obsérvese que 

(D — ri) = {Du)e''^^ + u{r\e''^^) — (12) 

Después de k aplicaciones se obtiene que 

(D - nf = (D^M)e''i^ (13) 

para alguna función suficientemente derivable u{x). En consecuencia, y = es 


una solución de la ecuación (10) si y sólo si D^u = = q. Pero esto es si y sólo si 

u{x) = C1 -|- C2X -|- C3X^ -E • • • -E C,tX*^^ 

el polinomio es de grado al menos A: — 1. Por tanto, la solución deseada de la ecua¬ 
ción (10) es 

y(x) = = (ci -E C 2 X -E c^x^ -E • • • + Qx^“')e'''^. 

En particular, aquí se observan las soluciones adicionales xe'^'^, ..., x*^~ de 

la ecuación diferencial original Ly = 0. 

Eo anterior puede llevarse a cabo reemplazando el operador D — con un 
operador polinomial arbitrario. Cuando se hace esto, el resultado prueba el teorema 
siguiente. 


TEOREMA 2 Raíces repetidas 

Si la ecuación característica en (3) tiene una raíz repetida r de multiplicidad k, 
entonces parte de la solución general de la ecuación diferencial en (1) correspon¬ 
diente a r es de la forma 

> (ci-E C2X -E C3X^ -I- Eci:X^“')e". (14) 


Se puede observar que, de acuerdo con el problema 29 de la sección 3.2, las k 
funciones xe™, x^e", ..., y x^~^e“ involucradas en ( 14) son linealmente indepen¬ 
dientes en toda la recta real. Así, una raíz de multiplicidad k corresponde a k solucio¬ 
nes linealmente independientes de la ecuación diferencial. 
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Ejemplo 2 


Solución 


Encuéntrese la solución general de la ecuación diferencial de quinto orden 

93;(5) _ 63,(4) + 3,(3) ^ Q 

La ecuación característica es 

9r^ - 6 r^ + = r\9r^ - 6 r + 1 ) = r^(3r - i f = 0 . 

Tiene una raíz triple r = 0 y una raíz doble r = 3 ■ La raíz triple r = 0 contribuye con 

cie°'^ + C2xe^'^ + = ci + C2X + c^x^ 

para la solución, mientras que la raíz doble r = ^. contribuye con € 46 ^^^ + Por 

tanto, la solución general de la ecuación diferencial dada es 

y(x) = ci + C2X + c^x^ + C4e^^^ + c^xe^^^. | 


Funciones complejas y método de Euler 

Dado que se asume que los coeficientes de una ecuación diferencial y su ecuación 
característica son reales, cualesquiera raíces complejas (no reales) se presentarán 
por pares conjugados complejos a ± bi, donde a y b son reales, siendo i = V— 1 - 
Esto nos lleva a preguntamos qué significa un exponencial de la forma e(''+(’ 0 ^ 

Para responder esta pregunta, recuérdense del cálculo elemental las series de 
Taylor (o de MacLaurin) para las funciones exponenciales 


^ + + ^ + Zj + '" • 


71=0 




4! 


Si se sustituye í = id, recordando que f = —1, P = —i, /"* = 1 y así sucesivamente, 
se obtiene 



(ior 

n\ 


= i + ie 


2 ! 


6>4 

^ 4Í ^ 


1 -^ + ^- 

2! 4! 


, 6>3 6>5 

+ i [6 -^- 

' 3! 5! 


Debido a que las dos series reales de la línea anterior son las series de Taylor para 
eos 6 y sen 6 , respectivamente, esto implica que 




e'® = eos 6 + i sen 6 . 


(15) 


Este resultado se conoce como fórmula de Euler. En consecuencia, se define la 
función exponencial e^ para un número complejo arbitrario z = x + iy como 

e^ = e^^'^ = e^e'-' = e'^(cosy + i sen y). (16) 


De este modo, se observa que las raíces complejas de la ecuación característica 
nos llevan a soluciones complejas de la ecuación diferencial. Una función compleja 
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F de la variable real x asocia con cada número real x (en su dominio de definición) el 
número complejo 


F{x) = f{x)+ ig{x). (17) 

Las funciones reales/y g se denominan partes real e imaginaria, respectivamente, 
de F. Si son derivables, se define la derivada F' de F como 


F\x) = f{x) + ig\x). 


(18) 


De este modo, simplemente se derivan las partes real e imaginaria de F en forma 
separada. 

Se dice que la función compleja F(x) cumple la ecuación diferencial lineal 
homogénea L[F{x)] = 0 siempre que sus partes real e imaginaria en (17) satisfagan 
esta ecuación por separado tal que L[F(x)] = L[F(x)] + iL[g{x)] = 0. 

De este modo, las funciones complejas particulares de interés son de la forma 
F{x) = e”, donde r = a ± bi. Nótese de la fórmula de Euler que 

^(a+bi)x ^ ^ax^ibx ^ ^ ¿ 


y 


^(a-bi)x ^ ^ax^-ibx ^ - i SCUfix). 

La propiedad más importante de e™ es que 


D,(e")=re", 


(19b) 


( 20 ) 


si r es un número complejo. La prueba de esta aseveración se obtiene de los cálculos 
basados en las definiciones y fórmulas dadas anteriormente: 


Dx{e'^^) = Dx(e“^ cosbx) + senfiv) 

= eos bx - sen bx) + i (ae“ sen bx + eos fix) 

= {a+ fi/)(e“ cosbx + senfix) = 


Raíces complejas 

A partir de la ecuación (20) se concluye que cuando r es compleja (así como cuando 
r es real), e™ será una solución de la ecuación diferencial en (1) si y sólo si r es una 
raíz de su ecuación característica. Si los pares conjugados complejos de raíces rj = 
a + biy r 2 = a — bi son simples (no repetidos), entonces la parte correspondiente de 
la solución general de la ecuación (1) es 


y{x) = 

= Cie“(cosfix + i senbx) + C 2 e“(cosfix - i senbx) 
y(x) = (Ci + C 2 )e“ cosfix + ¿(Ci - C 2 )c“senfix, 


donde las constantes arbitrarias Ci y C 2 pueden ser complejas. Por ejemplo, si Ci = 
C 2 = ^ se obtiene la solución real yi(x) = eos bx, mientras que si Ci = y i, C 2 
= 2 ^ se obtiene la solución real independiente y 2 (x} = sen bx. Esto nos lleva al 
siguiente resultado. 
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Ejemplo 3 


Ejemplo 4 


Solución 


TEOREMA 3 Raíces complejas 

Si la ecuación característica en (3) tiene un par no repetido de raíces complejas 
conjugadas a ± bi (siendo b 0), entonces la parte correspondiente de la solución 
general de la ecuación (1) toma la forma 

>- e“(ci cos¿x + C 2 sen¿x). (21) 


La ecuación característica de 


y" + b^y = 0 (b > 0) 

es + b^ = 0, con raíces r = ±bi. De esta manera, el teorema 3 (con a = 0) obtie¬ 
ne la solución general 


y(x) 


c\ eos bx + C 2 sen bx. 


Encuéntrese la solución particular de 


y” - 4y' + 5); = 0 


para la cual y(0) = 1 y'(0) = 5. 

Completando el cuadrado en la ecuación característica se tiene 

-Ar+ 5 = {r+1=0, 

así, r — 2 = i-v/—1 = ±L De esta manera se obtienen las raíces complejas conju¬ 
gadas 2 ± i (las cuales también pueden encontrarse directamente por medio de la 
fórmula cuadrática). Por tanto, el teorema 3 con a = 2 y b = 1 proporciona la solu¬ 
ción general 


y(x) = e^^(ci cosx-f C 2 senx). 


Entonces 


y'{x) = 2e^^{c\ eos x+ C 2 sen x) + ci sen x + C 2 eos x). 


así, las condiciones iniciales nos llevan a 

);(0) = ci = 1 y y'(0) = 2ci -f C 2 = 5. 

De aquí se concluye que C 2 = 3 y, por tanto, la solución particular deseada es 


3 ;(x) = e^^(cosx-l- 3senx). 
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y 

^ fe y) 


_ 

X 

FIGURA 3.3.1. Módulo y 
argumento del número complejo 
X + iy. 


Ejemplo 5 


Solución 


En el ejemplo 5 se emplea la forma polar 

z = x + iy = re'® (22) 


del número complejo Z- Esta forma se obtiene de la fórmula de Euler al escribir 

Z = r = r(cos 6 + i sen 6 ) = re'® 

en términos del módulo r = > 0 del número z y su argumento 9, indi¬ 

cados en la figura 3.3.1. Por ejemplo, el número imaginario i tiene módulo 1 y argu¬ 
mento 7 r/ 2 , de tal manera que i = De forma similar, —i = Otra 

consecuencia de esto es que el número complejo diferente de cero z = re'® tiene las 
dos raíces cuadradas 


= ±(re'®)'/2 = ±V^e'®/2, (23) 

donde -v/r significa (como es usual para un número real positivo) la raíz cuadrada 
positiva del módulo de z. 


Encuéntrese la solución general de -I- 4y = 0. 

Ea ecuación característica es 

r^ - 4 = (r^f - (2if = (r^ -p 2i){r^ - 2i) = 0, 

y sus cuatro raíces son ±\/±2/. Puesto que i = y ~i = se encuentra 

que 

VYi = {2e‘’'^^y'^ = yj2e^^"' = V2 (^cos ^ -f / sen 0 = 1 -f / 

y 

= {2e'^”''^y'^ = -^26'^^'^ = V 2 l^cos ^ -f i sen = -1 -f i. 

De este modo, las cuatro raíces (distintas) de la ecuación característica son r = 
±(± 1 + i). Estos dos pares de raíces conjugadas complejas, 1 ± / y — 1 ± /, propor¬ 
cionan la solución general 

y(x) = e''(ci eos x -f C 2 sen x) + e' eos x -f C 4 senx) 
de la ecuación diferencial y^"^^ -f 4y = 0. ■ 


Raíces complejas repetidas 

El teorema 2 se cumple para raíces complejas repetidas. Si el par conjugado a ± bi 
tiene multiplicidad k, entonces la parte correspondiente de la solución general tiene 
la forma 

{Ai+ A2X+---+ (5i-f B2X + ---+ 5¿x*“‘)e'''“'"'>^ 

k-l 

= x^e‘‘^(Ci eos bx+ d¡ sen bx). (24) 

Puede mostrarse que las 2k funciones 

x^e“ eos bx, xPe"^ sen bx, 0 ^ k-l 
que aparecen en la ecuación (24) son linealmente independientes. 
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Ejemplo 6 


Encuéntrese una solución general de + 6 D + 13)^y = 0. 


Solución 


Al completar el cuadrado, se observa que la ecuación característica 


(r^ + 6 r + 13)2 = [(r + 3)^ + 4]^ = 0 


tiene como raíces el par conjugado —3 ±2/ de multiplicidad k = 2. Por tanto, la 
ecuación (24) proporciona la solución general 


y(x) = e 2 -'(ci cos 2 x + sen 2 x) + ve 2 -'(c 2 cos 2 v + í /2 sen 2 x). H 

En aplicaciones, rara vez se presentan factorizaciones tan útiles como la del 
ejemplo 6 . Erecuentemente la parte más difícil en la solución de una ecuación lineal 
homogénea es encontrar las raíces de su ecuación característica. El ejemplo 7 ilustra 
una aproximación que puede funcionar cuando por inspección se encuentra una raíz 
de la ecuación característica. El material del proyecto de esta sección ilustra otra 
posibilidad. 


Ejemplo 7 


Ea ecuación característica de la ecuación diferencial 


y® + y' - lOy = 0 


es la ecuación cúbica 


+ r — 10 = 0 . 


Por el teorema estándar de álgebra elemental, las únicas posibles raíces racionales 
son los factores ±1, ±2, ±5 y ±10 del término constante 10. Por ensayo y error (si 
no es que por inspección), se obtiene que la raíz es 2. El teorema del factor de álgebra 
elemental garantiza que r — 2 es un factor de + r — 10 , y la división del anterior 
entre este último da como cociente el polinomio cuadrático 

r2 + 2r + 5= (r + l)2+4. 

Eas raíces de este cociente son los valores complejos conjugados — 1 ± 2i. Eas tres 
raíces nos llevan a la solución general 

y(x) = + e~^{c 2 eos 2 x + C 3 sen 2 x). ■ 


Ejemplo 8 


Eas raíces de la ecuación característica de una cierta ecuación diferencial son 3,-5, 
0,0,0,0, —5, 2 ± 3/ y 2 ± 3/. Escríbase una solución general de esta ecuación dife¬ 
rencial homogénea. 


Ea solución puede obtenerse directamente del listado de las raíces. Esto es 


y(^) 


c\ + C 2 X + C2,x^ + ca,x^ + + C(,e + cjxe 

-f e2^(cg eos 3x + C 9 sen 3x) + xe^^(cw eos 3x + cn sen 3x). 


Solución 
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3.3 


Problemas 


Encuentre las soluciones generales de las ecuaciones diferen¬ 
ciales en los problemas 1 al 20. 


1 . 

y"- 

4y = 0 

2 . 

2y" 

1 

II 

o 

3. 

y" + 

1 

O 

II 

o 

4. 

2y" 

- 7y' + 3y = 0 

5. 

y" + 

63,' -H 9y = 0 

6 . 

y"+ 5y'-H 5y =0 

7. 

Ay" - 

- 12y'-H 9y = 0 

8 . 


- 6y' -y 13y = 0 

9. 

y" -y 

8y' -H 25y = 0 

10 . 

5y<'*) -H 3y<2) = 0 

11 . 

3,(4)- 

- 8y<2) -H I6y" = 0 




12 . 

3,(4)- 

- 3y<2) -H 3y" - y' = 

0 



13. 

93,(3) 

-t 12y"-H 4y'= 0 

14. 

3,(4) 

-H 3y" - 4y = 0 

15. 

3,(4)- 

- 8y"-H 16y = 0 

16. 

3,(4) 

-1- 18y"-H 81y = 0 

17. 

6y<®' 

-H lly"-H 4y = 0 

18. 

3,(4) 

= 16y 


19. + y" - y' - y = Q 

20. y*''* + + 3y" + 2y' + y = 0 {Sugerencia: desarrolle 

(r2+ r + 1)2.) 

Resuelva los problemas de valor inicial dados en las preguntas 
21 a 26. 

21. y" - 4y' + 3y = 0; y(0) = 7, y'(0) = 11 

22. 9y" + 6y' + 4y = 0; y{0) = 3, y'(0) = 4 

23. y" - 6y' + 25y = 0; y(0) = 3, ^'(0) = 1 

24. 2y<2> - 3y" - 2y' = 0; y{0) = 1, y'(0) = - 1, ^"(0) = 3 

25. 3y<2) + 2y" = 0; y(0) = - 1, y'(0) = 0, y"{0) = 1 

26. + iQy" + 25y' = 0; y{0) = 3, y'(0) = 4, y"(0) = 5 

Determine las soluciones generales de las ecuaciones en los 
problemas 27 al 32. Por inspección, primero obtenga una raíz 
pequeña entera positiva de la ecuación característica, luego 
factorice por división. 

27. + 3y// _ 43; = o 

28. 2 y< 2 ) - y" - 5y'-2y = Q 

29. y'2) + 27y = 0 

30. + y" _ 33;' _ 63; = 0 

31. y'2) + 33,// + 43,/ _ 83, = o 

32. - 3y" - 5y'- 2y = Q 

En los problemas 33 al 36 se proporciona una solución de la 
ecuación diferencial. Encuentre la solución general. 

33. + 33;'/ _ 543, = 0; y = 

34. 3y(2) _ 2y" + \2y' - 8 y = 0; y = e^'^ 

35. + 5y<2) + 25y" + 2Qy' 3- 4y = 0; y = eos 2x 

36. + 1 ly" + 43;' _ 143; = 0; y = senx 

37. Obtenga una función y(x) tal que y‘^{x) = y^{x) para toda x 
yy( 0 ) = 18,y(0) = I2,y”{0) = 13 yy 2 )( 0 ) = 7 . 

38. Resuelva el problema de valores Iniciales 

y'2) _ 53," + looy' - 500y = 0; 
y(0) = 0, y'(0) = 10, y"(0) = 250 

dado que yfx) = es una solución particular de la ecua¬ 
ción diferencial. 

En los problemas 39 al 42, encuentre una ecuación lineal ho¬ 
mogénea de coeficientes constantes a partir de la solución ge¬ 
neral dada 


39. y{x)= {A3- Bx-Í Cx^)e^ 

40. y{x) = Ae^-' - 1 - 5 cos2x -H C sen2x 

41. y{x) = A eos 2x -í B sen 2x -íC cosh 2x -í D senh 2x 

42. y{x) = (A+ Bx-í Cx^) cos2x -H (D-H Ex -H Ex^) sen2r 

Los problemas 43 al 47 se refieren a la solución de ecuaciones 
diferenciales con coeficientes complejos. 

43. (a) Utilice la fórmula de Euler para mostrar que cada nú¬ 
mero complejo puede escribirse en la forma re'®, donde r 
S 0 y —jt < 6^ jt. (b) Exprese los números 4, —2, 3¡, 1 
-I- ¿ y — 1 -I- ¿VS en la forma re'®, (c) Las dos raíces cua¬ 
dradas de re'® son ±Vre '®^2 Determine las raíces cuadra¬ 
das de los números 2 — 2íV 3 y — 2 -f 2 íV3. 

44. Utilice la fórmula cuadrática para resolver las siguientes 
ecuaciones. Note en cada caso que las raíces no son con¬ 
jugadas complejas. 

(a) x^ + ix 2 = Q (b) y — 2ix -1-3=0. 

45. Encuentre una solución general de y" — 2iy’ -1-3=0. 

46. Obtenga una solución general de y" — iy' -f 6 y = 0. 

47. Desarrolle una solución general de y" = (—2 + 2í\/3)y. 

48. Resuelva los problemas de valores iniciales 

y<2)=3,; 3;(0)=1, y'(0) = y"(0) = 0. 

(Sugerencia: imponga las condiciones iniciales dadas en 
la solución general 

y{x)= Ae^+ Be^^-Í 

donde a y jB son las raíces conjugadas complejas de r^ — 
1 = 0 , para determinar que 

y(x) = ^ 2e-^'^cos^^^ 

es una solución.) 

49. Resuelva el problema de valores iniciales 

3 ,( 4 ) = 3 ,( 3 )+ 3 ,"+ 3,'-h 2y; 

y(0) = /(O) = y"(0) = 0, 2y^^\0) = 30. 

50. La ecuación diferencial 

y"-H(sgnx)y= (25) 

tiene como coeficiente la función discontinua 

f -H 1 si X > 0, 
sgnx = t 

® [-1 six< 0 . 

Muestre, sin embargo, que la ecuación (25) tiene dos solucio¬ 
nes linealmente independientes yi{x) y y 2 (x) definidas para 
toda X tal que; 

• Cada una satisface la ecuación (25) en cada punto x 0; 

• Cada una tiene una derivada continua en x = 0; 

• yiíO) = yíix) = 1 yyiiO) = yKO) = 0. 
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{Sugerencia: cada yi{x) estará definida por una expresión ecuación de Euler de tercer orden 

para x < 0 y otra para x S 0). Las gráficas de estas dos so¬ 
luciones se muestran en la figura 3.3.2. ax^y'" -|- bx^y" 4- cxy' dy = Q 



FIGURA 3.3.2. Gráficas de 
yÁ^) y y 2 W en el problema 50. 


51. De acuerdo con el problema 51 de la sección 3.1, la susti¬ 
tución w = In X (x > 0) transforma la ecuación de Euler de 
segundo orden ax^y" + bxy’ -I- cy = 0 en una ecuación li¬ 
neal homogénea de coeficientes constantes. De manera si¬ 
milar, muestre que esta misma sustitución transforma la 


(donde a, b, c, d son constantes) en la ecuación de coefi¬ 
cientes constantes 


d^y d^y dy 

a —4 + {b-3a) + {c - b + 2a)^ 

dv^ dv^ dv 


+ dy=Q. 


Realice la sustitución v = \n x en el problema 51 a fin de en¬ 
contrar la solución general (para x > 0) de las ecuaciones de 
Euler en los problemas 52 al 58. 

52. x^y" -í-xy' -y 9y = 0 

53. xV + W+ 25v =0 

54. x^y'" -I- 6x^y" -|- 4xy' = 0 

55. x^y'" - x^y" -|- xy' = 0 

56. x^y'" -b 3x2y" -b xy' = 0 

57. x^y'" - 3x2y" -b xy' = 0 

58. x^y'" -b óx^y" -b 7xy' -b y = 0 


3.3 Aplicaciones 


Soluciones aproximadas de ecuaciones lineales 


Para satisfacer necesidades de aplicaciones como las de esta sección, se cuenta con 
utilerías que sirven para resolver polinomios que ahora son una característica común 
en una calculadora o en un sistema de cómputo, y pueden utilizarse para solucionar 
una ecuación característica numéricamente, incluso cuando no se pueda factorizar de 
manera evidente. Por ejemplo, supóngase que se quiere resolver la ecuación diferen¬ 
cial lineal homogénea 

y® - 3y" + y = 0 (1) 


con una ecuación característica 


r^ -3r^+l =0. 


( 2 ) 


Una calculadora gráfica tradicional cuenta con un comando solve que puede utili¬ 
zarse para encontrar las raíces aproximadas de una ecuación algebraica. Como se 
muestra en las figuras 3.3.3 y 3.3.4., se encuentra que las raíces de la ecuación (2) 
están dadas por r « —0.5321, 0.6527 y 2.8794. Algunos comandos análogos de sis¬ 
temas de álgebra por computadora son: 


soluec:R-^3-3R2 + U 

R, -n 

-.5321 
soluec:R-^3-3R2 + U 
R, 1> 

.6527 

soluec:R'^3-3Rí + ln 
R,3> 


FIGURA 3.3.3. Solución de la ecuación 
— 3r^ -b 1 = 0 con una calculadora TI-83 
que requiere un estimado de cada raíz. 


L'Ta.miEr.¿:nCTm 



FIGURA 3.3.4. Solución de la ecuación 
característica con una calculadora TI-89 
que cuenta con la opción solve más 
sofisticada. 


fsolve(r^3 - 3*r^2 + 1 = 0, r); (Maple) 

NSolve[r''3 - 3*r''2 + 1 == 0, r] (Mathematica) 

roots([l -3 0 1]) (MATLAB) 











3.4 Vibraciones mecánicas 185 


(En el comando de Matlab se introduce el vector de coeficientes del polinomio 
[1 -3 0 1] listado en orden descendiente.) Una vez encontradas estas raíces 

aproximadas, se concluye que una solución general de la ecuación diferencial en (1) 
está dada (aproximadamente) por 

yix) = ^ ^2^(0.6527). ^ ^3^(2.8794).^ ( 3 ) 


Empléese una calculadora o técnicas de computadora como las aquí descritas 
para encontrar las soluciones generales (en forma numérica aproximada) de las si¬ 
guientes ecuaciones diferenciales. 


1. 

y (3) 

- 

3/ + y = 0 

2. 

y (3) 

-h 

3 y" - 3y = 0 

3. 

y (3) 

-h 

o 

II 

+ 

4. 

y (3) 

-h 

o 

II 

+ 

5. 

y (4) 

-h 

2y(3) - 3y = ( 

6. 

y (4) 

-h 

3 / - 4y = 0 


3 Vibraciones mecánicas 


m c 



I 

I 


Posición de 
equilibrio 


FIGURA 3 . 4 . 1 . Sistema 
masa-resorte-amortiguador. 


El movimiento de una masa unida a un resorte sirve como ejemplo relativamente 
simple de las vibraciones que ocurren en sistemas mecánicos más complicados. Para 
muchos de estos sistemas, el análisis de estas vibraciones es un problema en la solu¬ 
ción de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. 

Considérese un cuerpo con masa m unido a uno de los extremos de un resorte 
que resiste la compresión y la tensión, mientras que el otro extremo está sujeto a una 
pared fija, como se muestra en la figura 3.4.1. Asúmase que el cuerpo descansa en un 
plano horizontal sin fricción, de tal manera que se puede mover solamente hacia 
atrás y hacia adelante conforme el resorte se comprime o se estira. Sea x la distancia 
del cuerpo desde su posición de equilibrio hasta la posición donde el resorte no 
está estirado. Se considera x > 0 cuando el resorte está estirado, y x < 0 cuando está 
comprimido. 

De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza de restauración que el resorte 
ejerce sobre la masa es proporcional a la distancia x cuando el resorte se ha estirado 
o comprimido. Debido a que es el mismo desplazamiento x de la masa m desde su 
posición de equilibrio, se concluye que 


Fs = -kx. ( 1 ) 

Ea constante de proporcionalidad positiva k se conoce como constante del resorte. 
Nótese que Fsyx tienen signos opuestos: Fs<0 cuando x > 0, > cuando x < 0. 

Ea figura 3.4.1 muestra la masa unida a un amortiguador —dispositivo para 
mitigar impactos que proporciona una fuerza directamente opuesta a la dirección 
instantánea de movimiento de la masa m—. Supóngase que el amortiguador tiene un 
diseño tal que esta fuerza Fg es proporcional a la velocidad v = dxidt de la masa; 
esto es. 


F« = -cu = -c^. (2) 

dt 

Ea constante positiva c es la constante de amortiguamiento del amortiguador. Co¬ 
múnmente se considera la ecuación ( 2 ) como una fuerza friccional específica en el 
sistema (incluyendo la resistencia del aire al movimiento de m). 
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Si, además de las fuerzas Fg y Fg, la masa está sujeta a una fuerza externa 
dada Fe = F{t), entonces la fuerza total que actúa en la masa es F = + Fe- 

Utilizando la ley de Newton 

d^x 

F = ma = m —= mx , 
dt^ 

se obtiene la ecuación diferencial lineal de segundo orden 

>■ mx" + ex' + kx = F(t) (3) 


que gobierna el movimiento de la masa. 

Si no existe amortiguador (y se ignoran todas las fuerzas de fricción), entonces se 
fija c = 0 en la ecuación (3) y se le denomina movimiento no amortiguado; el movi¬ 
miento es amortiguado si c > 0. Si no existe fuerza de excitación externa, F(í) se re¬ 
emplaza con 0 en la ecuación (3). Este caso se conoce como movimiento libre, y como 
movimiento forzado en el caso de que F(í) ^ 0. Por tanto, la ecuación homogénea 



FIGURA 3.4.2. Masa 
suspendida desde un resorte 
vertical. 


>• mx" -b ex' + kx = 0 (4) 

describe el movimiento libre de una masa unida a un resorte con amortiguador, pero 
sin que se le apliquen fuerzas externas. Se diferirá la presentación del movimiento 
forzado hasta la sección 3.6. 

Para un ejemplo alternativo, considérese la masa unida al extremo inferior de 
un resorte suspendido verticalmente de un soporte fijo, como en la figura 3.4.2. En 
este caso, el peso W = mg de la masa debe estirar el resorte a una distancia sq determi¬ 
nada por la ecuación (1) con Fj = —W y x = sq- Esto es, mg = kso, de tal manera que 
So = mg/k. Esto proporciona la posición de equilibrio estático de la masa. Si y repre¬ 
senta el desplazamiento de la masa en movimiento, medida hacia abajo de su posi¬ 
ción de equilibrio estático, entonces muéstrese en el problema (9) que y satisface la 
ecuación (3), y específicamente que 


my" + ey' + ky = F{t) 


(5) 



FIGURA 3.4.3. El péndulo 
simple. 


si se incluyen tanto la fuerza de amortiguamiento como la fuerza de excitación exter¬ 
na (es decir, aquellas otras diferentes de la de gravedad). 

El péndulo simple 

Ea importancia de la ecuación diferencial que se presenta en las ecuaciones (3) y (5) 
estriba en que describe el movimiento de muchos otros sistemas mecánicos simples. 
Por ejemplo, un péndulo simple consiste de una masa m que se balancea hacia atrás 
y hacia adelante al final de una cuerda (o mejor, de una varilla sin masa) de longitud 
L, como se muestra en la figura 3.4.3. Puede especificarse la posición de la masa en 
el tiempo t dando el ángulo en el sentido de las manecillas del reloj 9 = 9 (t) que la 
cuerda o la varilla forma con respecto a la vertical en el tiempo f. Para analizar el 
movimiento de la masa m se aplicará la ley de la eonservaeión de la energía meeá- 
niea, de acuerdo con la cual la suma de la energía cinética y la energía potencial de 
m permanece constante. 

Ea distancia a lo largo del arco circular de 0 a m es 5 = L9, de tal manera que 
la velocidad de la masa esv = ds/dt = L{d9/dt), y por esto su energía cinética es 



Si se selecciona como referencia el punto más bajo O alcanzado por la masa (véase 
la figura 3.4.3), entonces su energía potencial V es el producto de su peso mg y su 
altura vertical h = L{1 — eos 9) por encima de O, de tal manera que 


V = mgL{\ — cos9). 
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El hecho de que la suma de T y V sea una constante C resulta por tanto en 
1 ^ 

-mi} + mgL{\ — co?, 9) = C. 


2 



Al derivar ambos lados de esta identidad con respecto a í se obtiene 

^ dO 

+ mgL(sen 9) — =0, 
dt 



dt 


para que 



( 6 ) 


después de eliminar el factor común mL\d9/dt). Se puede llegar a esta ecuación 


diferencial de manera aparentemente más sencilla con la conocida segunda ley de 
Newton F = ma (aplicada a los componentes tangenciales de la aceleración de la 
masa y la fuerza actuando sobre ella). Sin embargo, en situaciones más complejas 
con frecuencia se presentan ecuaciones diferenciales basadas en la conservación de 
la energía donde la ley de Newton no es tan aplicable directamente, pudiendo ser más 
aleccionador el método de energía en una aplicación simple como la del péndulo. 

Recordando que si 9 es pequeño, entonces sen 9~9 (esta aproximación se ob¬ 
tiene considerando sólo el primer término de la serie de Taylor para sen 9). De hecho, 
sen 9y 9 coinciden en dos cifras decimales cuando |0| vale hasta 7r/12 (esto es, 15°). 
En un reloj de péndulo clásico, por ejemplo, 9 nunca excede 15°. Por tanto, para 
simplificar el modelo matemático del péndulo simple es razonable reemplazar sen 9 
con 9 en la ecuación (6). También es conveniente insertar el término c9' para conside¬ 
rar la resistencia de fricción del medio circundante. El resultado es una ecuación 
de la forma de (4): 


9" + c9' + k9 = 0, 


(7) 


donde k = g/L. Nótese que esta ecuación es independiente de la masa m en el extremo 
de la varilla. Sin embargo, es posible esperar los efectos de la discrepancia entre 9 y sen 
9 que se acumula en cierto periodo, de tal manera que la ecuación (7) probablemente 
no describa con precisión el movimiento real del péndulo en un largo periodo. 

En lo que resta de esta sección se analiza el movimiento libre no amortiguado, 
así como el amortiguado. 

Movimiento libre no amortiguado 

Si se tiene una masa con únicamente un resorte, sin amortiguador ni fuerza externa, 
entonces la ecuación (3) toma la forma simplificada 


mx" + kx = 0. 


( 8 ) 


Es conveniente definir 



(9) 


y reescribir la ecuación (8) como 


x" + (Júlx = 0. 


( 8 ') 


Ea solución general de la ecuación (8') es 


x{t) = Acosc(;oí+ Bsencoot. 


(10) 
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FIGURA 3.4.4. El ángulo a. 


Para analizar el movimiento descrito por esta solución se escogen las constan¬ 
tes C y a tal que 


/- A B 

C = s/cosa = Y sen a = —, (11) 

como se indica en la figura 3.4.4. Nótese que aunque tan a = B/A, el ángulo a no 
está dado por la rama principal de la función tangente inversa (la cual solamente 
proporciona valores en el intervalo —nH <x< 7tl2). En lugar de esto, a es el ángu¬ 
lo entre 0 y ttS cuyo seno y coseno tienen los signos dados en (11), donde A o B, o 
ambas, pueden ser negativas. Así, 


a = 


tan-\ BI A) 

TX + tan” '(5/A) 
Itx + tan” ^{B! A) 


si A > 0, 5 > 0 (primer cuadrante), 
si A < 0 (segundo o tercer cuadrante), 
si A > 0, 5 <0 (cuarto cuadrante). 


donde tan”^ = (B/A) es el ángulo en { — jtH, nH) dado por una calculadora o 
computadora. 

En cualquier caso, en (10) y (11) se obtiene 


x{t) = C 


í A B 

I — eos cúQt + — sen a>Qt 


C (eos a eos (júQÍ + seno; sen tooO- 


Con la ayuda de la fórmula aditiva del coseno, se encuentra que 

x(t) = C cosicúQt — a). (12) 


Así, la masa oscila de un lado a otro alrededor de su posición de equilibrio con 


1. Amplitud 

c. 

2. Frecuencia angular 

OJo, y 

3. Angulo de fase 

a. 


Tal movimiento se llama movimiento armónico simple. 

Si el tiempo í se mide en segundos, la frecuencia angular coq tiene dimensiones 
de radianes por segundo (rad/s). El periodo del movimiento es el tiempo requerido 
para que el sistema realice una oscilación completa, y está dado por 



segundos; su frecuencia es 


2jt 

OJO 



OJo 

27T 


(13) 


(14) 


en hertz (Hz), la cual mide el número de ciclos por segundo. Nótese que la frecuencia 
se mide en ciclos por segundo, mientras que la frecuencia angular tiene la dimensión 
de rad/s. 

Una gráfica típica de la función de posición armónica simple 

x{t) = C cos(tt)oí — a) = C eos (oJo(r- ))=C cos(ajo(í — á)) 

\ V «o// 


FIGURA 3.4.5. Movimiento 
armónico simple. 


se muestra en la figura 3.4.5, donde están indicados el significado geométrico de la 
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Ejemplo 1 


Solución 


amplitud C, el periodo T y el tiempo de retardo 



(tío 


Si la posición inicial x(0) = xq y la velocidad inicial x'(0) = Vq de la masa son 
dados, primero determínese el valor de los coeficientes A y 5 en la ecuación (10), 
después obténgase la amplitud C y el ángulo de fase a, llevando a cabo la transfor¬ 
mación de x(í) en la forma de la ecuación (12), como se indicó previamente. 


Un cuerpo con masa m = j kilogramo (kg) está unido en el extremo de un resorte 
estirado 2 metros (m) debido a una fuerza de 100 newtons (N)y es puesto en movi¬ 
miento a partir de la posición inicial xq = 1 (m) y velocidad inicial Vq = —5 (m/s). 
(Nótese que estas condiciones iniciales indican que el cuerpo se desplaza a la derecha 
y a la izquierda en el tiempo f = 0). Encuéntrese la función de la posición del cuerpo, 
así como su amplitud, frecuencia, periodo de oscilación y el tiempo de retardo de su 
movimiento. 


La constante del resorte es k = (100 N)/(2 m) = 50 (N/m), de tal manera que la 
ecuación (8) lleva a jx" + 50x = 0; esto es, 

x" -b lOOx = 0. 

En consecuencia, la frecuencia angular del movimiento armónico resultante del 
cuerpo será de «o = -v/lOO = 10 (rad/s). Por tanto, oscilará con periodo 

27t 2n 

T = — = — «i 0.6283 s 

(tío 10 


y con frecuencia 


1 (tío 10 

y = - = — = — «i 1.5915 Hz. 

T 27t 2jt 


Si ahora se imponen las condiciones iniciales x(0) = 1 y x'(0) = —5 en la fun¬ 
ción de la posición 

x(í) = ricos lOí -b 5 sen lOí y x'(0 = “ lOA sen lOí -b lOfi eos lOí. 
se obtiene que A = l y B = —j. Así, la función de la posición del cuerpo es 


x(í) = eos lOí - - sen lOí. 

2 


Por tanto, la amplitud del movimiento es 


C = y(l)2 + (-i)2= iV5m. 


Para encontrar el tiempo de retardo se escribe 

V5 / 2 1 

x(í) = — I eos lOí - sen lOí 
2 V V5 V5 


V5 

= cos(10 1 - cr). 


donde el ángulo de fase a satisface 


cosa=—;=>0 y sena=-= < 0. 

V5 V5 
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En consecuencia, a es el ángulo en el cuarto cuadrante 

a = 2n + tan^' ( —) =2n — tan“^(i) «i 5.8195, 

V 2/V5 / 

y el tiempo de retardo del movimiento es 

á = — Rá 0.5820 s. 

CÚQ 

Con la amplitud y el ángulo fase aproximado mostrados, la función de la posición del 
cuerpo toma la forma 


xit)^ iV5cos(10í-5.8195), 

Su gráfica se muestra en la figura 3.4.6. ■ 


X 



FIGURA 3.4.6. Gráfica de la función de la posición 
x{t) = C eos (wqí — a) en el ejemplo 1, con amplitud 
C~ 1.118, periodo T ~ 0.628, y tiempo de retardo S ~ 0.582. 


Movimiento amortiguado libre 

Con amortiguamiento pero sin fuerza de excitación, la ecuación diferencial en estu¬ 
dio toma la forma mx” + ex' + kx = 0; alternativamente. 


x" -|- 2px' -|- WqX = 0, 


(15) 


donde oto = y/kjíñ es la frecuencia angular no amortiguada correspondiente, y 



La ecuación característica + 2pr + cuq = 0 de la ecuación (15) tiene raíces 

ri, r2 = -p± ip^ - íUq)^/^ 


(16) 


(17) 
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FIGURA 3.4.7. Movimiento 
sobreamortiguado: 
x(t) = + C 2 e'^^‘ con /"i < 0 y 

^2 < 0. Las curvas solución están 
graficadas con la misma posición 
inicial Xq para diferentes 
velocidades iniciales. 


que dependen del signo de 


P -Wq = 


ArrP- 


k 

m 


— Akm 
AnP- 


(18) 


El amortiguamiento crítico c^r está dado por Ccr = y/Akm, y aquí se distinguen tres 
casos dependiendo de que c > Qr, c = Qr o c < c^r. 

Caso SOBREAMORTIGUADO: c > Ccr(c^ > Akm). Debido a que c en este caso es 
relativamente grande, se está trabajando con una fuerte resistencia en comparación 
con un resorte relativamente débil o con una masa pequeña. De esta manera, (17) 
proporciona raíces reales distintas r\ y r 2 , siendo ambas negativas. La función de la 
posición tiene la forma 

x{t) = + C 2 e''^'. (19) 


Es fácil ver que x{t) 0 conforme t +oo, y que el cuerpo llega a su posición de 
equilibrio sin oscilar (problema 29). La ñgura 3.4.7 muestra algunas gráñcas típicas 
de la función de posición para el caso sobreamortiguado; se toma xq como un núme¬ 
ro positivo determinado y se ilustran los efectos al cambiar la velocidad Vq. En todos 
los casos las oscilaciones son amortiguadas. 


Caso críticamente amortiguado: c = c^ric^ = Akm). En este caso, (17) pro¬ 
porciona raíces iguales rj = r 2 = —p de la ecuación característica, de tal manera que 
la solución general es 


x(t) = e P'ici + C 2 í). 


( 20 ) 



o 


t 

FIGURA 3.4.8. Movimiento 
críticamente amortiguado; 
x{t) = (ci + C 2 t)e~P' con p> 0. 
Las curvas solución están 
grañcadas con la misma posición 
inicial xq para diferentes 
velocidades iniciales. 


Debido a que > 0 y Ci + C 2 f tiene al menos una raíz positiva, el cuerpo pasa por 
su posición de equilibrio una vez, y es claro que x(f) ^ 0 conforme t -foo. Algu¬ 
nas gráñcas del movimiento en el caso críticamente amortiguado se muestran en la 
ñgura 3.4.8, y se asemejan a las del sobreamortiguado (ñg. 3.4.7). En el caso crítica¬ 
mente amortiguado, la resistencia del amortiguador es lo suñcientemente grande 
como para moderar cualquier oscilación, pero cualquier mínima reducción de la re¬ 
sistencia nos llevará al caso siguiente, el único que muestra el comportamiento más 
dramático. 


Caso SUBAMORTIGUADO: c < Ccric^ < Akm). La ecuación característica tiene 
ahora dos raíces conjugadas complejas —p ± iy/aúQ — p^, y la solución general es 


> 

x(í) = e ’’\Acosüd\t + Bseí\co\t), 

(21) 

donde 

! j \/Akm — 

P= 2m ■ 

(22) 


Utilizando la fórmula aditiva del coseno como en la derivada de la ecuación (12), se 
puede reescribir la ecuación (20) como 


así, 

► 

donde 


x{t) = Ce~’” I — eos od^t + — sen (ú^t 


C 


C 


x{t) = Ce cos{coil — a) 


(23) 


> 


C = y/A^+ 


A 

cosa = — 
C 


B 

y sen a = — 
^ C 
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FIGURA 3.4.9. Oscilaciones 

subamortiguadas: 

x(t) = Ce~P‘ cos(a)it — a). 


La solución en (22) representa las oscilaciones exponencialmente amortigua¬ 
das del cuerpo alrededor de su posición de equilibrio. La gráfica de x(t) está acotada 
por la “amplitud envolvente” de las curvas x = — Ce”'’' y x = Ce”'” alcanzando a 
tocarlas cuando a>it — a es un múltiplo entero de tt. El movimiento no es realmente 
periódico; sin embargo, es conveniente denominar a cui su frecuencia angular (más 
correctamente, su pseudo-frecuencia), a.T\ = litlmy su pseudo-periodo de oscila¬ 
ción y a Ce”'” su amplitud variable con el tiempo. La mayoría de estas cantidades 
se muestran en la gráfica clásica de movimiento subamortiguado de la figura 3.4.9. 
Nótese de la ecuación (21) que en este caso cui es menor que la frecuencia angular no 
amortiguada coq, tal que T i es mayor que el periodo T de oscilación de la misma masa 
sin amortiguar en el mismo resorte. Así, la acción del amortiguador tiene al menos 
dos efectos: 

1 , Amortigua las oscilaciones exponencialmente de acuerdo con la amplitud va¬ 
riable en el tiempo. 

2. Hace lento el movimiento; esto es, el amortiguador disminuye la frecuencia de 
los movimientos. 


Como se ilustra en los siguientes ejemplos, el amortiguamiento típico también 
retrasa los movimientos posteriores —esto es, incrementa el tiempo de retraso— en 
comparación con el movimiento no amortiguado bajo las mismas condiciones iniciales. 


Ejemplo 2 


Si ahora a la masa y al resorte del ejemplo 1 se les agrega un amortiguador que 
proporciona 1 N de resistencia por cada m/s de velocidad, y la masa es puesta en 
movimiento con la misma posición y velocidad iniciales x(0) = 1 y x'(0) = —5, 
respectivamente, como en el ejemplo 1, encuéntrese la función de la posición de la 
masa, su nueva frecuencia y su pseudo-periodo de movimiento, su nuevo tiempo de 
retraso y los tiempos de sus primeros cuatro cruces a través de la posición inicial 
X = 0. 


Solución En vez de memorizar las diferentes fórmulas de la presentación anterior, es mejor 
practicar en un caso particular para establecer la ecuación diferencial y resolverla 
directamente. Recuérdese que m = 2 y k = 50; siendo ahora c = 1 dada en unidades 
mks. Así, la ecuación (4) es \x" + x' + 50x = 0; esto es. 


x" -|- 2x' + lOOx = 0. 

Ea ecuación característica + 2r + 100 = (r -f 1)^ -f 99 = 0 tiene raíces r^, 
^2 = — 1 ± i, de tal manera que la solución general es 

x(í) = e~^(Acos V99í + Rsen V^í). (24) 

En consecuencia, la nueva frecuencia (pseudo) angular es cú \ = Ri 9.9499 
(comparada con cuq = 10 en el ejemplo 1). El nuevo periodo (pseudo) y la frecuencia son 


y 



(tíi 


2n 


0.6315 s 



2tx 


V99 

— Rí 1.5836 Hz 
2n 


(comparados con T ~ 0.6283 < Tj y con v ~ 1.5915 > Vi en el ejemplo 1). 
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Ahora, imponiendo las condiciones iniciales x(0) = 1 y x'(0) = —5 en la fun¬ 
ción de la posición en (23), y la función de velocidad resultante 

x'(í) = - e~'(Acos VW í + B sen VW í) + A senVWí+ 5 eos VWí). 

se llega a que 

x(0) = A = l y x'(0) =-A + =-5, 

de donde se encuentra que A = 1 y 5 = —4/-v/W- De esta manera, la nueva función 
de la posición del cuerpo es 

x{t) = I eos t - , _ sen t 

V Vw 


Así, la amplitud variante en el tiempo del movimiento es 


Cíe-'= J (1)2 


4 1115 

^ ' 99 ^ 




Por tanto, se escribe 
x(í) = 


v59 


Vw \ VTTó 


eos 


V99í ■ 


vTTó 


sen 


Vwí 


115 ^ 

-^e cos(v99í- «i). 


donde el ángulo de fase cci satisface 

Vw 


eos «1 = 


> o y sen «i = - 


Víí5 vTT5 

Como resultado, ay es el ángulo del cuarto cuadrante 


< 0 . 


«1 = 27r + tan 


/ -4/7115 \ 


= 2tt - tan-^ ( ^ ) «i 5.9009, 


y el tiempo de retraso del movimiento es 

Q-l 


ái = -f «í 0.5931 s 


(comparada con 8 ~ 0.5820 < áj en el ejemplo 1). Con la amplitud variable en el 
tiempo y el ángulo de fase aproximado mostrados de manera explícita, la función de 
la posición de la masa toma la forma 


x(í)Riy-^c ' eos(\/99í — 5.9009), (25) 

y su gráñea es la exponencial amortiguada que se muestra en la figura 3.4.10 (en 
comparación con las oscilaciones no amortiguadas del ejemplo 1). 
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X 



FIGURA 3.4.10. Gráficas de la función de la posición 
x(í) = Cie~‘ cos((Mií — ai) del ejemplo 2 (oscilaciones 
amortiguadas), la función de la posición x{t) = C cos(ttioí — a) 
del ejemplo 1 (oscilaciones no amortiguadas) y las curvas 
envolventes x{t) = ±Cie~‘. 


De la ecuación (24) se observa que la masa pasa por la posición de equilibrio 
X = 0 cuando cos(ft;ií — ai) = 0, es decir cuando 


Stt 

ü)¡t - ai = - — , 


JT 7V 3n 

2’ 2’ T’ 


esto es, cuando 


t — ¿1 


Stt 
Ictíi ’ 


ái 


jt 

2^i’ 


Si + 


TV 


ál + 


3n 

2^i’ 


De manera similar, la masa no amortiguada del ejemplo 1 pasa por el equilibrio 
cuando 


3iT TV 7T 3tT 

t = So — -—, áo — -—, ¿0 + . ¿o + -—, 

2cüo 2ü)o 2ci>o 2cüo 


La siguiente tabla compara los primeros cuatro valores íi, f 2 , calculados para los 
casos no amortiguado y amortiguado, respectivamente. 


n 

1 

2 

3 

4 

t„ (no amortiguado) 

0.1107 

0.4249 

0.7390 

1.0532 

í„ (amortiguado) 

0.1195 

0.4352 

0.7509 

1.0667 


Acorde con la figura 3.4.11 (donde sólo se muestran los primeros tres cruces con la 
línea de equilibrio), se observa que las oscilaciones amortiguadas quedan ligeramen¬ 
te atrás de las no amortiguadas. ■ 
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FIGURA 3.4.11. Gráficas en el intervalo 0 < í < 0.8 
ilustrando el retraso adicional asociado con el 
amortiguamiento. 


Problemas 

1. Determine el periodo y la frecuencia del movimiento ar¬ 
mónico simple de una masa de 4 kg unida al extremo de 
un resorte con constante de 16 N/m. 

2. Establezca el periodo y la frecuencia del movimiento 
armónico simple de un cuerpo con una masa de 0.75 kg 
unida al extremo de un resorte con constante de 48 N/m. 

3. Una masa de 3 kg está unida al extremo de un resorte esti¬ 
rado 20 cm por una fuerza de 15 N. Es puesto en movi¬ 
miento con posición inicial Xq = 0 y velocidad inicial Vq 
= —10 m/s. Encuentre la amplitud, el periodo y la fre¬ 
cuencia del movimiento resultante. 

4. Un cuerpo con masa de 250 g está unido al extremo de un 
resorte estirado 25 cm por una fuerza de 9 N. En el tiempo 
í = 0 el cuerpo es movido 1 m a la derecha, estirando el 
resorte y aplicando un movimiento con una velocidad ini¬ 
cial de 5 m/s a la izquierda, (a) Encuentre x(t) en la forma 
C cos(a)oí — a), (b) Obtenga la amplitud y el periodo de 
movimiento del cuerpo. 

En los problemas 5 al 8, asuma que la ecuación diferencial de 
un péndulo simple de longitud L es L9" + g9 = 0, donde g = 
GM/R^ es la aceleración gravitacional en el lugar donde éste 
se encuentra {a una distancia R del centro de la Tierra; M 
significa la masa de la Tierra). 

5. Dos péndulos de longitudes ¿i y ¿2 —ubicados a una dis¬ 
tancia Ri y R 2 respecto del centro de la Tierra— tienen 
periodos pi y p 2 . Muestre que 

Pi _ 

P2 Rly/Í^ 

6 . Un cierto péndulo mantiene un tiempo exacto en París, 
donde el radio de la Tierra es R = 3956 (mi). Pero este re¬ 
loj pierde 2 min 40 s por día en algún lugar ubicado en el 
Ecuador. Utilice el resultado del problema 5 para encontrar 
la cantidad de pandeo ecuatorial de la Tierra. 


7. Un péndulo de longitud 100.10 in., localizado en un punto 
a nivel del mar donde el radio de la Tierra es R = 3960 
(mi), tiene el mismo periodo que un péndulo de longitud 
100.00 in. en la parte alta de una montaña cercana. Utilice 
el resultado del problema 5 para encontrar la altura de la 
montaña. 

8. La mayoría de los relojes de los abuelos tienen péndulos 
con longitudes ajustables. Uno de estos relojes pierde 10 
min por día cuando la longitud de su péndulo es de 30 in. 
¿Con qué longitud de péndulo la máquina conservaría el 
tiempo exacto? 

9. Deduzca la ecuación (5) describiendo el movimiento de 
una masa unida a la parte inferior de un resorte suspendi¬ 
do verticalmente. {Sugerencia: represente por x(t) el des¬ 
plazamiento de la masa por debajo de la posición del 
resorte sin estirar; encuentre la ecuación diferencial para 
X, y posteriormente sustituya y = x — Xq en esta ecuación 
diferencial.) 

10. Considere una boya cilindrica flotando, con radio r, altura 
h y densidad uniforme p S 0.5 (recuérdese que la densi¬ 
dad del agua es 1 g/cm^). La boya está inicialmente sus¬ 
pendida en reposo con su base en la superficie del agua y 
se suelta en el tiempo í = 0. A partir de ese momento que¬ 
da sujeta a dos fuerzas: una gravitacional hacia abajo 
igual a su peso mg = Ttr^hg y (por el principio de flotación 
de Arquímedes) otra que es una fuerza hacia arriba igual 
al peso Ttr^xg de agua desplazada, donde x = x(t) es la 
profundidad de la base de la boya bajo la superficie del 
agua en el tiempo t (fig. 3.4.12). Concluya que la boya ex¬ 
perimenta un movimiento armónico simple alrededor de 
su posición de equilibrio x^ = ph con periodo p = Ijt 
y/phjg. Calculep y la amplitud del movimiento si p = 0.5 
g/cm^, h = 200 cm y g = 980 cm/s^. 
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FIGURA 3.4.12. La boya del problema 10. 

11. Una boya cilindrica de 100 Ib de peso [esto es, con una 
masa m = 3.125 slugs en unidades pie-libra-segundo(fps)] 
flota en el agua sobre su eje vertical (como en el problema 
10). Cuando se sumerge ligeramente y se suelta, oscila 
hacia arriba y hacia abajo cuatro veces cada 10 s. Asuma 
que la fricción es despreciable. Encuentre el radio de la 
boya. 

12. Presuma que la Tierra es una esfera sólida de densidad 
uniforme, con masa M y radio R = 3960 (mi). Para una 
partícula de masa m dentro de la Tierra a una distancia r 
desde el centro de la misma, la fuerza gravitacional que 
atrae a m hacia el centro es F,. = —GM^m /r^, donde M,. es 
la masa de la parte de la Tierra contenida en una esfera de 
radio r. (a) Muestre que = —GMmr/R^. (b) Ahora su¬ 
ponga que se perfora un pequeño agujero directamente 
hacia el centro de la Tierra para conectar dos puntos 
opuestos de su superficie. La partícula de masa m se suelta 
en el tiempo í = 0 dentro de este hoyo con velocidad ini¬ 
cial cero, y sea r{t) la distancia desde el centro del planeta 
en el tiempo t (fig. 3.4.13). Concluya, a partir de la segun¬ 
da ley de Newton y del inciso (a), que r"(í) = —fcV(í), donde 

= GM/R^ = g/R. 



FIGURA 3.4.13. Masa m cayendo hacia 
abajo en un hoyo a través del centro de la 
Tierra (problema 12). 

(c) Considere g = 32.2 ft/s^, y concluya del inciso (b) que 
la partícula experimenta un movimiento armónico simple 
de un lado a otro entre los puntos extremos del agujero, 
con un periodo de alrededor de 84 min. (d) Obtenga (o 
demuestre) el periodo de un satélite que pasa justo rozan¬ 
do la superficie de la Tierra; compare con el resultado del 
inciso (c). ¿Cómo explicar la coincidencia? ¿Es realmente 


una coincidencia? (e) ¿Con qué velocidad (en mi/h) la 
partícula pasa a través del centro de la Tierra? (f) Obtenga 
(o demuestre) la velocidad orbital de un satélite que pasa 
justo rozando la superficie del planeta; compare con el re¬ 
sultado del inciso (e). ¿Cómo explica la coincidencia? ¿Es 
realmente una coincidencia? 

13. Presuma que la masa en el sistema masa-resorte-amorti¬ 
guador con m = 10, c = 9 y A: = 2 se pone en movimiento 
con x(0) = 0 y x'(0) = 5. (a) Encuentre la función de la 
posición x(t) y muestre que su gráfica es como la de la fi¬ 
gura 3.4.14. (b) Identifique qué tan lejos se mueve la masa 
hacia la derecha antes de iniciar su viaje de regreso al 
origen. 
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FIGURA 3.4.14. Función de la 
posición x(í) del problema 13. 


14. Asuma que la masa en un sistema masa-resorte-amorti¬ 
guador con m = 25, c = \Q y k = 226 se pone en movi¬ 
miento con x(0) = 20 y x'(0) = 41. (a) Encuentre la 
función de la posición x(t) y advierta que su gráfica es 
como la de la figura 3.4.15. (b) Compruebe el pseudo-pe- 
riodo de las oscilaciones y las ecuaciones de las “curvas 
envolventes” que están punteadas en la figura. 
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FIGURA 3.4.15. Función de la 
posición x(í) del problema 14. 

Los problemas que restan en esta sección abordan el movi¬ 
miento libre amortiguado. En los numerales 15 al 21, una 
masa m está unida a un resorte (con una constante k del resorte 
dada) y a un amortiguador (con una constante de amortigua¬ 
miento c). La masa se pone en movimiento desde una posición 
inicial Xq con una velocidad inicial Xq. Compruebe la función de 
la posición x(t) y determine si el movimiento es sobreamorti¬ 
guado, críticamente amortiguado o subamortiguado. Si es de esta 
última condición, escriba la función de la posición en la forma 
x(t) = C\e~^* cos((yií — cci). Encuentre también la función de 
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la posición no amortiguada u{t) = Cq cos{cúQt — ay), que debe 
resultar si la masa unida al resorte estuviera en movimiento 
con igual posición y velocidad iniciales, pero con el amorti¬ 
guador desconectado (de tal manera que c = 0). Finalmente, 
construya una figura que ilustre el efecto de amortiguamiento 
comparando las gráficas de x(t) y u(t). 

15. ra = ^, c = 3, = 4; jco = 2, iiQ = 0 

16. m = 3, c = 30, k = 63; xq = 2, vq = 2 

17. m = 1, c = 8, k = 16;xo = 5, i)o = — 10 

18. m = 2, c = 12, k = 50; xg = 0, Dq = —8 

19. m = 4, c = 20, k = 169; xo = 4, Vo = 16 

20. m = 2, c = 16, k = 40; jcq = 5, Wq = 4 

21. m = 1, c = 10, k = 125; xq = 6, Vq = 50 

22. Un peso de 12 Ib (masa m = 0.375 slugs en unidades fps) 
está unido tanto a un resorte suspendido verticalmente 
que se estira 6 in., como a un amortiguador que le pro¬ 
porciona una resistencia de 3 Ib por cada ft/s de veloci¬ 
dad. (a) Si el peso es colocado 1 ft por debajo de su 
posición de equilibrio estático y se suelta en el tiempo 
í = 0, encuentre la función de la posición x(í). (b) Verifique 
la frecuencia, la amplitud variante en el tiempo y el ángulo 
de fase del movimiento. 

23. Este problema aborda el modelo sumamente simplificado 
de un carro de 3200 Ib de peso (masa m = 100 slugs en 
unidades fps). Asuma que el sistema de suspensión actúa 
como un solo resorte y su moderador de impactos como 
un solo amortiguador, de tal manera que su vibración ver¬ 
tical satisface la ecuación (4) con los valores apropiados 
de los coeficientes, (a) Encuentre el coeficiente de rigidez 
k del resorte si el carro sufre vibraciones libres de 80 ci¬ 
clos por minuto (ciclos/min) cuando el amortiguador está 
desconectado, (b) Con el amortiguador conectado, el ca¬ 
rro entra en vibración al manejarse sobre un bache y los 
movimientos amortiguados resultantes tienen una fre¬ 
cuencia de 78 ciclos/min. ¿Después de cuánto tiempo la 
amplitud tendrá variaciones de 1% de su valor inicial? 

Los problemas 24 al 34 versan sobre el sistema masa-resorte- 
amortiguador que tiene una función de la posición x(t) que 
satisface la ecuación (4). Si Xq = x(0) yVo= x'(0), y recordan¬ 
do que p = c/(2m), af, = k/m y ofi = wq — p^, el sistema es 
amortiguado críticamente, sobreamortiguado o subamorti¬ 
guado, como se especifica en cada problema. 

24. (Críticamente amortiguado.) En este caso muestre que 

x(í) = (xq + VQt -f pxat)e~P‘. 

25. (Críticamente amortiguado.) Deduzca del problema 24 
que la masa pasa por x = 0 en algún instante í > 0 si y 
sólo si Xq y ito + pxo tienen signos opuestos. 

26. (Críticamente amortiguado) Deduzca del problema 24 
que x(í) tiene un máximo o un mínimo local en algún ins¬ 
tante í > 0 si y sólo si Vo y Vq + pxo tienen el mismo 
signo. 

27. (Sobreamortiguado.) Determine en este caso que 

x(t) = ^ [(Uo - r 2 Xo)e'''‘ - (vo - riXo)e''^'], 
donde ri,r 2 = —p ± y/p^ — wl Y Y = (fi ~ ^2)/2 > 0. 


28. (Sobreamortiguado.) Si Xy = 0, deduzca del problema 27 
que 

x(t)= senhyí. 

29. (Sobreamortiguado.) Pruebe que la masa puede pasar por 
su posición de equilibrio x = 0 al menos una vez. 

30. (Subamortiguado.) Muestre que en este caso 

_ , / Vq DXq \ 

x(í) = e xy costUií -H -sen (Od . 

V ©1 / 

31. (Subamortiguado.) Si la constante de amortiguamiento c 
es pequeña en comparación con y/8mk, aplique series bi- 
nomiales para mostrar que 



32. (Subamortiguado.) Demuestre que el máximo y mínimo 
locales de 

x(í) = cos(ttiif — a) 

ocurren cuando 

p 

tan(tí;if — a) = -. 

©1 

Concluya que ti — t 2 = 2ti¡(úi si ocurren dos máximos 
consecutivos en los tiempos ti y Í 2 . 

33. (Subamortiguado.) Sean Xi y X 2 dos valores máximos lo¬ 
cales consecutivos de x(í). Deduzca del resultado del pro¬ 
blema 32 que 

^ xi 2np 
X2 ©1 

La constante A = 27rp/a>i se conoce como decremento 
logarítmico de la oscilación. Observe también que c = m 
©iA/tt porque p = cf(2m). 

Nota. El resultado del problema 33 proporciona un método 
exacto para medir la viscosidad de un fluido, la cual es un 
parámetro importante en la dinámica de los fluidos pero no es 
fácil de medir directamente. De acuerdo con la ley de arrastre 
de Stokes, un cuerpo esférico de radio a moviéndose a una 
velocidad (relativamente baja) a través de un fluido de visco¬ 
sidad fi experimenta una fuerza de resistencia Ff, = ójtfxav. 
De este modo, si una masa esférica en un resorte es sumergida 
en un fluido y se pone en movimiento, esta resistencia al arras¬ 
tre amortigua sus oscilaciones con una constante de amorti¬ 
guamiento c = ÓTra/x. La frecuencia ©i y el decremento 
logarítmico A de las oscilaciones pueden medirse por obser¬ 
vación directa. Por consiguiente, la fórmula final para el pro¬ 
blema 33 proporciona el valor de c y, por tanto, la viscosidad 
del fluido. 

34. (Subamortiguado.) Un cuerpo con 100 Ib de peso (masa m 
= 3.125 slugs en unidades fps) está oscilando unido a un 
resorte y a un amortiguador. Sus primeros dos desplaza¬ 
mientos máximos son de 6.73 y de 1.46 in. Se observa que 
ocurren en los tiempos 0.34 y 1.17 s, respectivamente. 
Calcule la constante de amortiguamiento (en Ib/s por ft) y 
la constante del resorte (en Ib/ft). 
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Ecuaciones diferenciales y determinismo 

Dada una masa m, una constante de amortiguamiento c y una 
constante de resorte k, el teorema 2 de la sección 3.1 implica 
que la ecuación 

mx" + ex' -\-kx =Q (26) 

tiene una solución única para í S 0 que satisface las condicio¬ 
nes iniciales dadas x(0) = Xq, x'(0) = Vq. De este modo, el 
movimiento que tendrá un sistema ideal masa-resorte-amorti¬ 
guador está determinado completamente por la ecuación dife¬ 
rencial y las condiciones iniciales. Por supuesto, en un sistema 
físico real es imposible medir con precisión los parámetros m, 
c y k. En los problemas 35 al 38 investigue la incertidumbre 
resultante en la predicción del comportamiento futuro de un 
sistema físico. 

35. Suponga que m = c = 2 y k = lenla ecuación (26). 
Determine que la solución con x(0) = 0 y x'{0) = 1 es 

xft) = te^‘. 


36. Admita que m = 1 y c = 2, pero k = \ — 10“^”. Com¬ 
pruebe que la solución de la ecuación (26) con x(0) = 0 y 
Jc'(O) = 1 es 

xiit) = 10"e“'senh 10“"í. 

37. Presuma que m = 1 y c = 2, pero k = \ + 10“^". Verifique 
que la solución de la ecuación (26) con x(0) = 0 y x'(0) — 
1 es 

Xj,{t) = 10"e“' sen 10“"í. 

38. Considerando que las gráficas de xff) y X 2 (í) se parecen a 
las de las figuras 3.4.7 y 3.4.8, la gráfica de xff) exhibe os¬ 
cilaciones amortiguadas como las ilustradas en la figura 
3.4.9, pero con un pseudo-periodo más largo. Sin embargo, 
compmebe que para cada valor fijo í > 0 se cumple que 

lím X2(í) = lím x^it) = xi(í). 

rt—>oo n—¥oo 

Concluya que, para un intervalo de tiempo finito dado, las 
tres soluciones coinciden de una manera “práctica” si n es 
lo suficientemente grande. 


3.5 


Ecuaciones no homogéneas y coeficientes indeterminados 


En la sección 3.3 se aprendió cómo resolver ecuaciones lineales homogéneas con 
coeficientes constantes, pero en la sección 3.4 se vio que una fuerza externa en un 
sistema mecánico simple contribuye con un término no homogéneo a su ecuación 
diferencial. La ecuación lineal general no homogénea de enésimo orden con coefi¬ 
cientes constantes tiene la forma 

> H- V a^y'+ a^y = f {x). (1) 


Por el teorema 5 de la sección 3.2, una solución general de la ecuación (1) tiene la forma 

> y = ye+ yp (2) 

donde la función complementaria ydx) es una solución general de la ecuación homo¬ 
génea asociada 

-E H-h aiy' aoy = 0, (3) 


y yp(x) es una solución particular de la ecuación (1). Así, la tarea restante es encontrar 

y?- 

El método de coeficientes indeterminados es un camino directo para ello 
cuando la función dada /(x) en la ecuación (1) es lo suficientemente simple para 
formarse una adecuada suposición de cómo es la forma general de yp. Por ejemplo, 
supóngase que /(x) es un polinomio de grado m. Entonces, debido a que las deriva¬ 
das de un polinomio son también polinomios de menor grado, es razonable intuir una 
solución particular 

ypi.^) = Amx'” + * -E • • • -E Aix -E Aq 


que es también un polinomio de grado m, pero con sus coeficientes indeterminados. 
Por tanto, se puede sustituir esta expresión para dentro de la ecuación (1), y enton¬ 
ces —por igualación de coeficientes de iguales potencias de x en ambos lados de la 
ecuación resultante— determinar los coeficientes Aq, A;,..., de tal manera que 
sea verdaderamente una solución particular de la ecuación (1). 

De manera similar, admítase que 

/(x) = a eos kx -\- b sen kx. 
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Es entonces razonable esperar una solución particular de la misma forma: 

yp{x)= Acoskx+ BsQnkx, 

una combinación lineal con coeficientes indeterminados A y 5. La razón es que cual¬ 
quier derivada de una combinación lineal de eos kx y sen kx tiene la misma forma. 
Podemos, por tanto, sustituir esta forma de yp en la ecuación (1), y entonces —por 
igualación de coeficientes del eos kx y el sen kx en ambos lados de la ecuación resul¬ 
tante— determinar los coeficientes A y 5 de tal manera que yp sea verdaderamente 
una solución particular. 

Esto significa que este enfoque tendrá éxito siempre que todas las derivadas de 
f{x) tengan la misma forma de f{x). Antes de describir el método en toda su genera¬ 
lidad, se ilustrarán varios ejemplos preliminares. 


Ejemplo 1 


Encuéntrese una solución particular de y" + 3y' + Ay = 'ix + 2. 


Solución 


Aquí f{x) = 3x + 2 es un polinomio de grado 1, de tal manera que nuestra suposi¬ 
ción es que 

yp{x) = Ax + B. 


Entonces, yp + Ay yp = 0, tal que yp satisface la ecuación diferencial siempre que 


esto es. 


(0) -h 3(A) -b 4(Ax + B) = 3x + 2, 
(4A)x + (3A + AB) = 3x + 2 


para toda x. Esto será cierto si los valores de x, así como las constantes, son iguales 
en los dos lados de la ecuación, lo cual es entonces suficiente para que Ay B satisfa¬ 
gan las dos ecuaciones lineales 4A = 3 y 3A -b 4fi = 2, que fácilmente se resuelven 
para obtener A = '|yfi = —^.De este modo, se encuentra la solución particular 

yp(x) = |x - I 


Ejemplo 2 


— 


Encuéntrese una solución particular de y” — Ay = 2e 


Solución Cualquier derivada de es un múltiplo constante de de tal manera que es razo- 


3x 


nable intentar que 


ypix) = Ae 


^x 


Entonces y'p = 9Ae^^ de tal manera que la ecuación diferencial se satisface siempre que 

9Ae^^ -4(Ae^^) = 2 é;^^; 


esto es, 5A = 2 por lo que A = ^ . Por tanto, la solución particular es yp(x) — 2 


Ejemplo 3 


Encuentre una solución particular de 3y" -b y' 


2y 


2 eos X. 


Solución Una primer propuesta puede ser yp(x) = A eos x, pero la presencia de y' en el lado 
derecho señala que probablemente se necesita un término que involucre también a 
sen X. Por tanto, se intenta con 


yp{^)— Acosx-b i5senx; 
y'p{x) = — A sen x -b i5 eos x, 
y'pix) = — A eos X — B sen x. 
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Ejemplo 4 


Solución 


Así que la sustitución de yp y sus derivadas dentro de la ecuación diferencial dada 
proporcionan 

3(- Acosx - B sen v) + (- A senx + B cosx) - 2(Acosx + B senx) = 2cos v, 
esto es (agrupando los coeficientes del lado izquierdo), 


(- 5 A + B) cosx + (- A - 5B) senx = 2cosx. 

Esto será cierto para toda x siempre que los términos seno y coseno en ambos lados 
de la ecuación coincidan. Es suficiente entonces que Ay B satisfagan las dos ecua¬ 
ciones lineales 


-5A+ B = 2, 

-A-5B = 0 

Encontrando que A = —B = ■ En consecuencia, una solución particular es 

yp{x)= — ^ eos .r + -¡^ sen x. ® 

El siguiente ejemplo, que superficialmente se asemeja al ejemplo 2, muestra 
que el método de coeficientes indeterminados no siempre es tan simple como parece. 


Encontrar una solución particular de y" — 4y = 2e^. 

Si se propone yp{x) = Ae^^, se encuentra que 

y" - Ayp = 4Ae^^' - 4Ae2^ =0^ 2e^\ 

De este modo, no importa cómo se escoja A, Ae^ no puede satisfacer la ecuación no 
homogénea dada. De hecho, el cálculo anterior muestra que Ae^^ más bien satisface 
la ecuación homogénea asociada. Por tanto, se debe comenzar con una función de 
prueba yp{x) cuya derivada involucre a y algo más que pueda cancelarse al 
sustituirse en la ecuación diferencial para dejar el término que se necesita. Una 
suposición razonable es 


yp{x) = Axe^^, 


para la cual 


y'p{x) = Ae^^ + 2Axe^^ y y"(x) = AAe^^ + dAve^^. 

Ea sustitución dentro de la ecuación diferencial original obtiene 

(AAe^^ + AAxe^^) - dCAxe^^) = 2e^\ 

Eos términos que involucran xe^^ forzosamente se cancelan, dejando sólo 4Ae^ = 
2e^^, de tal manera que A = E. En consecuencia, una solución particular es 


yp{x) = 
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Enfoque general 

La dificultad inicial en el ejemplo 4 resulta del hecho de que f(x) = 2e^ satisface la 
ecuación homogénea asociada. La regla 1, que se presenta más adelante, explica qué 
hacer cuando no se tiene esta dificultad, y la regla 2, cuando sí la tenemos. 

El método de coeficientes indeterminados se aplica siempre que la función f(x) 
en la ecuación (1) sea una combinación lineal (finita) de productos de funciones de 
los siguientes tres tipos: 

1 . Un polinomio en x; 

2. Una función exponencial e"; (4) 

3 . eos kx o sen kx. 

Cualquiera de estas funciones —por ejemplo, 

/(x) = (3 — 4x^)e^^ — 4x^ eos lOx, 

tiene la importante propiedad de que sólo de manera, finita muchas funciones linealmen¬ 
te independientes aparecen como términos (sumandos) de /(x) y de sus derivadas de 
cualquier orden—. En las reglas 1 y 2 se asume que Ly = /(x) es una ecuación lineal no 
homogénea con coeficientes constantes y que /(x) es una función de esta clase. 

REGLA 1 Método de coeficientes indeterminados 

Supóngase que ningún término que aparece en /(x) o en cualquiera de sus deriva¬ 
das satisface la ecuación homogénea asociada Ly = 0. Entonces, tómese como 
una solución de prueba para yp una combinación lineal de esos términos linealmen¬ 
te independientes y de sus derivadas. Determínense los coeficientes por sustitución 
de esta solución de prueba dentro de la ecuación no homogénea Ly = /(x). 

Nótese que esta regla no es un teorema que requiera demostración; es simple¬ 
mente un procedimiento que debe seguirse en la búsqueda de una solución particular 
yp. Si hay éxito al encontrarla, entonces no hay nada más que decir. (Además, sí es 
posible demostrar que este procedimiento siempre tendrá éxito bajo las condiciones 
aquí especificadas.) 

En la práctica, se verifica que se cumpla la suposición de la regla 1 utilizando 
primero la ecuación característica para encontrar la función complementaria y¡., y 
luego se escribe una lista de todos los términos que aparecen en /(x) y en sus deriva¬ 
das sucesivas. Si ninguno de estos términos en dicha lista repite algún término en y^, 
entonces se procede con la regla 1. 


Encuéntrese una solución particular de 


y" + Ay = 3x1 


(5) 


Solución Ea solución complementaria (conocida) de la ecuación (5) es 

yc(x) = Ci eos 2x + C 2 sen 2x 

Ea función /(x) = 3x^ y sus derivadas son múltiplos constantes de las funciones li¬ 
nealmente independientes x^, x^, x y 1. Debido a que ninguna de éstas se encuentra 
en y^, intentamos con 


yp — Áx^ A~ Lx A~ Cx A~ D, 
y^p = 3Ax^ A~ 2Bx A~ U, 
y'p = 6Ax + 2B. 
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Ejemplo 6 


Solución 


Sustituyendo en la ecuación (5) resulta 

y" + Ayp = (6Ax + 2B) + HAx^ + Bx^ + Cx + D) 

= 4Ax^ + 4Bx^ + (6 A + 4C)x + (25 + D) = 3x\ 

Se igualan coeficientes de iguales potencias de x en la última ecuación para obtener 

4A = 3, 4B = 0, 

6A + 4C = 0, 2B + D = 0 

cuya solución es A — -, B — 0, C — —-y D = 0. Así, una solución particular de la 
ecuación (5) es 


yp{x) = 


3 3 
5 -* 



Resuélvase el problema de valores iniciales 

y" — 3y'+ 2y = 3e“^ — lOcos 3x; 
y(0) = l, /(O) =2. 

La ecuación característica — 3r + 2 = 0 tiene raíces r = 1 y r = 2, de tal manera 
que la función complementaria es 

ydx) = Cíe-' +C 2 e^"'. 

Los términos involucrados en f(x) = 3e~^ — 10 eos 3x y en sus derivadas son e~^, eos 
3x y sen 3x. Debido a que ninguno de éstos se encuentra en y^, se intenta con 

yp= Ae^^ + 5cos3x+ Csen3x, 
y'p = —Ae^^ — 3Bsen3x + 3C cos3x, 
y" = Ae^^ — 9B eos 3x — 9Csen 3x. 

Después de sustituir estas expresiones dentro de la ecuación diferencial en (6) y 
agrupar coeficientes, se obtiene 

y^- 3y;,+ 2yp = 6Ae-^+ (-75- 9C)cos3x+ (95- 7C) sen 3x 
= 3e^^ - 10cos3x. 

Igualando coeficientes de los términos que involucran a eos 3x y sen 3x, respec¬ 
tivamente, el resultado es el sistema 


6A = 3, 

-75 - 9C = -10, 

95 - 7C = 0 

con solución A —2^ ^ ~ ^ ~ a' proporciona la solución particular 

yp{x) = ^ eos 3x -f sen 3x, 

la cual, sin embargo, no tiene los valores iniciales requeridos en (6). 




Ejemplo 7 


Solución 
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Para satisfacer las condiciones iniciales, se inicia con la solución general 

yU) = ydx) + ypix) 

= cie^ + C 2 e^^ + ^e^^ + -¡^ eos 3x + ^ sen 3x, 

con derivadas 

y'{x) = cie^ + 2c2e^^ - ^ sen 3x + ^ eos 3x. 

Las condiciones iniciales en (6) nos llevan a las ecuaciones 

y(0) = ci + C2 + \ + ^ = 1, 
y^(0) = ci + 2c2 “ 5 + n = 2 

cuya solución es Cj = C 2 = Por tanto, la solución particular deseada es 

y(v) = - \^e^ + + \e~^ + ^ eos 3x + -^ sen 3x. ^ 


Determínese la forma general de la solución particular de 

+ 9y' = X senx + x^e^^. d) 

La ecuación característica + 9r = 0 tiene raíces r = 0, r = —3/ y r = 3/, de tal 
manera que la función complementaria es 

ydx) = ci + C 2 eos 3x + C 3 sen 3x. 

Las derivadas del lado derecho en la ecuación (7) involucran los términos 


cosx, senx, xcosx, xsenx, 

y 






Debido a que no se duplica ninguno de estos términos en la función complementaria, 
entonces la solución de prueba tiene la forma 


yp(x)= Acosx+ 5senx+ Cxcosx+ Dxsenx+ Ee^^ + Fxe^^ + Gx^e^^. 


Sustituyendo en la ecuación (7), e igualando los coeficientes de los términos se¬ 
mejantes, se obtienen siete ecuaciones que determinan los siete coeficientes A, B, C, 
D,E,FyG. m 
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El caso de duplicación 

Ahora enfoquemos nuestra atención en la situación en la cual la regla 1 no aplica: 
algunos de los términos involucrados en /(x) y en sus derivadas satisfacen la ecua¬ 
ción homogénea asociada. Por ejemplo, supóngase que se quiere encontrar una 
solución particular de la ecuación diferencial 

(D-r)3y= (2x-3)e". (8) 

Procediendo como en la regla 1, la primera proposición dehe ser 

yp{x) = Ae" + Bxe". (9) 

Esta forma de yp{x) no será adecuada porque la función complementaria de la ecua¬ 
ción (8) es 


ydx) = Cíe" -|- C2xe" -|- csx^e", (10) 

de tal manera que la sustitución de (9) en el lado izquierdo de (8) resulta ser cero en 
lugar de (2x — 3)e“. 

Para ver como enmendar esta primera propuesta, obsérvese que 

(D - rf[{2x - 3)e"] = [D^{2x - 3)]e" = 0 

por la ecuación (13) de la sección 3.3. Si y(x) es cualquier solución de la ecuación (8) 
y se aplica el operador {D — r)^ en amhos lados, se observa que y(x) es también una 
solución de la ecuación {D — r)^y = 0. La solución general de esta ecuación homo¬ 
génea puede escribirse como 


y(x) = cic" -|- C 2 xe" -|- csx^e" -|- Ax^c" -|- Bx"^e" . 

Je yp 

De este modo, toda solución de la ecuación original en (8) es la suma de una función 
complementaria y una solución particular de la forma 

yp(x) = Ax3c" + BxV\ (11) 

Nótese que el lado derecho de la ecuación (11) puede obtenerse multiplicando cada 
término de la primera propuesta en (9) por la potencia entera positiva más pequeña 
de X (en este caso x^) la cual es suficiente para eliminar los términos duplicados de la 
solución propuesta yp(x) y los de la función complementaria ydx) dada en (10). Este 
procedimiento tiene éxito en el caso general. 

Para simplificar lo que establece en forma general la regla 2, obsérvese que para 
encontrar una solución particular de la ecuación diferencial lineal no homogénea 

Ly = fiix)fiix), ( 12 ) 

es suficiente con hallar soluciones particulares por separado y Í 2 W de las dos 
ecuaciones 


Ly = f\{x) y Ly = f 2 Íx), 
respectivamente. Por linealidad entonces resulta que 


(13) 


L[Yi + ¥ 2 ] = LYi + Ly2 = /i(x) + /2(x), 
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y por eso yp = Yi + Y 2 es una solución particular de la ecuación (12). (Este es un tipo 
de “principio de superposición” para ecuaciones lineales no homogéneas.) 

Ahora el problema es encontrar una solución particular de la ecuación Ly = /(x), 
donde /(x) es una combinación lineal de productos de las funciones elementales 
presentadas en (4). Así, /(x) puede escribirse como una suma de términos, cada uno 
de la forma 


P„,{x)e''^ coskx o P,n{x)e''^ senkx, (14) 

donde Pmix) es un polinomio en x de grado m. Nótese que cualquier derivada de este 
tipo de términos es de la misma forma pero conteniendo tanto senos como cosenos. 
El procedimiento por el cual anteriormente se llegó a la solución particular en (11) 
para la ecuación (8) puede generalizarse para mostrar que el siguiente procedimiento 
tiene éxito siempre. 

REGLA 2 Método de coeficientes indeterminados 

Si la función /(x) es de cualquiera de las formas presentadas en (14), tómese 
como una propuesta de solución 

yp(x) = x®[(Ao + Aix + A 2 X^ + • • • + A^x^le" eos kx 

{Bq B\X B 2 X^ 4“ ‘ ‘ ‘ “H BfjiX^^o^^ sin^x], 

donde s es el entero no negativo más pequeño tal que no existe un término en 
que duplique a un término en la función complementaria y¡.. Determínese, poste¬ 
riormente, los coeficientes en (15) por sustitución de yp en la ecuación no homo¬ 
génea. 

En la práctica, rara vez es necesario tratar con una función /(x) que presente la 
forma general completa en (14). Ea tabla de la figura 3.5.1 muestra la forma de yp en 
varios casos comunes, correspondientes a las posibilidades en que m = 0,r = 0yk 
= 0 . 

Por otro lado, es común tener 

f(x) = /l(x) -h /2(x), 

donde /i(x) y / 2 (x) son funciones diferentes de las presentadas en la tabla de la figu¬ 
ra 3.5.1. En este caso, se toma yp como la suma de las soluciones propuestas para 
fii^) y / 2 W> seleccionándolas por separado para cada parte, y así eliminar la dupli¬ 
cación con la función complementaria. Este procedimiento se ilustra en los ejemplos 
8 al 10. 


/(X) 

yp 

= b(, + bix + ¿>2X^ -H • • • -H b^x'" 

x^(Aq + Aix + A2X^ H-h A^x"') 

a eos kx + b sen kx 

x 'XA co&kx + B sen kx) 

e''’‘{a eos kx + b sen kx) 

x*e"(Acos^x-H Ssen^x) 

P,„(x)e" 

x“(Ao -H Aix -H Azx^ -H ■ ■ ■ -H A^x^le"^ 

Pn(x){a eos kx+ b sen kx) 

x^((Aü-l- AixH-h A,„x"')coskx 

+ (So+ B¡x-\ - h B„x'")senkx] 


FIGURA 3.5.1. Sustituciones en el método de coeficientes indeterminados. 


Encuéntrese la solución particular de 


+ y" = ?>e^ +Ax^. 


( 16 ) 
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Solución 


Ejemplo 9 


Solución 


Ejemplo 10 


La ecuación característica = 0 tiene raíces = r 2 = 0 y r-¡ = —1, de tal 

manera que la función complementaria es 

ydx) = ci + C 2 X + ese"-'. 

Como un primer paso hacia la solución particular, se establece la suma 

(Ae^) + {B + Cx + Dx^). 

La parte correspondiente a 3e^ no duplica parte alguna de la función complemen¬ 
taria, pero la parte B + Cx + Dx^ debe multiplicarse por x^ para eliminar la duplica¬ 
ción. En consecuencia, se toma 

yp = Ae^ + Bx^ + Cx^ + Dx‘^, 

y^ = Ac^ 2i5jr 3Cx^ 4L)x^, 

y" = +2B + 6Cx + 12Dx^ y 

y® = Ae^ +6C + 24Dx. 

La sustitución de estas derivadas en la ecuación (16) nos lleva a 

2Ae^ -h Í2B + 6C) -f (6C -f 24D)x + l2Dx^ = 3e^ + 4x^ 

El sistema de ecuaciones 


2A = 3, 25-h6C = 0, 

6C-h24D = 0, 12D = 4 

tiene la solución A —- ,B —4, C — --y D — Por tanto, la solución particular 
deseada es 

JpM = + 4x^ - -E ^x‘^. ■ 


Determínese la forma apropiada para la solución particular de 


y" -E 6y' -E 13y = e eos 2x. 


Ea ecuación característica -E 6r -E 13=0 tiene raíces — 3 ± 2i, de tal manera que 
la función complementaria es 


yc.(x) = e cos2x + C 2 sen 2x). 

Esta es de la misma forma que en el primer intento e“^''(A eos 2x + B sen 2x) para 
obtener la solución particular, por lo que para eliminar la duplicación debe multipli¬ 
carse por X. De este modo, debe proponerse 

yp(x) = c“^^(Ax cos2x -E 5x sen 2x). H 


Considérese la forma apropiada para la solución particular de la ecuación de quinto 
orden 


(D - 2)^{D^ + 9)y = x^e^^ + x sen 3x. 
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Solución La ecuación característica (r — Ty" (r^ + 9) = 0 tiene raíces r = 2,2, 2, 3/ y —3/, de 
tal manera que la función complementaria es 

yc{x) = c\e^^ + + c-¡x^e^^ + C 4 eos 3x + C 5 sen 3x. 

Como primer paso hacia la forma de una solución particular, se propone la suma 

[(A + Bx + Cx^)e^^] + [ (D + Ex) eos 3x + (F + Gx) sen 3x]. 

Para eliminar la duplicación con los términos de yc{x), la primera parte —correspon¬ 
diente a x^e^— debe multiplicarse por x^, y la segunda parte —correspondiente a x 
sen 3x— tiene que multiplicarse por x. Por tanto, se debe tomar 

yp{x) = {Ax^ + Bx'^ + Cx^)e^^ + (Dx + Ex^) eos 3x + (Ex + Gx^) sen 3x. H 

Variación de parámetros 

Finalmente, analicemos el caso en el cual el método de coeficientes indeterminados 
no puede utilizarse. Considérese, por ejemplo, la ecuación 

y"-|-y = tanx, (IV) 

la cual a primera vista da la impresión de ser similar a las consideradas en los ejem¬ 
plos anteriores. Pero no es así, pues la función /(x) = tan x tiene una infinidad de 
derivadas linealmente independientes 

d d d d A 

sec X, 2sec xtanx, 4sec xtan x-|-2sec x, .... 

Por tanto, no se dispone de una combinación lineal finita para utilizarse como una 
solución de prueba. 

En este apartado se presenta el método de variación de parámetros, el cual 
— en principio (esto es, si las integrales que aparecen pueden resolverse)— puede 
utilizarse siempre para encontrar una solución particular de la ecuación diferencial 
lineal no homogénea 

+ P«-i(v)y'"“'^ H-h pi{x)y' + pa{x)y = f(x), (18) 

siempre que ya se conozca la solución general 

ye = c\y\+ C 2 y 2 3 -hc„y„ (19) 

de la ecuación homogénea asociada 

+ Pn-i(.v)y^"“'^ H-h P\{x)y' + P(í{x)y = 0. (20) 

A continuación se presenta brevemente la idea básica del método de variación 
de parámetros. Supóngase que se sustituyen las constantes o parámetros Ci, C 2 ,..., c„ 
en la función complementaria de la ecuación (19) con variables', funciones Ui,U 2 ,..., 
Un de X. La idea es saber si es posible escoger estas funciones en una forma tal que la 
combinación 


yp{x) = Mi(x)yi(x) +M 2 (x)y 2 (-^) H-h Un{x)y„{x) (21) 

sea una solución particular de la ecuación no homogénea en (18). Resulta que esto 
siempre es posible. 
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El método es esencialmente el mismo para cualquier orden n^2, pero sólo se 
describe en detalle para el caso n = 2. Así, comenzando con la ecuación no homogé¬ 
nea de segundo orden 

> L[y] = y" + P{x)y' + Q{x)y = f{x) ( 22 ) 

con función complementaria 

ydx) = ciyiix) + C2y2Íx) ( 23 ) 

en algún intervalo abierto I donde las funciones P y Q son continuas. Se desea en¬ 
contrar las funciones Ui y U 2 tales que 

^ ypix) = uiix)yiix) + U2(x)y2(x) ( 24 ) 

sea una solución particular de la ecuación (22). 

Una condición para las dos funciones mi y M 2 es que L[yp] = f(x). Debido a que 
se requieren dos condiciones para determinar dos funciones, se puede libremente 
imponer una condición más. La idea es simplificar los cálculos en la medida en que 
sea posible. Pero primero, para imponer la condición L[yp] = /(x), se deben calcular 
las derivadas y y'p. La regla del producto proporciona 

y'p = («IJÍ + « 2 ^ 2 ) + + “23'2)- 

Para evitar la aparición de las derivadas de segundo orden u” y U 2 , la condición adi¬ 
cional que ahora se impone es que la segunda suma se anule: 


u[yi + «23^2 = 0. (25) 

Entonces 

y'p = uiy[ + U 2 y 2 , (26) 


y la regla del producto obtiene 

y'p = (uiy'l + U2y2) + iu[y[ + « 2 ^ 2 ) ■ (27) 

Pero tanto yi como y 2 satisfacen la ecuación homogénea 


y" + Py' + Qy = 0 


asociada con la ecuación no homogénea en (22), así 

y'! = -Py'i-Qy, (28) 

para i = 1,2. Por tanto, se sigue de la ecuación (27) que 

y'p = («i/i + « 23 ^ 2 ) - P ■ {u]_y[+ U 2 y 2 ) - G • («lyi + U 2 y 2 )- 
En vista de las ecuaciones (24) y (26), esto significa que 


y'p = (“ 13^1 + u'iy'i) - Py'p - Qyp^ 



Ejemplo 11 


Solución 
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esto es, 


L[yp\ = u\y\ + u' 2 y 2 - (29) 

Los requerimientos de que yp satisfaga la ecuación no homogénea en (22) —es decir, 
que L[yp] = /(x) — implican por tanto que 


u\y[+u' 2 y 2 = f{x). (30) 

Finalmente, las ecuaciones (25) y (30) determinan las funciones U\ y U 2 que se 
necesitan. Agrupando estas ecuaciones, se obtiene un sistema 


u \yi + u^yi = 0, 

► (31) 

u\y[ + « 2^2 = /(■*) 

de dos ecuaciones lineales en las dos derivadas u{ y « 2 '. Nótese que el determinante de 
los coeficientes en (31) es simplmente el wronskiano W{yi, y 2 )- Una vez que se han 
resuelto las ecuaciones en (31) para las derivadas u{y u^, se integra cada una para 
obtener las funciones Ui y « 2 , de tal manera que 


> 


yp = Miyi + U2y2 


(32) 


es la solución particular deseada de la ecuación (22). En el problema 63 se solicita 
llevar a cabo este procedimiento en forma explícita y por lo tanto verificar la fórmu¬ 
la para yp(x) en el siguiente teorema. 

TEOREMA 1 Variación de parámetros 

Si la ecuación no homogénea y" + P(x)y' + Q(x)y = /(x) tiene función complemen¬ 
taria yjyc) = Ciyi(x) + C2y2Íx), entonces una solución particular está dada por 

, , , , f yiMfix) ^ ^ ^ f yi(x)/(x) 

ypix) = -ydx) j dx + y 2 (x) j dx, (33) 

donde W = W{y\,y2) es el wronskiano de las dos soluciones independientes yi y 
y 2 de la ecuación homogénea asociada. 


Encuéntrese una solución particular de la ecuación y" + y = tan x. 

Ea función complementaria es ydx) = Ci eos x + C 2 sen x, y se podría simplemente 
sustituir directamente en la ecuación (33). Pero es más ilustrativo establecer las ecua¬ 
ciones en (31) y resolver para u¡ y U 2 , así que se comienza con 

yi = cosx, y 2 = senx, 

y[ = -senx, yj = cosx. 

En consecuencia, las ecuaciones en (31) son 


(m¡)(cosx) -l-(M2)(senx)=0, 
(«i)(- senx)-l- (m 2 )(cosx)= tanx. 
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Estas ecuaciones se resuelven fácilmente para obtener 

sen^x 

u. = -senx tanx =-= cosx - secx, 

cosx 

u '2 = cosx tanx = senx. 


Por tanto, se toma 


y 


U\ 


j (cosx - secx)dx = senx - Inl secx + tanxl 


«2 


/se„,,¿.= -cos.^ 


(¿Observa por qué se escogen las constantes de integración iguales a cero?) De este 
modo, la solución particular es 


yp{x)= ui{x)yi{x)+ U 2 {x)y 2 {x) 

= (senx- lnlsecx+ tanxl)cosx+ (- cosx)(senx); 


esto es. 


yp{x) = —(cosx)ln |secx + tanx| 


3.5 


Problemas 


En los problemas 1 al 20 determine una solución particular yp 
de la ecuación dada. En todos estos problemas las primas re¬ 
presentan derivadas con respecto a x. 

1 . y" + 16y = e^^ 2 . 

3. y" - y' - 6y =2 sen 3x 4. 

5. y" -\- y' y = sen^ x 6 . 

7. y" - 4y = senh x 8 . 

9. y" + 2y' - 3y = 1 + 

10. y" -t- 9y = 2 eos 3x + 3 sen 3x 

11. + 4y' = 3x - 1 12. 

13. y" + 2y' -t- 5y = e^sen x 14. 

15. - y = 17 16. 

17. y" + y = sen x + x eos x 

18. - 5y" + 4y = - xe^^ 

19. + 2y" =3x^-1 

20 . - y = e^+1 

En los problemas 21 al 30 establezca la forma apropiada de 
una solución particular yp, pero sin obtener los valores de los 
coeficientes. 

21 . y" - 2y'+ 2y = e^senx 

22 . = e^ ^ 2x^ - 3 

23. y" + 4y = 3x eos 2x 

24. - y" - \2y' = x - 2x6“ 

25. y"+ 3y'+ 2y = x(e-^ - 


26. y" - 6 y'+ 13y= xe^-'sen2x 

27. y^'^^ + 5y" ■+ 4y = sen x + eos 2x 

28. y*'*' + 9y" = (x^ + 1 ) sen3x 

29. (D - - 4)y = xe^ + 

30. 2y"+ y= x^eosx 

Resuelva los problemas de valores iniciales en los numerales 
31 al 40. 

31. y" + 4y= 2x; y(0) = 1, /(O) = 2 

32. y" + 3y' 3- 2y= e^; y(0) = 0, y'(0) = 3 

33. y" + 9y = sen 2x; y(0) = 1, y'(0) = 0 

34. y" + y = eosx; y(0) = 1, y'(0) = - 1 

35. y" - 2y'+ 2y = X + l;y(0)= 3, y'(0)=0 

36. 4y" = x^; y(0) = y'(0) = l,y"(0) = y(^fO) = -1 

37. - 2y" + y'= 1 + xe^; y(0) = y'(0) = 0, y"(0) = 1 

38. y" + 2y' 4 2y = sen 3x; y(0) = 2, y'(0) = 0 

39. + y" = X + y(0) = 1, y'(0) = 0, y"(0) = 1 

40. y*'*' - y = 5 ; y(0) = y'(0) = y"(0) = y<3>(0) = 0 

41. Eneuentre una solueión partieular de la eeuaeión 

3 ,( 4 ) _ 3 ,( 3 ) _ y" _y _2y = 8 x^ 

42. Determine la solueión del problema de valores inieiales 
que eonsiste de la eeuaeión del problema 41 y las eondi- 
eiones inieiales 


y" - y' - 2y = 3x + 4 
4y" -y 4y' + y = 3xg^ 
2y" + 4y' + 7y = x^ 
y" - 4y = eosh 2x 


3,(3) + 3;' = 2 - senx 
y*'*’ - 2y" + y = xg^ 
y" 3- 9y = 2x^e^^ + 5 


y(0) = y'(0) = y"(0) = = 0. 
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43. (a) Escriba 


eos 3x + i sen 3x = = (eos x + i sen x)^ 

utilizando la fórmula de Euler, desarrolle e iguale las 
partes real e imaginaria para derivar las identidades 

cos^x= |cosx+ |cos3x, 
sen^x= |senx- |sen3x. 

(b) Utilice el resultado del inciso (a) para encontrar la so¬ 
lución general de 

y" + 4y = cos^ X. 

Emplee identidades trigonométricas para determinar las solu¬ 
ciones generales de las ecuaciones en los problemas 44 al 46. 

44. y" y' y = senxsen 3x 

45. y" -H 9y = sen'^ x 

46. y" -k- y = X cos^ X 


Aplique el método de variación de parámetros en los proble¬ 
mas 47 al 56 para encontrar una solución particular de la 


ecuación diferencial dada. 

47. y" -H 3y' + 2y = 4e^ 
49. y" - 4y' 3- 4y = 2e^^ 
51. y" ■+ 4y = eos 3x 
53. y" + 9y = 2 sec 3x 
55. y" -\- 4y = sen^ x 


48. y" - 2y'- 8y = 3e-^ 
50. y" - 4y = senh2x 
52. y" -H 9y =sen 3x 
54. y" y = csc^ X 
56. y" - 4y= xe^ 


57. Por sustitución, puede verificar que = CiX -I- C 2 x“' es 
una función complementaria de la ecuación de segundo 
orden no homogénea 

x^y" -|- xy' — y = 12x^. 

Pero antes de aplicar el método de variación de paráme¬ 
tros, debe dividir esta ecuación entre el coeficiente de x^ 
para reescribirla en la forma estándar 

/ + -y - 4>' = 

Así, /(x) = 72x^ en la ecuación (22). Ahora proceda a re¬ 
solver las ecuaciones en (31) y, por tanto, obtener la solu¬ 
ción particular = 3xf. 

En los problemas 58 al 62 se proporciona una ecuación lineal 
de segundo orden no homogénea y una función complementa¬ 
ria ye. Aplique el método del problema 57 para encontrar la 
solución particular de la ecuación. 

58. x^y"- 4xy'-l- 6 y = x^;yc= cix^-H C 2 X^ 

59. x^y" - 3xy' -I- 4y = x'^; ye = x^(ci -H C 2 Inx) 

60. 4x^y" - 4xy' -H 3y = Sx'^'^ y, = CiX -H C 2 X^'^ 

61. x^y"-l- xy'-I- y= Inx; y^ = ci cos(lnx)-H C 2 sen(lnx) 

62. (x^ - l)y" - 2 xy' -t- 2 y = x^ - 1 ; y,; = cix -H C 2 (l + x^) 

63. Lleve a cabo el proceso de solución indicado en el texto 
para obtener la fórmula de variación de parámetros dada 
en (33) a partir de las ecuaciones (31) y (32). 

64. Aplique la fórmula de variación de parámetros dada en 
(33) para encontrar la solución particular yp(x) = —x eos 
X de la ecuación no homogénea y" -f y = 2 sen x. 


3.5 Aplicaciones 


Automatización del método de variación de parámetros 


La fórmula de variación de parámetros dada en (33) es especialmente adecuada para 
implementarla en un sistema de álgebra en computadora cuando las integrales que se 
presentan son tediosas o inconvenientes para su evaluación manual. Por ejemplo, 
supóngase que se desea encontrar una solución particular de la ecuación no homogénea 


y" -|- y = tan x 


del ejemplo 11, con función complementaria yc(x) = Ci eos x A sen x. Entonces, 
las instrucciones Maple 


yl := eos(x): 
y2 := sen (x): 
f := tan(x): 

W := yl*diff(y2,x) - y2*diff(yl,x): 

W := simplify(W): 

yp := -yl*int(y2*f/W,X) + y2*int(yl*f/W,x): 
simplify(yp); 

implementan (33) y producen el resultado 


1 + sen X 


yp(x) = - (cosx) In 


cosx 
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equivalente al resultado ypix) = —(eos x) ln(sec v + tan x) encontrado en el ejemplo 
11. Las instrucciones análogas de Mathematica 

yl = Cos [X]; 
y2 = sln[x]; 
f = Tan[x]; 

W = yl*D[y2,x] - y2*D[yl,x] // Slmpllfy 

yp = -yl*Integrate[y2*f/W,X] + y2*Integrate[yl*f/W,x]; 

Simplify[yp] 

resultan en 


yp{x) 


( cos(x/ 2) + sen(x/ 2) \ 

- (cos x) In I - , 

\cos(x/ 2) - sen(x/ 2 )) 


el cual (por la técnica tradicional de diferencia de cuadrados) es también equivalente 
al resultado encontrado en el ejemplo 11. 

Para resolver de manera similar una ecuación lineal de segundo orden y" + 
P(x)y' + Q{x)y = f{x) cuya función complementaria yj^x) — Ciyi(x) + c^y^ix) se 
conoce, es necesario únicamente insertar las definiciones correspondientes de yi(x), 
yiix) y fix) en las líneas iniciales mostradas aquí. De esta manera, encuentre la solución 
particular yp(x) de las ecuaciones no homogéneas en los problemas 1 al 6. 


1 . y" + y= 2senx yp{x) 

2. y" + y = 4x senx ypix) 

3. y" + y = 12x^senx ypix) 

4. y" - 2y' + 2y = 2e^ senx ypix) 

5. y" - 2y'+ 2y = dxe'^senx ypix) 


6 . y" - 2y'+ 2y = 12x^e^senx ypix) 


— X cos X 

X sen X - x^ cos x 

3x^ sen x + (3x - 2x^) cos x 

- xe ^cos X 

e^(xsenx- x^cosx) 

[3x^ sen x + (3x - 2x^) cos x] 



Oscilaciones forzadas y resonancia 


En la sección 3.4 se estableció la ecuación diferencial 


> 


mx" + ex' + kx = Fit) 


( 1 ) 


que gobierna el movimiento en la dimensión de una masa m unida a un resorte (con 
constante y a un amortiguador (con constante c) sobre la que además actúa una 
fuerza externa Fit). Máquinas con componentes giratorios comúnmente involucran 
sistemas masa-resorte (o sus equivalentes), en los cuales la fuerza extema es armó¬ 
nica simple de la forma: 



FIGURA 3.6.1. Sistema de la 
carreta con volante. 


Fit) = Fq cos cot o Fit) = Fq sen cot, (2) 

donde la constante Fq es la amplitud de la fuerza periódica y cu es su frecuencia 
angular. 

Para un ejemplo de cómo el componente de una máquina giratoria puede pro¬ 
porcionar una fuerza armónica simple, considérese una carreta con un volante vertical 
girando, como se muestra en la figura 3.6.1. El carmaje tiene una masa m — mq, que 
no incluye la masa del volante rriQ. El centroide (centro de gravedad) del volante está 
desplazado fuera de su centro a una distancia a, y su velocidad angular es de cu rad/s. 
El vehículo está unido a un resorte (con constante k) como se muestra. Asúmase que 
el centroide de la carreta está directamente debajo del centro del volante, y sea x(f) 
su desplazamiento desde su posición de equilibrio (donde el resorte no está estirado). 
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La figura 3.6.1 auxilia para observar que el desplazamiento x del centroide de la 
carreta combinada con el volante está dado por 

_ (m — mo)x + mo(x + a eos a>í) moa 

X = -= X H-eos cot. 

m m 

Ignoramos la fricción y aplicamos la segunda ley de Newton nix" — -kx, debido a 
que la fuerza ejercida por el resorte es —kx. Al sustituir x en la última ecuación se 
obtiene 


mx" — moaaP'eos cot = —/ex; 


esto es, 

mx" + kx = moaco^ eos cot. (3) 

Así, la carreta con su volante giratorio actúa como una masa unida a un resorte bajo 
la influencia de una fuerza armónica simple externa, con amplitud Fq = moaco^. Un 
sistema de este tipo es un modelo razonablemente lógico de una lavadora cuando 
toda la carga de ropa se coloca fuera del centro en la tina de lavado. Esto ilustra la 
importancia práctica de las soluciones que se analizan en la ecuación (1) con fuerzas 
externas como las dadas en (2). 

Oscilaciones forzadas no amortiguadas 

Para estudiar las oscilaciones no amortiguadas bajo la influencia de una fuerza exter¬ 
na F(t) = Fq eos cot, se establece c = 0 en la ecuación (1), y se inicia entonces el 
análisis con la ecuación 

>• mx" + kx = Fq eos cot (4) 

cuya función complementaria es x^ = Ci eos coot + C 2 sen coot. Aquí 



[como en la Ec. (9) de la Secc. 3.4] es la frecuencia natural (angular) del sistema 
masa-resorte. El hecho de que el ángulo coot se mide en rad (unidad adimensional) 
recuerda que t se calcula en segundos (s), entonces coq es medido en rad/s —esto es, 
en segundos a la menos uno (s~^) —. Recuérdese también que la ecuación (14) en la 
sección 3.4 muestra que la división de una frecuencia angular co entre el número Itt de 
rad en un ciclo, resulta en la correspondiente frecuencia (ordinaria) v = cojl-n en Hz 
(hertz = ciclos/s). 

Inicialmente asúmase que las frecuencias externa y natural no son iguales co A 
coq. Se sustituye Xp = A eos cot en la ecuación (4) para encontrar una solución parti¬ 
cular. [El término en seno no es necesario en Xp porque no hay términos que involu¬ 
cren a x' en el lado izquierdo de la ecuación (4).] Entonces 

-meo^A eos cot + kA eos cot = Fq eos cot. 


asi. 


y de este modo 


A = 


Fq 

k — meo^ 


Fo/m 

2 2 ’ 
COq — 0 )^ 


Xp{t) 


Fo/m 

2 2 
— 0 )^ 


(5) 


eos cot. 


( 6 ) 
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Por tanto, la solución general x = + Xp está dada por 

, , Folm 

x{t)= cicoscoot+ C 2 sencoot+ -- 

(Oq - 0)^ 


eos (Ot, 


(7) 


donde las constantes c\ y se determinan por los valores iniciales x(0) y x'(0). De 
manera equivalente, como en (12) de la sección 3.4, la ecuación (7) puede reescribir¬ 
se como 


i /o\ 

x{t) = C cos((yoí — Oí) -|-^-- eos cot, (o) 

(ÚQ — ar 

así, se observa que el movimiento resultante es una superposición de dos oscilacio¬ 
nes, una con frecuencia angular natural coq y otra con la frecuencia w de la fuerza 
externa. 


Ejemplo 1 


Supóngase m 
en (4) es 


1, A: = 9, Fq = 80 y m = 5, de tal manera que la ecuación diferencial 


x" -|- 9x = 80cos5í. 


Encuéntrese x(í) si x(0) = x'(0) = 0. 

Solución En este caso, la frecuencia natural cuo = 3 y la frecuencia de la fuerza externa co = 5 
no son iguales, como en la presentación anterior. Sustituyase primero Xp = A eos 5í 
en la ecuación diferencial y encuéntrese que —25 A + 9 A = 80, de tal manera que 
A = —5. De este modo, una solución particular es 

Xp{t) = —5cos5í. 



FIGURA 3.6.2. Respuesta 
x(í) = 5 eos 3í — 5 eos 5í del 
ejemplo 1. 


Ea función complementaria es x^ = Ci eos 3í -f C 2 sen 3í tal que la solución general 
de la ecuación no homogénea dada es 

x(í) = ci eos 3í -f C 2 sen 3í - 5 eos 5í, 


con derivada 


x'(t) = - 3ci sen 3í -f 3c2Cos 3 í -f 25 sen 5í. 

Eas condiciones iniciales x(0) = 0 y x'(0) = 0 nos llevan a que Ci = 5 y C 2 = 0, de 
tal manera que la solución particular deseada es 

x(í) = 5cos3í — 5cos5í. 

Como se indica en la figura 3.6.2, el periodo de x(í) es el mínimo común múltiplo Ijt 
de los periodos 27r/3 y 27r/5 de los dos términos con coseno. ■ 


Pulsaciones 

Si se imponen las condiciones iniciales x(0) = x'(0) = 0 en la solución en (7), se 
encuentra que 

^0 o 

Ci =-^ y C 2 - 0, 

m{coQ — co‘^) 

de tal manera que la solución particular es 


Fq 

m(col — üp-) 


x(í) = 


(COSCUÍ — COSftJoO- 


( 9 ) 
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Ejemplo 2 


X = sen 5/ 



X = sen 5t sen 50í 


. .. 

’O.O 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
t 

FIGURA 3.6.3. Fenómeno de las 
pulsaciones. 


La identidad trigonométrica 2 sen A sen B = eos (A — B) — eos (A + B), aplicada con A 
= ^ {cüQ + o))t y B = ^ (cúQ — (ü)t, permite reescribir la ecuación (9) en la forma 

2 íb I I 

^ sen ^(«0 - tt>)í sen ^(«0 + «)í. (lO) 

ni{u>Q - COA 

Supóngase ahora que cu « cuq, de tal manera que cuq + cu sea muy grande en compara¬ 
ción con |cuo — cu|. Entonces sen ^ (cuq + cu)f es una función que varía rápidamente, 
mientras que sen ^ (cuq — cu)í es una función que cambia lentamente. Se puede, por 
tanto, interpretar la ecuación (10) como una oscilación rápida con frecuencia angular 
I (cUq + cu). 


x{t) = A(í) sen f (cuo + cu)í. 


pero con una amplitud variando lentamente 

2Fo 


A(í) = 


m{coí - 00 ^) ^ 


senkcuo - cu)í. 


Con m = 0.1 ,Fq = 50, = 55 y cu = 45, la ecuación (10) resulta en 


x{t) = sen 5t sen 50 1. 


La figura 3.6.3 muestra la oscilación correspondiente de frecuencia ^ (cuq + cu) = 50 
que está “modulada” por la función de amplitud A(í) = sen 5t de frecuencia ^ (cuq — 
cu) = 5. ■ 

Una oscilación rápida (comparativamente) con una de amplitud periódica va¬ 
riando lentamente presenta el fenómeno de las pulsaciones. Por ejemplo, si dos cor¬ 
netas tocan no exactamente sintonizadas, su media C, una en coqIíItt) = 258 Hz y la 
otra en üoHItt) = 254 Hz, entonces uno escucha una pulsación —una variación audi¬ 
ble en la amplitud de un sonido combinado— con frecuencia de 


Resonancia 


(cuo - cu)/2 


258 - 254 
2 


2 (Hz). 


En la ecuación (6) se puede observar que la amplitud A de Xp es grande cuando las 
frecuencias natural y externa cuq y cu son aproximadamente iguales. Algunas veces es 
común reescribir la ecuación (5) en la forma 


. ^0 Fo/k pFo 

A = - T =- T = ±-, 

k — meo^ 1 — {co/coqY k 


( 11 ) 


donde F^/k es el desplazamiento estático de un resorte con constante k debido a una 
fuerza constante Fq y el factor de amplificación p definido por 


P = -(12) 

|1 - (CU/CU0)2| 

Es claro que p +oo conforme cu ^ cuq. Este es el fenómeno de resonancia —el 
incremento no acotado (a medida que cu ^ cuq) en la amplitud de las oscilaciones de 
un sistema no amortiguado con frecuencia natural cuq como respuesta a una fuerza 
externa de frecuencia cu « cuq. 
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Se ha asumido que cu ^ (jOq. ¿Qué clase de catástrofe debe esperarse si cu y cuo 
son precisamente iguales? Así, la ecuación (4) después de dividir cada término entre 
m se transforma en 


", 2 ^0 
X + (júqX = -eos (JÚQt. 

m 


(13) 


Debido a que eos cú^t es un término de la función complementaria, el método de co¬ 
eficientes indeterminados propone que 



t 


FIGURA 3.6.4. Fenómeno de 
resonancia. 


Xp{t)= í(Acos cuqí + 5 sen «oí). 

Al sustituir esto en la ecuación (13) se encuentra que A = 0 y B = FQ/ilmcoo). En¬ 
tonces, la solución particular es 


Xp{t) = 


Fi, 

InicoQ 


t sen (jOqí. 


(14) 


La gráfica de Xp{t) en la figura 3.6.4 (en la cual m= 1, Fq = 100 y cuq = 50) muestra 
claramente cómo la amplitud de la oscilación teóricamente podría incrementarse sin 
acotamiento en este caso de resonancia pura cu = cuq. Este fenómeno puede interpre¬ 
tarse como un reforzamiento de las vibraciones naturales del sistema por las vibra¬ 
ciones causadas externamente en la misma frecuencia. 


Ejemplo 3 


Supóngase que m = 5 kg y A: = 500 N/m en la carreta con el volante de la figura 3.6.1. 
Entonces, la frecuencia natural es cuq = y/kjm = 10 rad/s; esto es, 10/(27r)« 1.59 
Hz. Por tanto, se debería esperar que se presenten oscilaciones de gran amplitud si el 
volante gira cerca de (1.59)(60)« 95 revoluciones por minuto (rpm). ■ 

En la práctica, un sistema mecánico con muy poco amortiguamiento puede ser 
destruido por vibraciones resonantes. Un ejemplo espectacular puede ocurrir cuando 
una columna de soldados marcha sobre un puente. Normalmente, una estructura 
sofisticada como la de un puente cuenta con varias frecuencias naturales de vibración. 
Si la frecuencia de la cadencia de los soldados es aproximadamente igual a la 
frecuencia natural de la estructura, entonces —tal como en el ejemplo simple de una 
masa en un resorte— se presentará la resonancia. De hecho, las vibraciones de reso¬ 
nancia resultantes pueden ser de una amplitud tan grande que el puente se colapsará. 
Esto ha sucedido en la realidad —por ejemplo, el colapso del puente Broughton cerca 
de Manchester, Inglaterra, en 1831 —; a esto se debe que al cruzar un puente se dé la 
orden de no pasar marchando. La resonancia pudo haber estado involucrada en el 
desastre de Kansas City en 1981, en el cual el balcón de un hotel (llamado un camino 
al cielo) se colapsó con personas bailando en él. El desplome de un edificio en un 
sismo se debe algunas veces a las vibraciones de resonancia causadas por la coinci¬ 
dencia de las oscilaciones del temblor con una de las frecuencias naturales de la es¬ 
tructura; esto le sucedió a muchos edificios en la ciudad de México en el sismo del 
19 de septiembre de 1985. En una ocasión un avión se estrelló debido a que las osci¬ 
laciones de sus alas coincidieron (fueron resonantes) con las vibraciones de sus mo¬ 
tores. Se tiene reportado que para las primeras aeronaves jet comerciales, la 
frecuencia natural de las vibraciones verticales del avión durante una turbulencia era 
casi exactamente igual a la del sistema masa-resorte formado por la cabeza del piloto 
(masa) y su espina dorsal (resorte). La resonancia que ocurre provoca que los pilotos 
tengan dificultad para leer los instrumentos. Los grandes aviones comerciales mo¬ 
dernos se diseñan con frecuencias naturales diferentes, de tal manera que estos pro¬ 
blemas de resonancia dejaron de presentarse. 
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Modelado de sistemas mecánicos 

Evitar las vibraciones de resonancia destructiva es una consideración que siempre 
está presente en el diseño de estructuras mecánicas y sistemas de cualquier tipo. 
Frecuentemente, el punto más importante en la determinación de la frecuencia natu¬ 
ral de vibraciones de un sistema es la formulación de su ecuación diferencial. Ade¬ 
más de la ley de Newton F = ma, el principio de conservación de la energía es útil 
algunas veces para este propósito (como en la deducción de la ecuación del péndulo 
en la secc. 3.4). Las fórmulas siguientes de energía potencial y cinética son también 
útiles. 

1. Energía cinética: T = ^ mv^ para traslación de una masa m con velocidad v. 

2. Energía cinética: T = ^ Ico^ para la rotación de un cuerpo con momento de 
inercia / y velocidad angular co. 

3. Energía potencial: V = \ para un resorte con constante k estirado o com¬ 
primido a una distancia x. 

4. Energía potencial: V = mgh para la energía potencial gravitacional de una 
masa m a una altura h por encima del nivel de referencia (el nivel en el cual 
V = 0), siempre que g se considere esencialmente constante. 


Ejemplo 4 


Encuéntrese la frecuencia natural de una masa m unida a un resorte con constante k 
si, en lugar de deslizarse sin fricción, se considera que es un disco uniforme de radio 
a que rueda sin patinarse como se muestra en la ñgura 3.6.5. 


Solución 


Con la consideración anterior, el principio de conservación de la energía resulta en 


+ ^kx^ = E 


donde E es una constante (la energía mecánica total del sistema). Se observa que v 
= aa> y recordamos que I = mcP'/2 para un disco circular uniforme. Por tanto, la 
última ecuación se simpliñca en 



-b ^kx^ = E. 

Debido a que el lado derecho de esta ecuación es constante, la derivación con respec¬ 
to a f (con V = x' y v' = x") resulta en 

^mx'x" + kxx' = 0. 


FIGURA 3.6.5. El disco 
rodando. 


Al dividir cada término entre 2mx' se obtiene 

2 


// '2-k 

X H- X = 0. 

3m 


De este modo, la frecuencia natural de la oscilación horizontal hacia delante y hacia 
atrás del disco rodante es ^/2k/3m, la cual es y/2/3 ~ 0.8165 veces la conocida 
frecuencia natural yjk/m de una masa en un resorte que se desliza sin fricción en 
lugar de la rueda sin deslizamiento. Es interesante (y tal vez sorprendente) que esta 
frecuencia natural no dependa del radio del disco. Podría ser una moneda de 10 cen¬ 
tavos o un disco grande con radio de 1 m (pero de igual masa). ■ 
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Ejemplo 5 


Solución 


Supóngase que un carro oscila verticalmente como si fuera una masa de m = 800 kg 
en un resorte (con constante k = 1 X 10"^ N/m), unido a un amortiguador (con cons¬ 
tante c = 3000 N-s/m). Supóngase que este carro, con el amortiguador desconectado, 
trabaja en movimiento hacia adelante en una plataforma de lavado con una amplitud 
de 5 cm y una longitud de onda de L = 10 m (fig. 3.6.6). ¿A qué velocidad del carro 
se presentarán las vibraciones de resonancia? 


Su perficie 


2tzs 

y = a eos — 


5 = 0 


m 



FIGURA 3.6.6. Superficie de la FIGURA 3.6.7. “Modelo 

plataforma de lavado del ejemplo 5. monociclo” de un carro. 


Considérese el carro como un monociclo, el cual se muestra en la figura 3.6.7. Sea 
x{t) el desplazamiento hacia arriba de la masa m desde su posición de equilibrio, ig¬ 
norándose la fuerza de gravedad debido a que se desplaza meramente de su posición 
de equilibrio como en el problema 9 de la sección 3.4. La ecuación de la superficie 
donde éste camina es 

2jts 

y = a eos —^ {a = 0.05 m, L = 10 m). (15) 

Cuando el carro está en movimiento, el resorte se estira a una cantidad x — y, así, la 
segunda ley de Newton F = ma proporciona 

mx" = —k{x — y); 


esto es. 


mx" + kx = ky 


(16) 


Si la velocidad del carro es v, entonces s = vt en la ecuación (15), de tal manera que 
la ecuación (16) toma la forma 


mx" + kx = ka eos 


Invt 

L 


(16’) 


Ésta es la ecuación diferencial que gobierna las oscilaciones verticales del carro. En 
comparación con (4), se observa que se tienen oscilaciones forzadas con frecuencia 
angular a> = Ijtv/L. La resonancia ocurre cuando cú = ooq = ^JkJm. Utilizamos los 
datos numéricos para encontrar la velocidad del carro cuando se presenta la resonancia: 




10 \l X 104 
800 


14.89 (m/s); 


esto es, cerca de 33.3 mi/h (utilizando el factor de conversión de 2.237 mi/h equiva¬ 
lente a m/s). ■ 
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Oscilaciones amortiguadas forzadas 

En los sistemas físicos reales siempre hay algún tipo de amortiguamiento —por lo 
menos algún tipo de fricción, sino es que algo más — . La función complementaria 
de la ecuación 


>■ mx" + ex' + kx = Fq eos wt (17) 

está dada por las ecuaciones (19), (20) o (21) de la sección 3.4, dependiendo de si c 
> Ccr = c = Ccr o c < Ccj. Aquí la forma específica no es importante. Lo que 

sí es relevante es que, en cualquier caso, estas fórmulas muestran que Xcif) 0 con¬ 
forme t -1-00. Así, Xc es una solución transitoria de la ecuación (17), que desapa¬ 
rece con el paso del tiempo, quedando solamente la solución particular Xp. 

El método de coeficientes indeterminados indica que debe sustituirse 

x(í) = A eos wt + B sen oot 


en la ecuación (17). Cuando esto se lleva a cabo y se agrupan los coeficientes de eos 
ü)t y sen oot, se obtienen las dos ecuaciones 

{k — mco^)A + cooB = Fq, —cooA + (k — mco^)B = O (18) 


que se resuelven sin dificultad para obtener 


A = 


(k — m(ti^)Fo 
(k — mop-)"^ + (coú)^ ’ 



cüoFq 

meo^)^ + (cco)^ 


(19) 


Si se escribe 

A eos cút + B sen cot = C (eos cot eos a -f sen cot sen a) = C eos (cot — a) 

como de costumbre, se observa que la oscilación periódica en estado permanente que 
resulta es 


Xp(t) = C cos(cot — a) 


( 20 ) 


con una amplitud de 

c = -p £2 ^ 

{k — meo^)^ + (cctí)^ 


( 21 ) 


Así, la ecuación (19) implica que sen a = B/C> 0, por lo que el ángulo de fase oí se 
encuentra en el primer o en el segundo cuadrante. Por tanto. 


tan ry — — — 0 < a < TT, (22) 

A~ k-moo^ 

así 

f , CftJ , 

tan - -- si A: > meo^, 

k — meo^ 

a = i 

TT -h tan ‘-y SI > meo^ 

k — moo^ 


(considerando que a = jt/2 si k = ma/). 

Nótese que si c > 0, entonces la “amplitud forzada” —definida como una 
función C(co) por (21)— permanece siempre acotada, en comparación con el caso de 
resonancia, donde el no amortiguamiento hace que la frecuencia forzada a> iguale la 
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Ejemplo 6 


Solución 


frecuencia crítica cúq = ^fkjm. Pero la amplitud forzada puede alcanzar un máximo 
para algún valor de cu; en este caso se habla de resonancia práctica. Para ver si ocu¬ 
rre y cuándo se presenta la resonancia práctica, sólo se necesita graficar C como una 
función de cu y buscar un máximo global. Esto puede mostrar (problema 27) que C 
es una función decreciente estable de cu si c = ^J2km. Pero si c < ^/2km, entonces la 
amplitud de C alcanza un valor máximo —y así ocurre la resonancia práctica— para 
algún valor de cu menor que cuq, aproximándose a cero conforme cu ^ +oo. De aquí 
se sigue que un sistema subamortiguado normalmente experimentará oscilaciones 
forzadas cuya amplitud es: 

• Grande si cu es cercana a la frecuencia de resonancia crítica. 

• Cercana a Fq/A: si cu es muy pequeña. 

• Muy pequeña si cu es muy grande. 


Encuéntrese el movimiento transitorio y las oscilaciones periódicas en estado perma¬ 
nente de un sistema masa-resorte amortiguado con m = l, c = 2 y k = 26 bajo la 
influencia de una fuerza externa F{t) = 82 eos 4í con x(0) = 6 y x'(0) = 0. También 
investigúese la posibilidad de que se presente la resonancia práctica para este sistema. 

El movimiento resultante x(f) = x^^{f) -f Xsp(í) de la masa satisface el problema de 
valores iniciales 

x"-|-2x'-h 26x = 82cos4í; x(0) = 6, x'(0) = 0. (23) 

En vez de aplicar las fórmulas generales anteriormente obtenidas en esta sección, es 
mejor trabajar en un problema concreto. Eas raíces de la ecuación característica 

r^ + 2r+26 = {r+ if -f 25 = 0 

son r = — 1 ±5/, de tal manera que la función complementaria es 


Xc(í) = e“'(ciCos5í+ C2sen5í). 

Cuando se sustituye la solución de prueba 

x(í) = Acos4í-l- Í5sen4í 

en la ecuación dada, agrupando términos e iguales coeficientes de eos 4í y sen 4í, se 
obtienen las ecuaciones 


lOA -h 85 = 82, 

-8A -h 105 = 0 

cuya solución es A = 5,5 = 4. Por tanto, la solución general de la ecuación en (23) es 
x(í) = e^\ci cos5í -f C 2 sen 5í) -f 5 cos4í -f 4 sen 4í. 

En este punto se imponen las condiciones iniciales x(0) = 6, x'(0) = 0, encontrándo¬ 
se que Ci = 1 y C 2 = —3. En consecuencia, el movimiento transitorio y la oscilación 
periódica en estado permanente de la masa están dadas por 


■Xtr(0 = e '(eos 5í - 3 sen 5í) 
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y 


Xsp(í) = 5 eos 4í + 4 sen 4í = 


Vil 



eos 4í + 


4 

-^= sen 4í 

Vil 


= Vil eos(4í - a) 


donde a = tan ^ (-f) « 0.6747. 

La figura 3.6.8 muestra las gráfieas de la solueión x(f) = + x^pit) del pro¬ 

blema de valores inieiales 


x" + 2x'+ 26v = 82eos4í, x(0)=xo, v:'(0) = 0 (24) 

para los diferentes valores de la posieión inieial xq = —20, —10, 0, 10 y 20. Aquí 
elaramente se observa el signifieado de la solueión transitoria x^^{t) que “desapareee 
eonforme pasa el tiempo”, quedando solamente el movimiento periódieo en estado 
permanente Xsp(í). En efeeto, debido a que Xi^{t) ^ 0 de manera exponeneial, en el 
transeurso de unos poeos eielos la solueión eompleta x(í) y la solueión periódiea en 
estado permanente Xsp(í) son virtualmente indistinguibles (eualquiera que sea la po¬ 
sieión inieial xq). 


X 



FIGURA 3.6.8. Soluciones del problema de valores iniciales 
en (24) con xq = —20, —10,0, 10 y 20. 



FIGURA 3.6.9. Gráfica de la 
amplitud C contra frecuencia 
externa w. 


Para investigar la posibilidad de que se presente la resonancia práctica en el 
sistema dado, sustituyanse los valores m = l,c = 2yA: = 26en(21)y encuéntrese 
que la amplitud forzada para la frecuencia a> es 


C(m) = 


82 

V676 - 48ft;2 + «4' 


La gráfica de C(a>) se muestra en la figura 3.6.9. La amplitud máxima ocurre cuando 

-41(4o;3-96m) _ -164cú(cú^ - 24) 

(676 — 48(0^ + (676 — 4Sco^ + 

Así, la resonancia práctica ocurre cuando la frecuencia externa es cu = \/M (un 
poco menos que la frecuencia crítica no amortiguada del sistema masa-resorte de 
ctíQ = -JkJm = -\/%). H 
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Problemas 


En los numerales 1 al 6 exprese la solución del problema de 
valores iniciales dado como una suma de dos oscilaciones, 
como en la ecuación (8). Las primas significan derivadas con 
respecto al tiempo t. En los problemas 1 al 4, grafique la fun¬ 
ción de la solución x{t) de tal manera que pueda identificar y 
marcar su periodo (como en lafig. 3.6.2). 

1 . x"-i-9x = 10 cos 2 /; x( 0 ) = x'( 0 ) = 0 

2. x" + 4x = 5 sen3í; ;c(0) = x'(0) = 0 

3. x" + lOOx = 225cos5í + 300sen5í; x(0) = 375, 
x'{0) = 0 

4. x" + 25x = 90cos4í; x(0) = 0, x'(0) = 90 

5. mx"+ kx = Fücosíyícon (of C0ü;x(0) = xo,x'(0) = 0 

6 . mx"+ kx = Eq coswt con co = cOo', x( 0 ) = 0 , x'(0) = Vq 

En cada uno de los problemas 7 al 10, determine la solución 
periódica estacionaria en la forma x¡p(t) = C eos (wt — a) de 
la ecuación dada mx" + ex' kx = E(t), con función periódica 
E(t) de frecuencia w. Grafique x¡p(t) (para comparar) junto con 
la función ajustada Eft) = E(t)/m w. 

7. x" + 4x'+ 4x = 10cos3í 

8 . x"+ 3x'+ 5x = -4 eos 5/ 

9. 2x" + 2x' + X = 3 sen lOí 

10. x" + 3x' + 3x = 8 eos lOí + 6 sen lOí 

En cada uno de los problemas 11 al 14, encuentre y grafique 
tanto la solución periódica estacionaria Xsp(í) = C eos (wt — a) 
de la ecuación diferencial dada, como la solución transitoria 
Xtr(í) que satisface las condiciones iniciales dadas. 

11. x" + 4x' + 5x = 10 eos 3í; x(0) = x'(0) = 0 

12. x"+ 6 x'+ 13x = 10 sen5í; x(0) = x'(0) = 0 

13. x" + 2x' + 26x = 600 eos 10/; x(0) = 10, x'(0) = 0 

14. x" + 8 x' + 25x = 200eos / + 520 sen/; x(0) = -30, 
x'( 0 ) = -10 

Cada uno de los problemas 15 al 18 proporciona los paráme¬ 
tros de un sistema masa-resorte-amortiguador con ecuación 
mx" -k ex' -k kx = Eq eos wt. Investigue la posibilidad de que 
ocurra resonancia práctica en este sistema. En particular, en¬ 
cuentre la amplitud C(w) de las oscilaciones forzadas periódi¬ 
cas estacionarias con frecuencia w. Obtenga la gráfica de 
C(w) y encuentre la frecuencia de resonancia práctica w (si 
existe alguna). 

15. m= l,c=2,k=2,Eo=2 

16. m= l,c= 4,k= 5,Eo= 10 

17. m= l,c= 6,k= 45, Eo = 50 

18. m= l,c= 10,/t= 650, Fo=100 

19. Una masa que pesa 100 Ib (masa m = 3.125 slugs en unida¬ 
des fps) está unida al extremo de un resorte que se encuentra 
estirado 1 in por una fuerza de 100 Ib. Una fuerza Eq eos wt 
actúa sobre la masa. ¿A qué frecuencia (en Hz) ocurrirán os¬ 
cilaciones de resonancia? Desprecie el amortiguamiento. 

20. Una máquina de lavado, con la carga de ropa al frente, 
está montada sobre un soporte de caucho que actúa como 
un resorte; el peso de la máquina W = mg (con g = 9.8 
m/s^) reduce el soporte exactamente 0.5 cm. Cuando su 
rotor gira a w rad/s, ejerce una fuerza vertical Eq eos wt N 


sobre la máquina. ¿A qué velocidad (en revoluciones por 
minuto) ocurren vibraciones resonantes? Desprecie la 
fricción. 

21. La figura 3.6.10 muestra una masa m colocada en el extre¬ 
mo de un péndulo (de longitud L) unido a un resorte hori¬ 
zontal (con constante k). Considere pequeñas oscilaciones 
de m de tal manera que el resorte permanece esencialmen¬ 
te horizontal, y desprecie el amortiguamiento. Encuentre 
la frecuencia angular natural wq del movimiento de la masa 
en términos de L, k, m y la constante gravitacional g. 



FIGURA 3.6.10. Sistema 
péndulo y resorte del problema 21 . 

22. Una masa m cuelga al final de una cuerda enrollada en una 
polea de radio a y momento de inercia /, como se muestra 
en la figura 3.6.11. El borde de la polea está unido a un re¬ 
sorte (con constante k). Asuma pequeñas oscilaciones tal 
que el resorte permanece esencialmente horizontal y des¬ 
precie la fricción. Encuentre la frecuencia angular natural 
del sistema en términos de m, a,k, I y g. 



FIGURA 3.6.11. Sistema masa- 
resorte de la polea del problema 22 . 

23. Un edificio tiene dos pisos. El primer piso está pegado 
rígidamente al suelo, y el segundo tiene una de masa m 
= 1,000 slugs (unidades fps) y un peso de 16 ton (32,000 
Ib). La estructura elástica del edificio se comporta como 
un resorte que resiste desplazamientos horizontales del 
segundo piso; para ello se requiere una fuerza horizontal 
de 5 ton para desplazar el segundo piso a una distancia de 
1 ft. Asuma que durante un sismo el suelo oscila horizon- 
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talmente con amplitud Aq y frecuencia angular o), resul¬ 
tando una fuerza horizontal externa F(t) = mAqu?' sen wt 
en el segundo piso, (a) ¿Cuál es la frecuencia natural (en 
Hz) de las oscilaciones del segundo piso? (b) Si el piso 
sufre una oscilación cada 2.25 s con una amplitud de 3 in., 
¿cuál es la amplitud de las oscilaciones forzadas resultan¬ 
tes del segundo piso? 

24. Una masa en un resorte sin amortiguamiento es accionada 
por una fuerza externa F{t) = Fq cos^ cut. Muestre que 
existen dos valores de cd para los cuales ocurre la resonan¬ 
cia y encuéntrelos. 

25. Obtenga la solución periódica estacionaria de 

mx" -H ex' + kx = Fo sen cot. 

En particular, compruebe lo que debería esperarse —lo 
mismo como en la fórmula (20) con los mismos valores de 
C y oj, excepto con sen (cot — a) en lugar de eos (cot — a). 

26. Dada la ecuación diferencial 


(b) Suponga que < 2mk. Compruebe que la amplitud má¬ 
xima ocurre en la frecuencia co^ dada por 


k / 2mk \ 
m \2mk — ) 

De este modo, la frecuencia de resonancia en este caso es 
más grande (en contraste con el resultado del problema 
27) que la frecuencia natural coq = ,Jkfm. (Sugerencia: 
maximizar el cuadrado de C). 

Vibraciones en un automóvil 

En los problemas 29 y 30 se trabaja con el carro del ejemplo 5. 
Su función de desplazamiento hacia arriba satisface la ecua¬ 
ción mx" -I- ex' -i- kx -i- cy' -I- ky cuando el amortiguador de 
impactos está conectado (de tal manera que c > 0). Con y = a 
sen cot para la superficie del camino, esta ecuación diferencial 
se transforma en 


mx" -H ex' ■+ kx = Eq eos cot Fq sen cot 


mx" -H ex' kx = Eq eos mt Fq sen cot 


—con ambos términos forzados de coseno y seno— esta¬ 
blezca la solución periódica estacionaria 


.^sp(^) 


y/(k — maP-f -f (cwf 


cos(&)f — a — P), 


donde a está definida por la ecuación (22) y f = tan”' 
(Fq/Eq). [Sugerencia: sume por separado las soluciones 
periódicas estacionarias correspondientes a Eq eos cot y a 
Fq sen cot (véase el problema 25).] 

27. De acuerdo con la ecuación (21), la amplitud de las osci¬ 
laciones periódicas forzadas estacionarias para el sistema 
mx" 3- ex' 3- kx = Fq eos cot está dada por 


C(co) 


Fq 

(k — meo^f -|- (ccof 


(a) Si c g Ccr/\/2, donde c^ = y/4km, demuestre que C 
disminuye establemente conforme co se incrementa, 
(b) Si c < Ccr/V2, muestre que C alcanza un valor 
máximo (resonancia práctica) cuando 


donde Eq = ccoa y Fq = ka. 

29. Aplique el resultado del problema 26 para mostrar que la 
amplitud C resultante de la oscilación periódica estacio¬ 
naria para el carro está dada por 

^ _ ay/k^ -3- (ccof 
~ W — meo^y -3- (ccof 

Debido a que co = 2nv¡L cuando el carro se está movien¬ 
do con velocidad v, esto hace que C sea una función de v. 

30. La figura 3.6.12 muestra la gráfica de la función de ampli¬ 
tud C(co) empleando los datos numéricos dados en el 
ejemplo 5 (incluyendo c = 3000 N-s/m). Esto indica que, 
conforme el carro acelera desde el reposo, oscila inicial¬ 
mente con amplitud ligeramente arriba de 5 cm. Las vi¬ 
braciones de resonancia máxima con amplitud de 14 cm 
ocurren alrededor de 32 mi/h, pero bajan a niveles más to¬ 
lerables en velocidades altas. Verifique estas gráficas ba¬ 
sadas en las conclusiones, analizando la función C((o'). En 
particular, encuentre la frecuencia de resonancia práctica 
y la amplitud correspondiente. 



28. Como se indicó en el ejemplo de la carreta con volante 
presentado en esta sección, una parte de una máquina ro¬ 
tando, no balanceada, normalmente provoca como resulta¬ 
do una fuerza que tiene amplitud proporcional al cuadrado 
de la frecuencia co. (a) Muestre que la amplitud de la solu¬ 
ción periódica estacionaria de la ecuación diferencial 

mx" -f ex' -3- kx = mAco^ eos cot 


[con un término forzado similar al de la Ec.(17)] está dada 
por 

C(co) = 


mAco^ 


y/(k — meo^y -|- (ccoy 


12 

? 
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FIGURA 3.6.12. Amplitud de las vibraciones 
del carro en la superficie de la plataforma de 
lavado. 
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3.6 Aplicaciones 



_I _I_L_ 

0 5 10 15 

t 


FIGURA 3.6.13. Solución 
x{t) = Xxjif) + JCsp(í) y la solución 
periódica estacionaria x{t) = Xsp(í) 
con fuerza periódica externa F{t) 
= 901 eos 3í. 



t 


FIGURA 3.6.14. Solución 
x{t) = sen 3í y curvas 

envolventes x{t) = ±6te~‘/^ con 
fuerza oscilatoria amortiguada F{t) 
= 900e“'/^ eos 3í. 


Vibraciones forzadas 


En este apartado se investigan las vibraciones forzadas del sistema masa-resorte- 
amortiguador con ecuación 


mx" + ex'+ kx = F{t). (1) 

Para simplificar la notación, tómese m = p^, c = 2p y k = p^q^ + 1, donde p > 0 y 
q> 0. Entonces, la función complementaria de la ecuación (1) es 

Xc{t) = ''{c\ eosqt + qt). (2) 

Sean p = 5,í/ = 3yde este modo se buscan las soluciones transitoria y periódica 
estacionaria correspondientes a 

25x" + lOx' -b 226x = F(f), x(0) = 0, x'(0) = 0 (3) 

con varias posibilidades ilustrativas para la fuerza externa F{t). Puede llevarse a cabo 
una investigación personal seleccionando valores enteros py qen los intervalos 6 ^ 
p^9y2^q^5. 

IiNVESTiGACióiN 1. Con fuerza externa periódica F(t) = 901 eos 3f, las instruc¬ 
ciones de Matlab 

X = dsolve('25*D2x+10*Dx+226*x=901*cos(3*t)', 

'x(0)=0, Dx(0)=0'); 

X = simple(x); 

syms t, xsp = cos(3*t) + 30*sen(3*t); 
ezplot(x, [0 6*pl]),hold on 
ezplot(xsp, [0 6*pi]) 

proporcionan la gráfica mostrada en la figura 3.6.13. Obérvese que la solución (tran¬ 
sitoria más periódica en estado permanente) 

x(t) = eos 3í -b 30 sen3í -b (- eos 3í - ^ sen 3í) 

rápidamente “se construye” para la oscilación periódica estacionaria x^pit) = eos 3f 
-b 30 sen 3í. 

IwESTiGACiÓN 2. Con una fuerza externa oscilatoria amortiguada 

F(í) = 900 é?^'''^cos3í, 

se duplica la función complementaria en (2). Eas instrucciones de Maple 

de2 := 25*diff(x(t),t,t)+10*diff(x(t),t)+226*x(t) = 
900*exp(-t/5)*cos(3*t); 
dsolve({de2,x(0)=0,D(x)(0)=0}, x(t)); 

X := slmpllfy(comblne(rhs(%),trlg)); 

C := 6*t*exp(-t/5); 
plot({x,C,-C},t=0..8*Pi); 

producen la gráfica mostrada en la figura 3.6.14. Obsérvese que la solución 

x{t) = sen 3í 

oscila entre las curvas envolventes x = ±6te~‘^^. (Nótese que el factor de t señala 
una situación de resonancia). 
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t 


FIGURA 3.6.15. Solución 
x{t) = eos t + (9í^ — 1) 

sen 3í] y las curvas envolventes 
x{t) = ±e-'/V(30^ + (9/2 - 1)2 
con fuerza externa 
F{t) = 2700íe“75 eos 3í. 


IiNVESTiGACióiN 3. Con una fuerza externa oscilatoria amortiguada 

F{t) = 2700íe“'/^cos3í, 

se tiene una situación de resonancia aún más complicada. Las instrucciones de Ma- 
thematica 

de3 = 25 x''[t] + 10 x'[t] + 226 x[t] == 

2700 t Exp[-t/5] Cos[3t] 

soln = DSolve[{de3, x[0] == 0, x'[0] == 0}, x[t], t] 

X = First[x[t] /. soln] 

amp = Exp[-t/5] Sqrt[(3t)''2 + (9^2 - 1)"2] 

Plot[{x, amp, -amp}, {t, 0, 10 Pi}]; 

originan la gráfica mostrada en la figura 3.6.15. Se observa que la solución 
x(í) = [3í eos 3í + (9í^ - 1) sen3í] 


oscila entre las curvas envolventes 


v = ±e“'/Vt3í)2 + (9í2 - 1)2. 


Circuitos eléctricos 


c 



FIGURA 3.7.1. Circuito RLC en 
serie. 


Se examina ahora el circuito RLC, que es un bloque de construcción básico en circui¬ 
tos y redes eléctricas más complicados. Como se muestra en la figura 3.7.1 éste 
consiste en: 

Un resistor con una resistencia de R ohms. 

Un inductor con una inductancia de L henries, y 
Un capacitor con una capacitancia de C faradios 

en serie con una fuente de fuerza electromotriz (tal como una batería o un generador) 
que suministra un voltaje de E{f) volts en el tiempo t. Si el interruptor mostrado en el 
circuito de la figura 3.7.1 se cierra, esto provoca una corriente de /(í) amperes en 
el circuito y una carga de Q{t) coulombs en el capacitor en el tiempo t. La relación 
entre las funciones 1 y Qes 


Elementos 
del circuito 

Caída de 
voltaje 


di 

Inductor 

L — 
dt 

Resistor 

RI 

Capacitor 

1 


dt 


=/CO¬ 


CI) 


Siempre se utilizan unidades eléctricas mks, en las cuales el tiempo es medido en s. 

De acuerdo con los principios elementales de electricidad, las caídas de voltaje 
a través de los tres elementos del circuito son las que se muestran en la tabla de la 
figura 3.7.2. Se puede analizar el comportamiento del circuito en serie de la figura 3.7.1 
con el auxilio de esta tabla y las leyes de Kirchhoff: 


La suma (algebraica) de las caídas de voltaje a través de los elementos en 
una malla simple de un circuito eléctrico es igual al voltaje aplicado. 


FIGURA 3.7.2. Tabla de caídas 
de voltaje. 


En consecuencia, la corriente y la carga en el circuito simple RLC de la figura 3.7.1 
satisface la ecuación de circuito básica 
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Si se sustituye la ecuación (1) en (2), se obtiene la ecuación diferencial lineal de se¬ 
gundo orden 

LQ" + RQ'+ = E{t) (3) 

para la carga Q{t), bajo la consideración de que el voltaje E{t) es conocido. 

En la mayoría de los problemas prácticos es de interés principal la corriente 1 
más que la carga Q\ así, derivando ambos lados de la ecuación (3) y sustituyendo 
/ por Q', se obtiene 

> El" + RE + = E'{t). (4) 

No es necesario un conocimiento previo de circuitos eléctricos. Es suficiente 
con considerar el resistor, el inductor y el capacitor en un circuito eléctrico como 
“cajas negras” que se representan por las constantes R,Ly C. Una batería o un gene¬ 
rador se describen por el voltaje E(t) que suministran. Cuando el interruptor se abre, 
no Huye corriente en el circuito; pero cuando éste se cierra hay una corriente I(t) y 
una carga Q{t) en el capacitor. Todo lo que se necesita conocer acerca de estas cons¬ 
tantes y funciones es que satisfacen las ecuaciones (1) a la (4) de nuestro modelo 
matemático para el circuito RLC. Se puede aprender bastante acerca de electricidad 
estudiando este modelo matemático. 

Analogía mecánica eléctrica 

Es notable que las ecuaciones (3) y (4) tengan precisamente la forma de la ecuación 

mx" -|- cx^ -\- kx = E(t) (5) 

del sistema masa-resorte-amortiguador con fuerza externa E{t). Ea tabla en la figura 
3.7.3 detalla esta importante analogía mecánica eléctrica. Como consecuencia, la 
mayoría de los resultados obtenidos en la sección 3.6 para sistemas mecánicos pue¬ 
den aplicarse directamente a los circuitos eléctricos. El hecho de que la misma ecua¬ 
ción diferencial sirva como un modelo matemático para sistemas físicos diferentes, 
es un ejemplo de la trascendencia de la regla de unificación de las matemáticas en la 
investigación de fenómenos naturales. Concretamente, las correspondencias en la figu¬ 
ra 3.7.3 pueden utilizarse para construir un modelo eléctrico de un sistema mecánico 
dado, usando elementos de circuitos baratos y fácilmente disponibles. El desempeño 
del sistema mecánico puede entonces pronosticarse utilizando un método exacto por 
simples mediciones en el modelo eléctrico. Esto es especialmente útil cuando el sis¬ 
tema mecánico real es caro para su construcción, o cuando la medición de los despla¬ 
zamientos y velocidades son difíciles, inexactas o incluso peligrosas. Esta idea es la 
base de las computadoras analógicas —modelos eléctricos de sistemas mecánicos — . 
Eas computadoras analógicas modelaron el primer reactor nuclear para potencia 
comercial y la propulsión submarina antes de que los reactores mismos fueran cons¬ 
truidos. 


Sistema mecánico 

Sistema eléctrico 

Masa m 

Inductancia L 

Constante de amortiguamiento c 

Resistencia R 

Constante del resorte k 

Capacitancia recíproca 1/C 

Posición X 

Carga Q [usando (3) (o corriente I usando (4)] 

Fuerza F 

Fuerza electromotriz E (o su derivada £') 


FIGURA 3.7.3. Analogía mecánica y eléctrica. 
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En el caso típico de voltaje de una comente alterna E{t) = Eq sen mt, la ecua¬ 
ción (4) toma la forma 


LI" + RE + 


1 

— I = CoEq eos Cüt. 


( 6 ) 


Como en un sistema masa-resorte-amortiguador con una fuerza externa armónica 
simple, la solución de la ecuación (6) es la suma de una corriente transitoria /¡r que 
se aproxima a cero conforme í ^ +oo [bajo la consideración de que los coeficientes 
en la ecuación (6) sean todos positivos, de tal manera que las raíces de la ecuación 
característica tienen partes reales negativas], y una corriente periódica estaciona¬ 
ria /sp; así. 


I — fir “H fsp- 


(7) 


Recordando de la sección 3.6 [Ecs. (19) a (22)] que la solución periódica estaciona¬ 
ria de la ecuación (5) con E(t) = Eq eos cot es 

Fq cos(a>t — a) 

Xs<p{t) = / 

E {k — moEE + {cü)E 

donde 

eco , ^ 

a = tan --, 0 S a S tt. 

k — meo^ 


Si se hace la sustitución de L por m, R por c, 1 /C por k y coEq por Fq, se obtiene la 
corriente periódica estacionaria 


con ángulo de fase 


7sp(0 — 


Eq cos(cot — a) 





a = tan 


coRC 

1 - LCm2 ’ 


0 ^ a ^ TT. 


( 8 ) 


(9) 


Reactancia e impedancia 

Ea cantidad en el denominador en (8), 


1 f 

coL -I (ohms), 

caC ) 



( 10 ) 


se llama impedancia del circuito. Entonces, la corriente periódica estacionaria 


7sp(í) — 


Z 


eos (mí 


a) 


( 11 ) 


tiene amplitud 



( 12 ) 


que es una reminiscencia de la ley de Ohm I = E/R 
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R 


5=a-f 

FIGURA 3.7.4. Reactancia y 
ángulo de retraso. 


11 



01 


FIGURA 3.7.5. Tiempo de 
retraso de la corriente ocasionado 
por el voltaje suministrado. 


Ejemplo 1 


Solución 


La ecuación (11) proporciona la corriente periódica estacionaria como una fun¬ 
ción coseno, mientras que el voltaje de entrada E{t) = Eq sen cot como una función 
seno. Para convertir /gp a una función seno, primero se introduce la reactancia 

S = (oL--'-. (13) 

a>C 

Entonces Z = ^/R^ + S'^, observándose de la ecuación (9) que a es como en la figu¬ 
ra 3.7.4, con ángulo de retardo S = a La ecuación (11) nos lleva a 


Eo 

/sp(í) = —(cosa eos cot+ sena sen mí) 


Eo f S ^ R 
= — I- coscot + — senwí 

z V z z 


= -^(cosá sena>í - sená coscot). 


Por tanto. 


donde 


^sp(t) 


Z 


sen(«í - á). 


(14) 


S LCco^ - 1 

á = tan ' — = tan '-. (15) 

R (üRC 

Esto finalmente nos proporciona el tiempo de retraso S¡co (en segundos) de la co¬ 
rriente periódica estacionaria /^p bajo el voltaje de entrada (fig. 3.7.5). 

Problemas de valores iniciales 

Cuando se requiere encontrar la corriente transitoria, normalmente se proporcionan 
los valores iniciales /(O) y QiO). Debe primero encontrarse /'(O). Para llevar a cabo 
esto, se sustituye í = 0 en la ecuación (2) a fin de obtener la fórmula 

L/'(0) + i?/(0) + ie(0) = E(0) (16) 

y determinar /'(O) en términos de los valores iniciales de corriente, carga y voltaje. 


Considérese un circuito RLC con i? = 50 ohms (íl), L = 0.1 henry (H) y C = 5 X 10“^ 
farad (F). En el tiempo í = 0, cuando tanto /(O) como <2(0) son cero, el circuito se 
conecta a un generador de corriente alterna de 110 V, 60 Hz. Encuéntrese la corrien¬ 
te en el circuito y el tiempo de retraso de la corriente periódica estacionaria debida al 
voltaje suministrado. 

Una frecuencia de 60 Hz significa que co = (2jt){60) rad/s, aproximadamente 
377 rad/s. De tal manera que se toma E{t) =110 sen 3771 utilizándose el símbolo de 
igualdad en lugar del símbolo de “aproximadamente igual” durante esta presenta¬ 
ción. Ea ecuación diferencial en (6) toma la forma 


(0.1)/"-E 507'-E 2000/ = (377)(110) eos 377í. 
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Ejemplo 2 


Sustituyánse los valores dados de i?, L, C y o» = 377 en la ecuación (10) para encon¬ 
trar la impedancia Z = 59.58 íl, tal que la amplitud periódica estacionaria 


lio (volts) 
59.58 (ohms) 


1.846 amperes (A). 


Con los mismos datos, la ecuación (15) proporciona el seno del ángulo de fase 


8 = tan^'(0.648) = 0.575. 


Por tanto, el tiempo de retraso de la corriente debido al voltaje suministrado es 


8 

co 


0.575 

377 


0.0015 s, 


y la corriente periódica estacionaria es 


/sp = (1.846) sen(377í- 0.575). 

La ecuación característica (O.l)r^ -I- 50r -I- 2000 = 0 tiene sus dos raíces rj « 
—44 y r 2 « —456. Con estas aproximaciones, la solución general es 

I{t) = C 2 e~^^^'+ (1.846) sen(377í- 0.575), 


con derivada 


I\l) = -44016“'*'^' - 456c2e''‘^®' + 696cos(377í - 0.575). 

Debido a que 7(0) = 2(0) = 0, la ecuación (16) proporciona que /'(O) = 0. Con la 
sustitución de estos valores iniciales se obtienen las ecuaciones 


/(0) = ci+C 2 - 1.004 = 0, 

/'(O) = -44ci - 456 c 2 -h 584 = 0; 

y su solución es c\ = —0.307, C 2 = 1.311. Así, la solución transitoria es 


4(í) = (-0.307)^“^^' + (1.311)6^"^^®'. 


La observación de que después de un quinto de segundo se tiene |/tr(0.2)| < 0.000047 A 
(comparable a la corriente en una fibra nerviosa humana) indica que la solución tran¬ 
sitoria realmente desaparece muy rápidamente. ■ 


Supóngase que el circuito RLC del ejemplo 1, considerando nuevamente que 7(0) = 
2(0) = 0, se conecta en el instante f = 0 a una batería que suministra una voltaje 
constante de 110 V. Encuéntrese la corriente en el circuito. 
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Solución Ahora se tiene E{t) = 110, de tal manera que la ecuación (16) resulta en 


/'(O) = 


EjO) 

L 


lio 

oT 


1100 (A/s), 


y la ecuación diferencial es 

(0.1)/" + 501' + 2000/ = E'(t) = 0. 


Su solución general es la función complementaria encontrada en el ejemplo 1: 


/(í) = Cié? + Cíe 


Resolviendo las ecuaciones 

/ (0) = Ci + C2 = 0, 

/'(O) = -44ci - 456 c2 = 1100 

para obtener c\ = —C 2 = 2.670. Por tanto, 


I{t) = (2.670)(c“ 44' - c-4^®')- 

Nótese que /(í) ^ 0 conforme t +oo aun cuando el voltaje sea constante. ■ 

Resonancia eléctrica 

Considérese una vez más la ecuación diferencial dada en (6) que corresponde al 
voltaje de entrada senoidal E{t) = Eq sen cot. Se ha visto que la amplitud de su co¬ 
rriente periódica en estado permanente es 




O),,, (O 

FIGURA 3.7.6. Efectos de la 
frecuencia en Iq. 


k 

/f - 


Eq _ Eq 


(17) 


Para valores típicos de las constantes R,L,C y Eq, la gráfica de Iq como una función 
de (O se asemeja a la mostrada en la figura 3.7.6. Alcanza un valor máximo en = 
1 f^/LC y luego se aproxima a cero conforme a> -foo; la frecuencia crítica (ii„, es 
la frecuencia de resonancia del circuito. 

En la sección 3.6 se hizo hincapié en la importancia de evitar la resonancia en 
la mayoría de los sistemas mecánicos (sin embargo, el instrumento musical conocido 
como chello es un ejemplo de un sistema mecánico en el cual se busca la resonancia). 
En contraste, muchos artículos eléctricos comunes no podrían funcionar adecuada¬ 
mente si no tomaran ventaja del fenómeno de resonancia. Ea radio es un ejemplo 
familiar. Un modelo altamente simplificado de sus circuitos de sintonización es el 
circuito RLC que aquí se ha presentado. Su inductancia L y su resistencia R son cons¬ 
tantes, pero su capacitancia C varía conforme se opera el cuadrante de sintonización. 

Supóngase que se quiere escuchar una estación de radio en particular que está 
transmitiendo a una frecuencia co, por lo cual (en efecto) proporciona un voltaje de 
entrada E{t) = Eq sen cot para el circuito de sintonización del radio. Ea corriente pe¬ 
riódica estacionaria resultante Igp en el circuito de sintonización es llevada a su am¬ 
plificador y a su vez su bocina, siendo el volumen de sonido que se escucha 
proporcional a la amplitud Iq de /jp. Para escuchar la estación preferida (de frecuen¬ 
cia ctí), la de mayor intensidad (y de manera simultánea quitar de sintonía las estacio¬ 
nes que transmiten en otras frecuencias), se selecciona C para maximizar Iq. 
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Pero al examinar la ecuación (17) se piensa en cu como una constante con C como la 
única variable. A simple vista —sin que se requieran cálculos— se observa que Iq es 
máxima cuando 

cuL - — = 0; 
aC 


esto es, cuando 


^ Lcu2- 


(18) 


De tal manera que sólo se requiere sintonizar el cuadrante hasta establecer el valor 
de la capacitancia. 

Ésta es la manera en la que trabajaban los viejos radios de cristal, pero los ra¬ 
dios modernos de AM tienen un diseño más soñsticado. Se utilizan un par de capa¬ 
citores variables. El primero controla la frecuencia seleccionada como se describió 
anteriormente; y el segundo la frecuencia de una señal que el mismo radio genera, 
que se mantiene cercana a los 455 kilohertz (kHz) por encima de la frecuencia desea¬ 
da. La frecuencia de pulsación resultante de 455 kHz, conocida como frecuencia 
intermedia, se ampliñca en varias etapas. Esta técnica tiene la ventaja de que los 
circuitos RLC utilizados en las etapas de ampliñcación se pueden diseñar fácilmente 
para resonar a 455 kHz y rechazar otras frecuencias, resultando en una mejor selec¬ 
tividad y ampliñcación de la señal deseada. 


Problemas 


En los problemas 1 aló se aborda el circuito R Lde la figura 
3.7.7, un circuito en serie que contiene un inductor con una 
inductancia de L henrys, un resistor con una resistencia de R 
ohms y una fuente de fuerza electromotriz (fem), pero sin capa¬ 
citor. En este caso la ecuación (2) se reduce a una ecuación 
lineal de primer orden. 


LF + RI = E{t). 



FIGURA 3.7.7. Circuito para los 
problemas 1 al 6. 


3. Suponga que la batería en el problema 2 se reemplaza con 
un generador de corriente alterna que suministra un volta¬ 
je de E(f) = 100 eos 60 t volts. Considerando todo lo de¬ 
más igual, veriñque I(t). 

4. En el circuito de la figura 3.7.7, con el interruptor en la 
posición 1, suponga que L = 2, R = 40, E{t) = 100e~*°'e 
1(0) = 0. Encuentre la corriente máxima en el circuito 
para í S 0 . 

5. En el circuito de la figura 3.7.7, con el interruptor en la 
posición 1, admita que E(t) = 100e“'°'cos 60í, R = 20,L 
= 2 e 1(0) = 0. Compmebe I(t). 

6 . En el circuito de la figura 3.7.7, con el interruptor en la 
posición 1, considere L = l, R = lOy E(t) = 30 eos 60í 
-H 40 sen 60í. (a) Sustituya /sp(í) = A eos 60í -I- B sen 60í y 
determine Ay B para encontrar la corriente estacionaria 
/sp en el circuito, (b) Escriba la solución en la forma 
7sp(ri = C eos (wt — a). 


1. En el circuito de la figura 3.7.7 suponga que L = 5 H, 
I? = 25 fl, y la fuente E de fem es una batería que sumi¬ 
nistra 100 V al circuito. Admita también que el interruptor 
ha estado conectado en la posición 1 por largo tiempo, de 
tal manera que fluye una corriente estacionaria de 4 A en 
el circuito. En el tiempo í = 0 el interruptor se coloca 
en la posición 2, de tal manera que /(O) — 4 y £ = 0 para 
í S 0. Encuentre I(t). 

2. Dado el mismo circuito del problema 1, asuma que el in¬ 
terruptor está inicialmente en la posición 2, pero se cam¬ 
bia a la posición 1 en el tiempo í = 0, de tal manera que 
1(0) = Oy E = 100 para í S 0. Encuentre I (t) y demuestre 
que I(t) —» 4 conforme t —> -l-oo. 


En los problemas del 7 al 10 se trabaja con un circuito RC 
como el de la figura 3.7.8, que contiene un resistor (R ohms), 
un capacitor (C farads), un interruptor y una fuente de fem, 
pero no cuenta con inductor. La sustitución de L = 0 en (3) 
proporciona la ecuación diferencial lineal de primer orden 


dQ 1 

R— + -Q 
dt C 


E(t) 


para la carga Q = Q(t) en el capacitor en el tiempo t. Note que 
I(t) = Q’(t). 
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FIGURA 3.7.8. Circuito para los 
problemas 7 al 10. 


11. 

R = 

30 7, = 

lOH, C 

= 0.02 F; E(t) 

12. 

R = 

200 Q, L = 

= 5H, C 

= 0.001 F; 


E(t) 

= 100 sen 

lOíV 


13. 

R = 

20 L = 

lOH, C 

= 0.01 F; 


E(t) 

= 200 eos 

5t V 


14. 

R = 

50 L = 

5H, C = 

0.005 F; 


E(t) 

= 300 eos 

lOOí -t 400 sen lOOí V 

15. 

R = 

100 Q, L = 

= 2H, C 

= 5 X lO-® F; 


E(t) 

= lio sen 

60;rí V 


16. 

R = 

25 n, L = 

0.2 H, C 

= 5x lO-^'F; 


E(t) 

= 120 eos 

211 tV 



7. (a) Encuentre la carga Q{t) y la corriente I(t) en el circuito 
RC si E{t) = Eq (un voltaje constante suministrado por una 
batería) y el interruptor se cierra en el tiempo í = 0 , de tal 
manera que Q(0) = 0. (b) Muestre que 


Se describe un circuito RLC con voltaje de entrada E{t) en los 
problemas 17 al 22. Verifique la corriente I(t) utilizando la 
corriente inicial dada (en amperes) y la carga en el capacitor 
(en coulombs). 


lím Q(t) = E(,C y que lím l(t) = 0. 

t—^+CD /->+» 


8 . Suponga que en el circuito de la figura 3.7.8 se tiene R = 
10, C = 0.02, Q(0) = 0 y E(t) = 100e“^' (volts), (a) 
Encuentre Q(t) e I(t). (b)¿Cuál es la carga máxima en el 
capacitor para í S 0 y en qué momento ocurre? 

9. Admita que en el circuito de la figura 3.7.8 R = 200, C = 
2.5 X 10“^, 2(0) = 0 y E(t) = 100 eos 120í. (a) De¬ 
termine Q(t) e I(t). (b) ¿Cuál es la amplitud de la corrien¬ 
te estacionaria? 

10. Una fem de voltaje E(f) = Eq eos wt se aplica al circuito 
RC de la figura 3.7.8 en el instante í = 0 (con el interrup¬ 
tor cerrado) y 2(0) = 0. Sustituya 2sp(0 = ^ eos wt + B 
sen wt en la ecuación diferencial para mostrar que la carga 
periódica estacionaria en el capacitor es 


Qsp(t) 


EqC 

Vi -t w^R^C^ 


COS(íUÍ - yS) 


donde /J = tan ^(wRC). 


En los problemas 11 al 16 se proporcionan los parámetros de 
un circuito RLC con voltaje de entrada E(t). Sustituya 


Isji(t) = A eos (üt + B sen m 

en la ecuación (4), usando el valor apropiado de w para en¬ 
contrar la corriente periódica estacionaria de la forma I¡p(t) 
= Iq sen((wí — 8). 


17. 

R = 

16 

Q.,L = 

: 2 H, C = 

0.02 F; 


E(t) 

= 

100 V; 

7(0) = 

0, 2(0) = 5 

18. 

R = 

60 

n, L = 

: 2 H, C = 

0.0025 F; 


E(t) 

= 

lOOe-' 

V; 7(0) 

= 0 , 2(0) = 0 

19. 

R = 

60 

Q.,L = 

: 2 H, C = 

0.0025 F; 


E(t) 

= 

1006-“*'^ 7(0) = 0, 2(0) = 1 


En cada uno de los problemas 20 al 22, grafique tanto la co¬ 
rriente periódica estacionaria Isp(t) como la corriente total 

I(t) = /sp(í) + /,r(í). 

20. El circuito y el voltaje de entrada del problema 11 con 
7(0) = 0 y 2(0) = 0. 

21. El circuito y el voltaje de entrada del problema 13 con 
7(0) = 0 y 2(0) = 3. 

22. El circuito y el voltaje de entrada del problema 15 con 
7(0) = 0 y 2(0) = 0. 

23. Considere un circuito LC —esto es, un circuito RLC con 
?? = 0, y un voltaje de entrada E(f) = Eq sen wt. Muestre 
que se presentan oscilaciones no acotadas de corriente 
para una cierta frecuencia de resonancia; exprese esta fre¬ 
cuencia en términos de L y de C. 

24. En el texto se estableció que siR, Ly C son positivos, en¬ 
tonces cualquier solución de LI" RE 4- 7/C = 0 es una 
solución transitoria —esto se aproxima a cero conforme t 
—» -l-c*o— . Pruebe lo anterior. 

25. Demuestre que la amplitud Iq de la solución periódica es¬ 
tacionaria de la ecuación (6) es máxima en la frecuencia 

ft) = l/VZc. 


3.8 


Problemas con valores en la frontera y eigenvalores 


Hasta ahora se ha visto que la solución de una ecuación diferencial lineal de segundo 
orden se determina únicamente por dos condiciones iniciales. En particular, la única 
solución de un problema de valores iniciales 


y” + p(x)y'+ q(x)y = y(a) = 0, y'(a) = 0. (1) 

es la solución trivial y(x) = 0. La mayor parte del capítulo 3 se ha enfocado, directa 
o indirectamente, en la unicidad de la solución de los problemas lineales de valores 
iniciales (como se garantiza por el teorema 2 de la Secc. 3.2). 
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Ejemplo 1 


í? = 4 



B = -A 


FIGURA 3.8.1. Varias soluciones 
posibles y(x) = B sen del 
problema con valores en la 
frontera del ejemplo 1. Para 
la solución no acierta al valor 
objetivo y = 0 para x = n. 


Ejemplo 2 



FIGURA 3.8.2 Varias soluciones 
posibles y(x) = B sen 2x del 
problema con valores en la 
frontera del ejemplo 2. Sin 
importar el valor del coeficiente B, 
la solución llega automáticamente 
al valor y = 0 para x = n. 


En esta sección se presenta una situación radicalmente diferente para un pro¬ 
blema tal como 


y''+ pix)y' + q{x)y = 0; y{a) = 0, y{b) = 0. (2) 

La diferencia entre los problemas de las ecuaciones (1) y (2) es que en (2) las dos 
condiciones son impuestas en dos puntos diferentes ay b con (digamos) a < En (2) 
se trata de encontrar una solución de la ecuación diferencial en el intervalo (a, b) que 
satisfaga las condiciones y{a) = 0 y y{b) = 0 en los puntos finales del intervalo. Un 
problema como tal se denomina problema con valores en la frontera o de valores 
extremos. Los ejemplos 1 y 2 ilustran la clase de complicaciones que pueden presen¬ 
tarse en problemas con valores en la frontera. 


Considérese el problema con valores en la frontera 

y" + 3y = 0; y(0) = 0, y{n) = 0. (3) 

La solución general de la ecuación diferencial es 

y{x) = A eos x sÍ3 + B sen x V3. 

Ahora, si y(0) = A, de tal manera que la condición y(0) = 0 implica que A = 0. Por 
tanto, las posibles soluciones son de la forma y{x) = B sen xy/3. Pero entonces 

y(7r) = B sen tt V3 = - 0.7458fi, 

de tal manera que la otra condición y(7r) = 0 requiere también que B = 0. Gráfica¬ 
mente, la figura 3.8.1 ilustra que no existe solución posible en y(x) = B sen xa/ 3 con 
5 A 0 que acierte en el objetivo deseado y = 0 cuando x = n. Así, la única solución 
al problema con valores en la frontera de la ecuación (3) es la solución trivial y{x) = 
0 (lo que probablemente no sea una sorpresa). ■ 


Considérese el problema de valor extremo 

y" + 4y = 0; y(0) = 0, yin) = 0. (4) 

La solución general de la ecuación diferencial es 

y(x) = Acos2x-f i5 sen 2x. 

Una vez más, y(0) = A, de tal manera que la condición y(0) = 0 implica que A = 0. 
Por tanto, las posibles soluciones son únicamente de la forma y{x) = B sen 2x. Pero 
ahora si y(7r) = B sen 2jt = 0, no importa qué valor del coeficiente B es. En conse¬ 
cuencia, como se ilustra gráficamente en la figura 3.8.2, cada solución posible y(x) = 
B sen 2x acierta automáticamente el valor deseado y = 0 cuando x = n (en cuanto al 
valor de B). Así, el problema con valores en la frontera en (4) tiene infinidad de solucio¬ 
nes no triviales diferentes. Tal vez esto parece un poco sorprendente. ■ 

Observación 1. Nótese que la gran diferencia en los resultados de los 
ejemplos 1 y 2 puede derivarse de pequeñas diferencias entre las ecuaciones diferen¬ 
ciales (3) y (4), con el coeficiente 3 en una, reemplazado por el coeficiente 4 en la 
otra. En matemáticas, como en otras partes, las puertas grandes giran sobre bisagras 
pequeñas “cuellos de botella”. 

Observación 2. La terminología de “disparo” empleada en los ejemplos 
1 y 2 se utiliza con frecuencia en la presentación de problemas con valores en la 
frontera. Considérese una posible solución, la cual inicia en el valor extremo de 
la izquierda, y pregúntese si acertará en el “objetivo de llegar a la meta” especificado 
por el valor extremo de la derecha. 
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Problemas de eigenvalores 

Más que ser casos excepcionales, los ejemplos 1 y 2 ilustran la situación clásica de 
un problema con valores en la frontera como en (2): pueden no tener soluciones tri¬ 
viales, o pueden tener infinidad de soluciones no triviales. Nótese que los problemas 
(3) y (4) pueden escribirse en la forma 

> y" + p{x)y' + Xq{x)y = 0; y{a) = 0, y{b) = 0, (5) 

con p{x) = 0, q{x) = l, a = lyfi = 7r. El valor X es un parámetro en el problema (nada 
que ver con los parámetros variables de la Secc. 3.5). Si se toma A = 3, se obtiene la 
ecuación en (3); con A = 4, se obtiene la ecuación en (4). Los ejemplos 1 y 2 mostra¬ 
ron que la situación en un problema con valores en la frontera contiene un parámetro 
que puede (y generalmente lo hace) depender fuertemente del valor numérico espe¬ 
cífico del parámetro. 

Un problema con valores en la frontera tal como en (5) —que contiene un pa¬ 
rámetro no especificado A— se denomina problema de eigenvalor. La pregunta que 
en un problema de eigenvalor se hace es ¿para qué valores del parámetro A existe una 
solución no trivial (es decir, diferente de cero) del problema con valores en la fron¬ 
tera? Este valor de A se llama eigenvalor del problema. Podría pensarse en este valor 
como “propio” de A, para el cual existen soluciones propias (diferentes de cero) del 
problema. De hecho, el prefijo eigen es una palabra alemana que (en algún contexto) 
puede traducirse como propio en español; así los eigenvalores se conocen como va¬ 
lores propios (o valores característicos). 

De este modo, en el ejemplo 2 se observa que A = 4 es un eigenvalor del pro¬ 
blema con valores en la frontera 


y" + Xy = 0, y(0) = 0, y(7T)=0, (6) 

mientras que en el ejemplo 1 se mostró que A = 3 no es eigenvalor de este problema. 

Supóngase que A* es un eigenvalor del problema en (5), y que y*(x) es una 
solución no trivial del problema con valores en la frontera que resulta cuando el pará¬ 
metro A en (5) se reemplaza por el valor numérico específico A*, de tal manera que 

y" -E p(x)y' -E A*^(x)y* = 0 y );*(a) = 0, y*(fi) = 0. 

Entonces se denomina a y* una eigenfunción asociada con el eigenvalor A*. Así, se 
observa en el ejemplo 2 que y*(x) = sen 2x es una eigenfunción asociada con el ei¬ 
genvalor A* = 4, como lo es cualquier constante múltiplo de sen 2x. 

Nótese que generalmente el problema en (5) es homogéneo en el sentido de que 
cualquier múltiplo constante de una eigenfunción es nuevamente una eigenfunción 
—de hecho, una asociada con el mismo eigenvalor—. Esto es, si y = y*(x) satisface 
el problema en (5) con A = A*, entonces también lo hace cualquier constante múlti¬ 
plo de cy*(x). Puede demostrarse (bajo ligeras restricciones en las funciones de los 
coeficientes py q) que cualesquiera dos eigenfunciones asociadas con el mismo eig¬ 
envalor deben ser linealmente dependientes. 


Ejemplo 3 


Determínense los eigenvalores y las eigenfunciones asociadas para el problema con 
valores en la frontera 


y" + Ay = 0; y(0) = 0, y(L) = 0 (L > 0). (7) 

Solución Deben considerarse todos los valores (reales) posibles de A —positivos, negativos o 
cero—. Si A = 0, entonces simplemente la ecuación es y" = 0 y su solución general es 


y(x) = Ax B. 
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FIGURA 3.8.3. Gráficas de seno 
y coseno hiperbólicos. 



FIGURA 3.8.4. Eigenfunciones 
yn{x) = senl?^ para 

n = 1,2, 3,4. 


Entonces, las condiciones de los valores en la frontera y(0) = 0 = y(L) inmediatamente 
implican que A = fi = 0, de tal manera que la solución en este caso es únicamente la 
función trivial y(x) = 0. Por tanto, A = 0 no es un eigenvalor del problema en (7). 

Si A < 0, entonces puede escribirse A = —a^ (con a > 0) para ser específicos. 
Así, la ecuación diferencial toma la forma 

y" - cr^y = 0, 

y su solución general es 


y(x) = cic®* + C 2 C = Acoshax+ üsenhax, 

donde A = Ci + C 2 y B = Ci + C 2 - [Recuérdese que cosh ax = (e“’^ + e““’()/2 y que 
senh ax = (e“ — e““^)/2.] La condición y(0) = 0 proporciona entonces 

y(0) = A cosh 0 + B senh 0 = A = 0, 

de tal manera que y(x) = B senh ax. Pero ahora la segunda condición del valor en la 
frontera y(L) = 0 resulta en y(L) = B senh aL = 0. Esto implica que B = 0, porque a 
A 0 y senh x = 0 únicamente para x = 0 (examínense las gráficas de y = senh x y y 
= cosh X de la fig. 3.8.3). Así, la solución del problema en (7) para el caso A < 0 es 
únicamente la solución trivial y = 0 y se puede por tanto, concluir que el problema 
no tiene eigenvalores negativos. 

La posibilidad que resta es A = > 0 con a > 0. En este caso la ecuación di¬ 

ferencial es 

y" + a^y = 0, 

con solución general 


y(x) = Acosax-P Bsenax. 

La condición y(0) = 0 implica que A = 0, de tal manera que y(x) = B sen ax. La 
condición y(L) = 0 entonces resulta 


y(L) = B sen aL = 0. 


¿Puede ocurrir esto si R A 0? Sí, pero únicamente cuando aL sea un múltiplo entero 
(positivo) de tt: 


aL = TT, 2n, 37t, 


. . , ll7t , . • . , 


esto es, si 


TT 


^ = “ =ZÁ’ 


IX’ 


9X 

XX’ 


XX’ 


De este modo, se ha descubierto que el problema en (7) tiene una secuencia infinita 
de eigenvalores positivos 

XX 

x = « = 1,2,3,.... (8) 

Con B = 1, la eigenfunción asociada con el eigenvalor A„ es 

nnx 

y„(x)=sen-^, n = 1,2,3,.... (9) 

La figura 3.8.4 muestra la gráfica de la primera de varias de estas eigenfunciones. Se 
observa cómo las condiciones con valores en la frontera y(0) = y(L) = 0 sirven para 
seleccionar justo aquellas funciones seno que inician un periodo en x = 0 y terminan 
en X = L, precisamente al final de un periodo medio. ■ 
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Ejemplo 4 


Solución 



FIGURA 3.8.5. Las 

eigenfunciones 

^ ^ (In-Vínx 
yÁx) = sen-—- para 

«=1,2,3,4. 


El ejemplo 3 ilustra la situación general. De acuerdo con un teorema cuyo es¬ 
tablecimiento preciso se difiere hasta la sección 10.1, bajo la consideración de que 
q(x) > 0 en el intervalo [a, b], cualquier eigenvalor de la forma dada en (5) tiene una 
secuencia divergente creciente 

Al < ^2 < A.3 < • • • < A,¡ < • • • —> -|-oo 

de eigenvalores, cada uno con una eigenfunción asociada. Esto también es cierto 
para el problema de eigenvalor de un tipo más general, en el cual las condiciones con 
valores en la frontera involucran valores de la derivada y' así como valores de y: 

y" + p(x)y' + ^q(x)y = 0; 

aiyia) + a2y\a) = 0, fiiyífi)-|-¿>2y'(fi) = 0, (10) 

donde «i, a 2 , b\ y ¿2 son constantes dadas. Con Ui = l = b 2 y a 2 = 0 = b\ obtiene el 
problema del ejemplo 4 [en el cual p{x) = 0 y q{x) = 1, como en el ejemplo previo]. 


Determínense los eigenvalores y las eigenfunciones del problema 

y" + Xy = Q- y(0) = 0, /(L) = 0. (11) 


En apariencia, el mismo argumento como el que se empleó en el ejemplo 3 muestra 
que los eigenvalores posibles pueden ser únicamente positivos, de tal manera que se 
toma A = > 0 (a > 0) específicamente. Entonces la ecuación diferencial es 

y" + a^y = 0, 


cuya solución general es 


y{x) = A eos ax + B sen ax. 

La condición y(0) = 0 inmediatamente consigue que A = 0, por consiguiente 

y(v) = B sen ax y y'ix) = B acos ax 
La segunda condición de valor de frontera y'{L) = 0 proporciona 

y'{L) = BacosaL = 0. 


Esto se cumple con B^O con tal de que aL sea un múltiplo entero impar positivo 
de nl2\ 


esto es, si 



37r 

T’ 


9jt^ 

^“412’ 4Z2’ 


(2n — l)7r 
2 


(2n — Ij^TT^ 
412 


Así, el eigenvalor enésimo A„ y la eigenfunción asociada del problema en (11) están 
dados por 


An 


(2n - lYn' 


2„2 


4L2 


yn{x) = sen 


{2n — 1) TTx 
2L 


( 12 ) 


para n = 1, 2, 3... La figura 3.8.5 muestra las gráficas de algunas de estas eigen¬ 
funciones. Se observa cómo las condiciones con valores en la frontera y(0) = y'(L) 
= 0 sirven para seleccionar sólo aquellas funciones seno que inician un periodo en 
X = 0 pero que terminan en x = L, precisamente a la mitad de medio periodo. ■ 
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Un procedimiento general para determinar los eigenvalores del problema dado 
en (10) puede describirse como sigue. Determínese primero la solución general de la 
ecuación diferencial en la forma 

y = Ayiix, k) + By2Íx, k). 

Se escribe y,(x, k) porque yi y y 2 dependerán de k, como en los ejemplos 3 y 4, en los 
cuales 


yi(x) = eos ax = cosx ~ik y yii.^') = sen ax = senx 4k. 

Posteriormente se imponen las dos condiciones con valores en la frontera; nótese que 
cada una es lineal en y y y' y, por tanto, también son lineales en A y 5. Cuando se 
agrupan los coeficientes de A y 5 en el par de ecuaciones resultantes, se obtiene un 
sistema de la forma 


q;i(A)A + í6i(A)5 = 0, 

a2(A)A + = 0. 

Ahora k es un eigenvalor si y sólo si el sistema en (13) tiene una solución no trivial 
(una con A y 5 ambos diferentes de cero). Pero un sistema homogéneo de ecuaciones 
lineales como tal tiene una solución no trivial si y sólo si el determinante de la matriz 
de los coeficientes se anula. Por consiguiente, se concluye que los eigenvalores del 
problema en (10) son las soluciones (reales) de la ecuación 

DiX) = ay{X)P2{k) - oi2{X)Px{k) = 0. (14) 

Para ilustrar la ecuación (14) en un problema concreto, examínese nuevamen¬ 
te el problema del eigenvalor del ejemplo 3. Si A >0, entonces la ecuación diferen¬ 
cial y" -P Ay = 0 tiene la solución general y(x) = A cos(VAx) -P B sen(VAx). Las 
condiciones con valores en la frontera y(0) = 0 y y(L) = 0 producen entonces 
las ecuaciones 

y(0) = A ■ 1 -P 5 • 0 =0, 

y(L) = Acos( VAL) -P B sen(VAL) = 0 

(en las incógitas Ay B) las cuales corresponden a las ecuaciones en (13). La ecuación 
del determinante D{k) = 0 correspondiente a (14) es entonces simplemente la 
ecuación sen(\/AL = 0, lo cual implica que VkL = nn o k = ¡l} para n= 1,2, 

3... (como se vio en el ejemplo 3). 

Para problemas más generales, la solución de la ecuación D(X) = 0 en (14) 
puede presentar grandes dificultades y requerir un método de aproximación numérica 
(como el método de Newton) o recurrir a un sistema de álgebra en computadora. 

El mayor interés en los problemas de eigenvalores se debe a sus muy diversas 
aplicaciones físicas. El resto de esta sección se dedicará a tres de ellas. Numero¬ 
sas aplicaciones más se incluyen en los capítulos 9 y 10 (en ecuaciones diferenciales 
parciales y en problemas con valores en la frontera). 

Movimiento circular de un cable 

¿Quién no se ha preguntado qué forma adquiere una cuerda para saltar cuando gira 
rápidamente? Considérese la forma que presenta una cuerda flexible y estirada firme¬ 
mente de longitud L y densidad lineal constante p (masa por unidad de longitud) si 
se le hace girar o dar vueltas (como una cuerda de saltar) con velocidad angular 
constante m (en rad/s) alrededor de su posición de equilibrio a lo largo del eje x. Asúma¬ 
se que el fragmento de la cuerda que está en algún lado de cualquier punto ejerce una 
fuerza de tensión constante T sobre la porción de la cuerda en el otro lado del punto. 
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y 

T T 



II 

O 

II 

[> 

X 


Posición de equilibrio 

(a) 





a: = 0 x = L 

Cuerda girando 
(b) 


con dirección tangencial T ala cuerda en ese punto. Adicionalmente, considérese 
que, conforme la cuerda da vueltas alrededor del eje x, cada punto se mueve en un 
círculo centrado en ese punto de posición de equilibrio en el eje x. De modo que la 
cuerda es elástica, y cuando da vueltas se alarga para tomar una forma curva. Sea y(x) 
el desplazamiento de la cuerda desde el punto x en el eje de rotación. Finalmente, 
supóngase que la deflexión de la cuerda es tan ligera que sen 9 = tan 6 = y'{x) en la 
figura 3.8.6 (c). 

Se planea obtener una ecuación diferencial para y(x) aplicando la ley de Newton 
F = ma a un segmento de cuerda de masa p Ax correspondiente al intervalo [x, x + 
Ax]. Las únicas fuerzas que actúan en este fragmento son las fuerzas de tensión en 
sus dos extremos. De la figura 3.8.7 obsérvese que la fuerza vertical neta en la direc¬ 
ción y positiva es 

F = T sen(0 -f A0) - T sen 0~ T tan(0 -f A9) - T tan 0, 



(c) 

FIGURA 3.8.6. Cuerda girando. 


de tal manera que 


F ^ Ty'ix + Ax) - Ty'ix). (15) 

Recuérdese, de cálculo elemental o de física, la fórmula a = roP' para la aceleración 
centrípeta (hacia adentro) de un cuerpo en movimiento circular uniforme (r es el ra¬ 
dio del círculo y cu es la velocidad angular del cuerpo). Aquí se tiene r = y, de tal 
manera que la aceleración vertical del segmento de la cuerda es a = —aPy, el signo 
menos se debe a que la dirección hacia adentro es la dirección negativa de y. Debido 
a que m = p Ax, la sustitución de esto y de (15) en F = ma resulta en 



FIGURA 3.8.7. Fuerzas en un 
pequeño segmento de la cuerda 
girando. 


de tal manera que 


Ty'ix + Ax) - Ty'ix) ^ 

^ ^ y'jx + Ax) - y^(x) 
Ax 


—püPy Ax, 
«í —pcxPy. 


Si ahora se toma el límite conforme Ax ^ 0, se obtiene la ecuación diferencial del 
movimiento de la cuerda: 


Ty" -h püPy = 0. 


Si se escribe 



(16) 


(17) 


y se impone la condición de que los extremos de la cuerda están Ajos, Analmente se 
obtiene el problema de eigenvalor 


y" + Ay = 0; y(0) = 0, y(L) = 0 (7) 

que se consideró en el ejemplo 3. Allí se encuentra que los eigenvalores del problema 
en (7) son 


A„ = ^, n = 1,2,3,..., (8) 

con la eigenfunción y„(x) = sen(n7rx/L) asociada con 7.„. 

¿Pero qué significa todo esto en términos de la cuerda girando? Significa que a 
menos de que 7. en (17) sea un eigenvalor en (8), entonces la única solución del pro- 
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FIGURA 3.8.8. Distorsión de 
una viga horizontal. 


Valores 
positivos V 

FIGURA 3.8.9. Curva de 
deflexión. 


blema en (7) es la solución trivial y(x) = 0. En este caso la cuerda permanece en su 
posición de equilibrio con deflexión cero. Pero al igualar (17) y (8) y resolver para el 
valor cOn, correspondiente a A,„ 


co„ 



mt Ít 


(18) 


para n = 1, 2, 3... se obtiene una secuencia de velocidades críticas de rotación an¬ 
gular. Solamente en estas velocidades angulares críticas puede la cuerda girar fuera 
de su posición de equilibrio. La velocidad angular w asume la forma y„ = c„ sen(n7rx/ 
L) ilustrada en la figura 3.8.4 (donde c„ = 1). El modelo matemático no es lo suficien¬ 
temente completo (o realista) para determinar el coeficiente c„, pero asume deflexio¬ 
nes mucho más pequeñas que las observadas en la figura 3.8.4, de tal manera que el 
valor numérico de c„ debe necesariamente ser significativamente menor que 1. 

Supóngase que se inicia la rotación de la cuerda a una velocidad 

7T Ít 

a> <a>i = -J—, 

L]¡ p 

y gradualmente aumenta su velocidad de rotación. Mientras a> < cui, la cuerda 
permanece en su posición sin deflección y = 0. Pero, cuando cu = cui la cuerda entra 
súbitamente en su posición giratoria y = Ci sen(7rx/L). Cuando cu se incrementa aún 
más, ¡la cuerda regresará súbitamente a su posición anterior sin deflexión a lo largo 
del eje de rotación! 


Deflexión de una viga uniforme 

Ahora se incluye un ejemplo de un problema relativamente simple con valores en la 
frontera para explicar un fenómeno físico complicado, la forma de una viga horizon¬ 
tal en la cual actúa una fuerza vertical. 

Considérese la viga horizontal presentada en la figura 3.8.8, que es uniforme 
tanto en su sección transversal como en su material. Si está sostenida únicamente en 
sus extremos, entonces la fuerza de su propio peso distorsiona su eje longitudinal de 
simetría, como lo muestra la línea curva punteada de la figura. Investigúese la forma 
y = y(x) de esta curva, la curva de deflexión de la viga. Utilícese el sistema de co¬ 
ordenadas indicado en la figura 3.8.9 con el eje y positivo dirigido hacia abajo. 

Una consecuencia de la teoría de la elasticidad es que para deflexiones relati¬ 
vamente pequeñas de una viga [tan pequeñas que [y\x)]^ es despreciable comparado 
con la unidad] un modelo matemático adecuado de la curva de deflexión es la ecua¬ 
ción diferencial de cuarto orden 


£/yri) = 


(19) 


donde 

• Ees una constante conocida como módulo de Young, dependiendo del material 
de la viga, 

• / representa el momento de inercia de la sección transversal de la viga alrede¬ 
dor de la línea horizontal a través del centroide de la sección transversal, y 

• F(x) denota la densidad de la fuerza hacia abajo actuando verticalmente sobre 
la viga en el punto x. 










240 Capítulo 3 Ecuaciones lineales de orden superior 


x = 0 x = L 

^^ 

Simplemente apoyada o colgada 


:\: = 0 x = L 



Empotrada 


FIGURA 3.8.10. Dos maneras de 
soportar una viga. 


¿Densidad de fuerza? Sí, esto significa que la fuerza que actúa hacia abajo en 
un segmento muy corto [x, x + Ax] de la viga es aproximadamente F{x) Ax. Las 
unidades de F(x) son de fuerza por unidad de longitud, tales como Ib/ft. Considérese 
el caso en el cual la única fuerza que se distribuye a lo largo de la viga es su propio 
peso w dado en Ib/ft, de tal manera que F{x) = w. Entonces, la ecuación (19) toma la 
forma 


= w (20) 

donde E, I y w son todas constantes. 

Observación. Aquí considérese que no se cuenta con conocimientos pre¬ 
vios de la teoría de elasticidad o con las ecuaciones (19) o (20). Es importante co¬ 
menzar a trabajar con una ecuación diferencial que surja en una disciplina aplicada 
específica, y luego analizar sus implicaciones; así se desarrolla la comprensión de la 
ecuación al examinar sus soluciones. Obsérvese que, en esencia, la ecuación (20) 
implica que la cuarta derivada es proporcional a la densidad de su peso w. Sin 
embargo, esta proporcionalidad involucra dos constantes: E, la cual depende sola¬ 
mente del material de la viga, e I, la cual depende solamente de la forma de la sec¬ 
ción transversal de la viga. Valores del módulo de Young E de varios materiales se 
encuentran en manuales de consulta de constantes físicas; I = -^Jra^ para una sección 
transversal circular de radio a. 

Mientras que la ecuación (20) es una ecuación diferencial de cuarto orden, su 
solución involucra solamente la solución de una ecuación simple de primer grado 
por medio de integraciones sucesivas sencillas. Una integración de la ecuación (20) 
nos lleva a 


E/y® = wx -b Ci; 


una segunda integración produce 


Ely" = ^wx^ -b Cix -b C 2 ; 


una más da 


Ely' — ^wx^ “b ^C\X^ “b C'2X “b 0*3; 

y una integración final proporciona 

Ely = -^wx^ “b ^CiX^ “b ^C' 2 X^ “b C'^x -b C 4 , 

donde Cj, C 2 , C 3 y C 4 son constantes arbitrarias. Por tanto, se obtiene una solución 
de la ecuación ( 20 ) de la forma 

IV 

y(x) =-x^ “b Ax^ “b Bx^ “b Cx -b f?, (21) 

24E/ 

donde A, B, C y D son constantes que resultan de las cuatro integraciones. 

Estas cuatro constantes últimas se determinan por el modo en que la viga está 
sujeta en sus extremos, donde x = 0 y x = L. Ea figura 3.8.10 ilustra dos tipos de 
soporte comunes. Una viga puede también estar sostenida de una manera en un ex¬ 
tremo pero de otra en el otro extremo. Por ejemplo, la figura 3.8.11 muestra una viga 
voladiza —una viga firmemente sujeta en un extremo en x = 0 pero libre (sin apoyo 
alguno) en X = L—. Ea tabla que sigue expone las condiciones de frontera o valores 
extremos correspondientes a los tres casos más comunes. Se verá que estas condi¬ 
ciones realmente se aplican en problemas de vigas, mientras que una presentación de 
su origen nos tomaría fuera de contexto. 
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FIGURA 3.8.11. El cantilever 


Ejemplo 5 


Solución 


Soporte 

Condición de frontera 

Simplemente apoyada 

II 

II 

O 

Empotrada 

II 

II 

O 

Extremo libre 

vy 

II 

II 

O 


Por ejemplo, la curva de deflexión del cantilever en la figura 3.8.11 debe 
darse por la ecuación (21), con los coeficientes A, B, C y D determinados por las 
condiciones 


y( 0 ) = y(0)=0 y y"(L) = y®(£)= 0 , ( 22 ) 

correspondientes al extremo fijo en x = 0 y en el otro extremo libre en x = L. Las 
condiciones en ( 22 ) junto con la ecuación diferencial en ( 21 ), constituyen un proble¬ 
ma con valores en la frontera. 


Determínese la forma de la curva de deflexión de una viga horizontal uniforme de 
longitud L y peso w por unidad de longitud, apoyada simplemente en cada uno de sus 
extremos. 

Se tienen las condiciones con valores en la frontera 


y(0) = y"(0)=0 = y(L) = y"(L). 


En lugar de imponer estas condiciones directamente en la ecuación (21), se inicia 
con la ecuación diferencial El = wy se determinan las constantes como procedi¬ 
mos con las cuatro integraciones sucesivas. Las primeras dos integraciones obtienen 

= wx + A- Ely" = + Ax + B. 

Por tanto, y"(0) = 0 implica que B = 0, y entonces y”iL) = 0 da 

0 = \wL^ + AL. 

Esto permite que A = —wL/l, y de este modo 

Ely” = ix^ — }^wLx. 

Entonces, dos integraciones más dan 

Eiy = gwx^ — ^wLx^ + C, 


y. Analmente 


EIy{x) = — j^icLx^ + Cx + D. (23) 

Ahora y(0) = 0 implica que D = 0; entonces, debido a que y(L) = 0, 

0 = - ^wL^ + CL. 

Lo que permite concluir que C = wÜ/2A. En consecuencia, de la ecuación (23) se 
obtiene 

~ 

24EI 
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como la forma de la viga simplemente sujeta. Se observa por simetría (véase también 
problema 17) que la deflexión máxima y^áx de la barra ocurre en su punto medio x = 
L/2, y de este modo tiene el valor 


Jmáx = y 



W 

2AEI 




esto es, 


384£/ ■ 


(25) 


Ejemplo 6 


Supóngase que se quiere calcular la deflexión máxima de una varilla de acero de 20 
ft de longitud sujeta simplemente con una sección transversal circular de 1 in. de 
diámetro. Consultando un manual, se encuentra que el acero común y corriente tiene 
densidad S = 7.75 g/cnfl, y que su módulo de Young es E = 2 X lO'^ g/cm-s^, por 
lo que será conveniente trabajar en unidades cgs. Así, la varilla tiene 


/ cm\ 

longitud: L = (20 ft) (^30.48 — j = 609.60 cm 


y 


/I \ 

/ cm\ 

U in- 

(2.54 — ) 

V2 7 

V in. / 


Su densidad de masa iineai (esto es, su masa por unidad de longitud) es 


p = Tva^S = 7r(l.27)2(7.75) 39.27 

cm 


de tal manera que 


w = pg = ( 39.27 —) (980 «í 38484.6 —. 

V cm/ V s"^ / cm 

El momento de inercia del área de un disco circular de radio a alrededor de su diá¬ 
metro es / = íjra'^, de tal manera que 

I = ^n{l.2lf ^ 2.04 cml 

Así, la ecuación (25) nos lleva a 


^máx ' 


(5) (38484.6) (609.60)4 
(384) (2 X 1012) (2.04) 


alrededor de 6.68 in. como la deflexión máxima de la varilla en su punto medio. Es 
interesante notar que y^áx es proporcional a L^, de tal manera que si la varilla fuera 
de solamente 10 ft de longitud, su deflexión máxima debería ser únicamente de un 
dieciseisavo cuando mucho —alrededor de 0.42 in. —. Debido a que 1=2 jxa^^ se 
observa de la ecuación (25) que la misma reducción en la deflexión máxima puede 
obtenerse duplicando el radio a de la varilla. ■ 
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p t 

r 

y = y(x) 

- 

^ - 

x = ü 

X 

1 

1 x = L 


FIGURA 3.8.12. Varilla 
deflexionada. 


Barra deflexionada 

La figura 3.8.12 muestra una barra uniforme de longitud L, unida por un bisagra en 
cada extremo, que ha sido “deflexionada” por una fuerza axial de compresión P 
aplicada en un extremo. Asumáse que este encorvamiento es tan ligero que la curva 
de deflexión y = y{x) de la barra puede considerarse como definida en el intervalo 
0 ^ X = L. 

En la teoría de la elasticidad, el problema de valores lineales en la frontera 


Ely" + Py = 0, y(0) = y{L) = 0 (26) 


se usa para modelar el comportamiento real (no lineal) de la barra. Como en la pre¬ 
sentación de la deflexión de una varilla uniforme, E representa el módulo de Young 
del material de la varilla, e / el momento de inercia de cada sección transversal de la 
varilla alrededor de la línea horizontal a través de su centroide. 

Si se escribe 



(27) 


entonces el problema en (26) se transforma en un problema de eigenvalor 


/ + Ay = 0; );(0) = y(L) = 0 


(7) 


que se consideró en el ejemplo 3. Encuéntrese que sus eigenvalores {A„} están dados 
por 


A. 


n 


2 2 
n 71 


L2 


n 


1,2,3,... 


( 8 ) 


con la eigenfunción y„ = sen(n7rx/L) asociada con A„. (Así, las cuerdas girando y las 
varillas deflexionadas conducen a los mismos eigenvalores y eigenfunciones.) 

Para interpretar este resultado en términos de la barra deflexionada, recuérdese 
de la ecuación (27) que P = XEl. Eas fuerzas 

n^n^EI 

P, = X„EI = —^, n = 1,2,3,... (28) 

son las fuerzas críticas de deflexión de la barra. Solamente cuando la fuerza de com¬ 
presión P es una de estas fuerzas críticas la barra se “encorvará” dejando su forma 
recta (no deflexionada). Ea fuerza de compresión más pequeña para la cual ocurre 
esto es 


Pi 


tt^EI 

~1X~ 


(29) 


Esta fuerza crítica más pequeña Pi se llama fuerza de deflexión de Euler para la 
barra; es la cota superior para las fuerzas de compresión en las cuales la barra puede 
estar sujeta sin deflexionarse. (En la práctica una barra puede fallar con una fuerza 
significativamente más pequeña debido a la contribución de factores no tomados en 
cuenta por el modelo matemático presentado aquí.) 









244 


Capítulo 3 Ecuaciones lineales de orden superior 


Ejemplo 7 


Por ejemplo, supóngase que se desea calcular la fuerza de deflexión de Euler para 
una barra de acero de 10 ft de longitud que tiene una sección transversal circular de 
1 in de diámetro. En unidades cgs se tiene 


£ = 2 X 10^^ g/cm-s^, 

L = (10 ft) (30.48 = 304.8 cm, 


Tt 

I = - 
4 


(0.5 in.) (2.54^)]^ 


Después de sustituir estos valores en la ecuación 
crítica para esta barra es 


«í 2.04 cm^ 

(29) se encuentra que la fuerza 


«í 4.34 X 10^ dyn «í 976 Ib, 


utilizando el factor de conversión 4.448 X 


10^ dyn/lb. 


3.8 


Problemas 


En los problemas 1 al 5 los eigenvalores son todos no negativos. 
Primero determine cuándo X = 0 es un eigenvalor; posterior¬ 
mente encuentre los eigenvalores positivos y las eigenfunciones 
asociadas. 

1 . y" + Ay = 0; y'(0) = 0, y(l) = 0 

2. y" + Ay = 0; y'(0) = 0, y'(;r) = 0 

3. y" + Ay = 0; y(—Jt) = 0, y(7r) = 0 

4. y" + Ay = 0; y'(-;r) = 0, y'(;r) = 0 

5. y" + Ay = 0; y(-2) = 0, y'(2) = 0 

6. Considere el problema del eigenvalor 

y" + Ay = 0; y'(0)=0, y(l) + y'(l) = 0. 

Todos los eigenvalores son no negativos, de tal manera 
que se escribe A = donde a g 0. (a) Muestre que A = 
0 no es un eigenvalor. (b) Muestre que y = A eos ax B 
sen ax satisface las condiciones con valores en la frontera 
si y sólo si B = 0 y a es una raíz positiva de la ecuación 
tan z = 1 /z. Estas raíces {«nlT son abscisas de los puntos 
de intersección de la curva y = tan z y y = 1 /z, como se 
indica en la figura 3.8.13. Por tanto, los eigenvalores y las 
eigenfunciones de este problema son los números y 

las funciones {eos a^}f, respectivamente. 



FIGURA 3.8.13. Los eigenvalores están determinados por 
la intersección de las gráficas de y = tan z y y = 1 /z 
(problema 6). 


7. Considérese el problema del eigenvalor 


y" + Ay = 0; y(0)=0, y(l) + y'(l) = 0; 


todos sus eigenvalores son no negativos, (a) Muestre que 
A = 0 no es un eigenvalor. (b) Admita que las eigenfun¬ 
ciones son las funciones {sen a^}°i , donde es la raíz 
enésima positiva de la ecuación tan z = “Z. (c) Dibuje 
una gráfica indicando las raíces {a„}'f como los puntos de 
intersección de las curvas y = tan z y y = —z. Deduzca 
de su gráfica que a,, ~ (2n = l)7r/2 cuándo n es grande. 

8. Considere el problema de eigenvalor 

y" + Ay=0; y(0) = 0, y(l) = y'(l); 

donde todos sus eigenvalores son no negativos, (a) De¬ 
muestre que A = 0 es un eigenvalor con eigenfunción aso¬ 
ciada yo(x) = X. (b) Admita que las eigenfunciones 
restantes están dadas por y„(x) = sen fi„x, donde es la 
enésima raíz positiva de la ecuación tan z = Z. Trace un 
bosquejo mostrando estas raíces. Deduzca que ~ (2n = 
\)Tt¡2, donde n es grande. 

9. Demuestre que el problema del eigenvalor del ejemplo 4 
no tiene eigenvalores negativos. 

10. Compmebe que el problema de eigenvalor 

y" -I- Ay = 0; y(0) = 0, y(l) -b y'(l) = 0 

no tiene eigenvalores no negativos. {Sugerencia: muestre 
gráficamente que la única raíz de la ecuación tanh z = —Z 
es z = 0). 

11. Utilice un método similar al sugerido en el problema (10) 
para mostrar que el problema de eigenvalor en (6) no tiene 
eigenvalores negativos. 

12. Considere el problema de eigenvalor 

y"-|-Ay = 0; y(-7r) = y(;r), y'(-:ír) = y'(;r), 

el cual no es del tipo dado en (10) porque las dos condi¬ 
ciones con valores en la frontera no están “separadas” en¬ 
tre los dos puntos extremos, (a) Demuestre que Aq = 0 es 
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un eigenvalor con eigenfunción asociada yo(x) = 1 (b) 
Verifique que no existen eigenvalores negativos, (c) De¬ 
termine que el enésimo eigenvalor positivo es y que 
tiene dos eigenfunciones linealmente independientes aso¬ 
ciadas, eos (nx) y sen (nx). 

13. Considere el problema de eigenvalor 

y" -I- 2y' -I- Ay = 0; yfO) = y(l) = 0. 

(a) Muestre que X = 1 no es un eigenvalor. (b) Muestre 
que no hay un eigenvalor k tal que X <0. (c) De¬ 
muestre que el eigenvalor enésimo positivo es = 
«V + 1 con eigenfunción asociada y„(x) = e~^ sen 
njtx. 

14. Admita el problema de eigenvalor 

y" + 2y' + Xy = 0-, y(0) = 0, /(l) = 0. 

Demuestre que los eigenvalores son todos positivos y que 
el enésimo eigenvalor positivo es X„ = + 1 con eigen¬ 

función asociada y„(jc) = e~^ sen ayc, donde a„ es la ené¬ 
sima raíz positiva de tan z = Z. 

15. (a) Una viga uniforme en cantilever está fija en x = 0 y li¬ 
bre en el otro extremo, donde x = L. Suponga que su for¬ 
ma está dada por 

+ 6L^x^). 

2AE1 

(b) Demuestre que y'(x) = 0 sólo si x = 0, y de este modo 
concluya (¿por qué?) que la deflexión máxima del 
cantilever es y^^íx ~ y(L) = wL‘^/(SEI). 


16. (a) Suponga que una viga está fija en sus extremos x = 0 
y X = L. Muestre que su forma está dada por 

y(x) = ;^(x"-2Lx' + lV). 

24EI 

(b) Verifique que las raíces de y'(x) = 0 son x = 0, x = L 
y X = L/2, de tal manera que se concluye (¿por qué?) 
que la deflexión máxima de la viga es 

/L\ _ wL* 
ymíx-yyz^j - 

una quinta parte de la viga con extremos simplemente 
apoyados. 

17. Para una viga simplemente apoyada cuya curva de deflexión 
está dada por la ecuación (24), muestre que únicamente la 
raíz de y'(x) = 0 en el intervalo [0, L] es x = L/2, por lo que 
se concluye (¿por qué?) que la deflexión máxima es real¬ 
mente la dada en la ecuación (25). 

18. (a) Una viga está fija en su extremo izquierdo x = 0, pero 
está simplemente apoyada en el otro extremo x = L. 
Demuestre que su curva de deflexión es 

~ + 3l^x^). 

48£/ 

(b) Muestre que su deflexión máxima ocurre donde x = 
(15 - V33)L/16 y es de alrededor de 41.6% de la 
deflexión máxima que debería ocurrir si la viga estu¬ 
viera simplemente apoyada en cada uno de sus 
extremos. 




Introducción a 
sistemas de ecuaeiones 
diferenciales 


4.1 


Sistemas de primer orden y aplicaciones 


E n los capítulos anteriores se presentaron métodos para resolver una ecuación 
diferencial ordinaria que involucra sólo una variable dependiente. Sin embargo, 
muchas aplicaciones requieren el uso de dos o más variables dependientes, cada 
función con una sola variable independiente (comúnmente el tiempo). Un problema 
como tal conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias simultáneas. 
Regularmente, la variable independiente se representa por t y las variables depen¬ 
dientes (funciones desconocidas de t) por medio de Xj,X 2 ,Xj,... o mediante x,y,z, ■■■ 
Las primas representan derivadas con respecto a t. 

Restringiremos la atención a sistemas en los cuales el número de ecuaciones es 
el mismo que el número de variables dependientes (funciones desconocidas). Por 
ejemplo, un sistema de dos ecuaciones de primer orden en las variables dependientes 
X y y tiene la forma general 


f(t,x,y,x',y') = 0, 

g{t,x,y,x',y') = 0. (1) 


donde las funciones/ y g están dadas. Una solución de este sistema es el par x(í), 
y(t), de funciones de í que satisfacen idénticamente ambas ecuaciones en algún in¬ 
tervalo de valores de t. 

Por ejemplo, para un sistema de segundo orden considérese una partícula de 
masa m que se mueve en un espacio bajo la influencia de un campo de fuerza F 
que depende del tiempo í, la posición (x(f), y(t), z(í) de la partícula y su velocidad 
(x'(í), y'iO, z'(í). Aplicando, componente a componente, la ley de Newton ma = F 
se obtiene el sistema 
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mx" = Fj(í,x,y,z,x',y',z'), 
my" = F^{t,x,y,z,x',y',z'), 
mz!' = F^it, X, y, z, x' ,y', z') 


( 2 ) 
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de tres ecuaciones de segundo orden con variable independiente t y variables depen¬ 
dientes X, y, z; las tres funciones del lado derecho F^,F^, F^ son los componentes de 
una función vectorial F. 


Aplicaciones iniciales 

Los ejemplos 1 al 3 ilustran cómo los sistemas de ecuaciones diferenciales surgen de 
manera natural en problemas científicos. 


Ejemplo 1 


*1 

mmmm 

mj 


m2 





I x(t) I y(t) 
Posiciones de equilibrio 


FIGURA 4.1.1. Sistema masa- 
resorte del ejemplo 1. 


Considérese el sistema de dos masas y dos resortes mostrado en la figura 4.1.1, con 
una fuerza externa dada/(í) actuando sobre la masa del lado derecho m^. Sea x(í) el 
desplazamiento (a la derecha) de la masa m^ desde su posición de equilibrio estático 
[cuando el sistema está sin movimiento y en equilibrio y/(í) = 0], y sea y(f) el des¬ 
plazamiento de la masa nir^ desde su posición estática. Así, los dos resortes ni son 
estirados ni son comprimidos cuando x y y valen cero. 

En la configuración de la figura 4.1.1 el primer resorte está estirado x unidades 
y el segundo y — x unidades. Aplicando la ley de movimiento de Newton a los dos 
“diagramas de cuerpo libre” mostrados en la figura 4.1.2 se obtiene el sistema 

utjx" = —k^x + k^iy — x). 



FIGURA 4.1.2. “Diagramas de 
cuerpo libre” para el sistema 
del ejemplo 1. 


my = -ky - x) +f(t) (3) 

de ecuaciones diferenciales de las funciones de la posición x(í) y y(í) satisfactoria¬ 
mente. Por ejemplo, si utj = 2, utj = l,k^ = 4, ¿2 “ 2 y/(f) = 40 sen 3í en unidades 
físicas apropiadas, entonces el sistema en (3) se reduce a 

2x" = — 6x + 2y, (4) 

y" = 2x — 2y -f 40 sen 3í, ■ 


Ejemplo 2 




20 gal/min 
Agua fresca 



20 gal/min 


FIGURA 4.13. Los dos tanques 
de salmuera del ejemplo 2. 


Considérense dos tanques con salmuera conectados como se muestra en la figura 
4.1.3. El tanque 1 contiene x(í) Ib de sal en 100 gal de salmuera, y el tanque 2 con¬ 
tiene y(í) Ib de sal en 200 gal de la solución. Ea salmuera en cada tanque se mantie¬ 
ne uniforme por agitación, y se bombea de un tanque al otro con las velocidades 
indicadas en la figura 4.1.3. Se agrega agua fresca que fluye dentro del tanque 1 a 20 
gal/min, y la salmuera en el tanque 2 fluye hacia afuera a 20 gal/min (de tal manera 
que el volumen total de la solución en los dos tanques permanece constante). Ea con¬ 
centración de la sal en los dos tanques es de x/100 y y/200 Ib/gal, respectivamente. 
Cuando se calculan las velocidades de cambio de la cantidad de sal en los dos tanques 
se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales x(í) y y(í) que debe satisfacer: 


x' 

y' 


-30 


X 

100 


-f 10 


y 

200 


3 , 1 


30 • - 10 

100 


_y_ 

200 


- 20 


L _ 3 
200 10 



esto es. 


20x' = —6x -f y, 
20y' = 6x - 3y. 


( 5 ) 
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L\ 2 henries ^ ■ 0-008 farads 



FIGURA 4.1.4. Red eléctrica del ejemplo 3. 


Ejemplo 3 


Circuito 

elemental 

Caída 
de voltaje 


di 

Inductor 

L — 
dt 

Resistor 

RI 

Capacitor 

1 


FIGURA 4.1.5. Caídas de voltaje 
a través de los elementos comunes 
del circuito. 


Considérese la red eléctrica mostrada en la figura 4.1.4, donde /j(f) denota la co¬ 
rriente en la dirección indicada a través del inductor L, e I^it) representa la corriente 
a través del resistor Rr^. La corriente a través del resistor i?j es / = /j — en la direc¬ 
ción indicada. Recuérdese la ley de voltaje de Kirchhoff, la cual asegura que la suma 
(algebraica) de las caídas de voltaje alrededor de cualquier malla cerrada de una red 
es cero. Como en la sección 3.7, las caídas de voltaje a través de los tres tipos de 
elementos del circuito son las que se muestran en la figura 4.1.5. Si se aplica la ley 
de Kirchhoff a la malla del lado izquierdo del circuito se obtiene 


2 


dl^ 

dt 


+ 50(7, 


I^) - 100 = 0 , 


( 6 ) 


debido a que la caída de voltaje desde el polo negativo al positivo de la batería es 
—100. El circuito del lado derecho proporciona la ecuación 


125(22 + 25/2 + 50(/2 - /j) = 0, 


(7) 


donde Q^if) es la carga en el capacitor. Debido a que dQjdt = la derivación en 
cada lado de la ecuación (7) obtiene 


dh dL 

1257, -f 75^ - 50^ = 0. 
^ dt dt 


( 8 ) 


Después de dividir las ecuaciones (6) y (8) entre los factores 2 y —25, respectiva¬ 
mente, se obtiene el sistema 


dl^ 

dt 


+ 257, - 2572 = 50, 


2 


dl^ 

dt 



- 572 = 0 


( 9 ) 


de ecuaciones diferenciales que las corrientes 7,(f) e I^it) deben satisfacer. 
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Sistemas de primer orden 

Considérese un sistema de ecuaciones diferenciales en el que pueden resolverse las 
derivadas de mayor orden de las variables dependientes que aparecen como funcio¬ 
nes explícitas de í, y de las derivadas de menor orden de las variables dependientes. 
Por ejemplo, en el caso de un sistema de dos ecuaciones de segundo orden, conside¬ 
rando que pueden escribirse en la forma 


■«1 = 

x'¡=f^{t,x^,x^,x[,x[), ( 10 ) 

Es importante señalar, tanto práctica como teóricamente, que cualquier sistema de 
orden superior puede transformarse en un sistema equivalente de ecuaciones de pri¬ 
mer orden. 

Para describir cómo se lleva a cabo esta transformación, admítase un “sistema” 
que consiste de una ecuación de enésimo orden 

>• =/(f,X,x', ... (11) 

Introduciendo las variables dependientes x^,x^, ... x^ definidas como sigue: 

x^ = X, X 2 = x', Xj = x", ... x„ = x*"”**. (12) 

Nótese que x¡ = x' = Xj, xj = x" = Xj, y así sucesivamente. Por tanto, la sustitución 
de (12) en la ecuación (11) proporciona el sistema 

xj = X 2 , 
xj = X 3 , 

► ! (13) 

K =/(í,Xi,X 2 , ...,x„) 


de n ecuaciones de primer orden. Evidentemente, este sistema es equivalente a la 
ecuación de enésimo orden original dada en ( 11 ), en el sentido de que x(í) es una 
solución de la ecuación ( 11 ) si y sólo si las funciones x.^{t),Xr^{t), ...,xjyt) definidas en 
la ecuación (12) satisfacen al sistema de ecuaciones dado en (13). 


Ejemplo 4 


Ea ecuación de tercer orden 

x<^> -f 3x" -f 2x' — 5x = sen 2t 
es de la forma dada en ( 11 ) con 

/(í,x,x',x") = 5x — 2x' — 3x" -f sen 2t. 
Por tanto, las sustituciones 


XX2 X "^3 ^ X2 

producen el sistema 

xj = X 2 , 

xj = X3, 

xj = 5Xj — 2 X 2 — 3 X 3 -f sen 2 í 


de tres ecuaciones de primer orden. 
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Puede parecer que el sistema de primer orden obtenido en el ejemplo 4 ofrece 
pocas ventajas debido a que se podrían usar los métodos del capítulo 3 para resolver 
la ecuación (lineal) de tercer orden original. Pero supóngase que nos enfrentamos 
con la ecuación no lineal 

x" = x^ + (x')^ 

para la cual ninguno de los métodos anteriores puede aplicarse. El correspondiente 
sistema de primer orden es 

x[ = Xj, 

xj = (x,)^ + (x,)^ (14) 

En la sección 4.3 se verá que existen técnicas numéricas eficaces para aproximarse a 
la solución de cualquier sistema de primer orden. Así, en este caso la transformación 
a un sistema de primer orden es de gran utilidad. Desde un punto de vista práctico, 
grandes sistemas de ecuaciones diferenciales de orden superior normalmente se re¬ 
suelven numéricamente con la ayuda de una computadora, y el primer paso es la 
transformación del sistema en un uno de primer orden para el cual se cuenta con un 
programa estándar de computadora. 

El sistema 

2 x" = — 6 x + 2 y, 

y" = 2x — 2y -f 40 sen 3í (4) 

de ecuaciones de segundo orden se presentó en el ejemplo 1. Transfórmese este sis¬ 
tema en uno de primer orden equivalente. 

Solución Tomando las ecuaciones en (12), se define 

Xi=x, x^ = x'=x[, y^=y, y2 = y'=y'v 

Así, el sistema en (4) nos lleva al sistema 

x[ = x^, 

2 xj = — 6 x¡ -f 2 yj. 

}'i' = y 2 > (15) 

yj = 2xj — 2yj + 40 sen 3í 

de cuatro ecuaciones de primer orden en las variables dependientes Xj, X 2 , y y 2 - H 

Sistemas simples de dos dimensiones 

Ea ecuación diferencial lineal de segundo orden 

x" + px' + qx = 0 (16) 

(con coeficientes constantes y variable independiente í) se transforma, vía la sustitu¬ 
ciones X' = y, x" = y', en un sistema lineal de dos dimensiones 


x' = y, 

y' = -qx- py. 


(17) 
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Recíprocamente, se puede resolver este sistema en (17) solucionando la conocida 
ecuación dada en (16). 


Ejemplo 6 


Para resolver el sistema de dos dimensiones 


x' = -2y, 

r 1 

y = jx, 


(18) 


se inicia con la observación de que 

x" = —2y' = —2(^x) = —X. 

De aquí se obtiene la ecuación de segundo orden x" + x = 0, cuya solución general 
es 



X 


x{t) = A eos t + B sen t = C cos(f — a) 
donde A = C eos ay B = C sen a. Entonces 

y(t) = — yx'(t) = — y (—A sen t + B eos í) 

= y C sen(í — a). 

Utilizando la identidad cos^d + sen^0 = 1 se concluye que para cada valor de í, el 
punto (x(í),y(f)) se encuentra en la elipse 


FIGURA 4.1.6. Campo 
direccional y curvas solución para 
el sistemax' = —2y,y' = 2 ^ 
del ejemplo 6. 


C2 


+ 

(C/2)2 


con semiejes C y C/2. La figura 4.1.6 muestra varias de estas elipses en el plano xy. 


Una solución (x(t),y(t)) de un sistema de dos dimensiones 

x' =f(t,x,y), 
y' = g{t,x,y) 

puede ser considerada como una parametrización de una curva solución o trayecto¬ 
ria de un sistema en el plano xy. Por tanto, las trayectorias del sistema en (18) son las 
elipses de la figura 4.1.6. La elección de un punto inicial (x(0), y(0)) determina cuáles 
de estas trayectorias parametrizan una solución particular. 

La figura que muestra las trayectorias de un sistema en el plano xy —también 
llamada imagen del plano de fase— no logra revelar con precisión cómo el punto 
(x(í), y(í)) se mueve a lo largo de su trayectoria. Si las funciones/y g no involucran 
la variable independiente t, entonces puede graficarse un campo direccional —mos¬ 
trado por flechas comunes que representan vectores con componentes (proporciona¬ 
les a) las derivadas x' = /(x, y) y y' = g{x, y)—. Debido a que el movimiento del 
punto (x(í), y(í)) tiene vector de velocidad (x'(f), y'if)), este campo de isoclinas 
indica la dirección del punto en movimiento a lo largo de su trayectoria. Por ejemplo, 
el campo direccional mostrado en la figura 4.1.6 indica que cada punto se mueve 
en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor de su trayectoria elíptica. 
Puede mostrarse información adicional en las gráficas separadas de x(í) y y(f) como 
funciones de t. 
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Ejemplo 6 


Continuación 


Ejemplo 7 



r I _ I_ lCíí 

-4-3-2-1 0 12 3 4 


X 

FIGURA 4.1.8. Campos 
direccional y curvas solución 
para el sistema x' = y,y' = 2x + y 
del ejemplo 7. 


Con los valores iniciales x(0) = 2,y(0) = 0, la solución general del ejemplo 6 resuelve 
x(0)=A = 2, 3;(0) = -l5 = 0. 

La solución particular resultante está dada por 

x(í) = 2 eos t, y{t) = sen t. 

Las gráficas de las dos funciones se muestran en la figura 4.1.7. Obsérvese que x(f) 
inicialmente decrece mientras que y{t) crece. De aquí se concluye que, conforme t 
crece, el punto de solución (x(í), y(í)) atraviesa la trayectoria + y^ = 1 en direc¬ 
ción contraria a las manecillas del reloj como lo indican los vectores del campo di¬ 
reccional de la figura 4.1.6. ■ 



FIGURA 4.1.7. Curvas solución xy y para el problema 
de valores x' = —2y,y' = :^x,x(0) = 2,y(0) = 0 iniciales. 


Encuéntrese la solución general del sistema 

x' = y, 

y' = 2x + y. (19) 

comenzando con la observación de que 

x" = y' = 2x + y = x' + 2x. 

Esto proporciona la ecuación lineal de segundo orden 

x" — x' — 2x = 0 

con ecuación característica 

r^-r-2 = {r+ l)(r - 2) = 0 

y solución general 

x(í) = Ae~‘ + Bé^‘. (20) 

Entonces 

y(f) = x'(f) = -Ae-‘ + 2Be^‘. (21) 

Eas trayectorias comunes del plano de fase del sistema dado en (19) parametrizadas 
por las ecuaciones (20) y (21) se muestran en la figura 4.1.8. Estas trayectorias pue¬ 
den parecerse a las hipérbolas asintóticas comunes, pero el problema 23 muestra que 
su forma real es algo más complicada. ■ 
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Resuélvase el problema de valores iniciales 

x' = 2y, 

y'= (l.Ol)x - (0.2)y, (22) 

x(0)=0, y(0) = -l, 

empiécese con la observación de que 

x" = -y' = -[(l.Ol)x - (0.2)y] = (-l.Ol)x - (0.2)x'. 

Esto obtiene la ecuación lineal de segundo orden 

x" + (0.2)x' + (l.Ol)x = 0 

con ecuación característica 

2 
1 
0 
-1 
-2 

- 2-1012 x(í) = sen t, 

X 

FIGURA 4.1.9. Campo >'(0 = “^'(0 = sen t - eos t. 

direccional y curvas solución 

para el sistema x' = -y. Finalmente, y(0) = —B = — 1, de tal manera que la solución deseada del sistema en 

y' = (1.01)x — (0.2)y del ejemplo 8. (22) es 

x(f) = sen t, (23) 

y(í) = jj) (sen í — 10 eos í). 

Estas ecuaciones parametrizan la trayectoria espiral en la figura 4.1.9; la trayectoria 
se aproxima al origen conforme t ^ +“. Ea figura 4.1.10 muestra las curvas solu¬ 
ción x y y dadas en (23). ■ 

Cuando se estudien sistemas lineales en el capítulo 5, se aprenderá por qué los 
sistemas superficialmente similares en los ejemplos 6 a 8 tienen trayectorias marca¬ 
damente diferentes como se muestran en las figuras 4.1.6,4.1.8 y 4.1.9. 

Sistemas lineales 

Adicionalmente a las ventajas prácticas para cálculos numéricos, la teoría general de 
sistemas y las técnicas de solución sistemáticas son más fáciles y más concisas en su 
descripción para sistemas de primer orden que para otros de orden mayor. Por ejem¬ 
plo, considérese el sistema lineal de primer orden de la forma 

x[ = Pii(í)Xi + Pi2(í)X2 + ••• + X„ +/i(f), 
xj = P 2 i(í)Xi + ^ 22 ( 0 X 2 + ••• + P 2 A +/ 2 ( 0 , 

: (24) 




X'n = Al(0Xi + Pjt)X2 + ••• + P„„X„ +/„(í). 




254 Capítulo 4 Introducción o sistemas de ecuaciones diferenciales 

Se dice que este sistema es homogéneo si las funciones/j,/ 2 , son todas idénti¬ 

cas a cero; en caso contrario, es no homogéneo. Así, el sistema lineal en (5) es ho¬ 
mogéneo, mientras que el sistema lineal en (15) es no homogéneo. El sistema en (14) 
es no lineal porque el lado derecho de la segunda ecuación no es una función lineal 
de las variables dependientes Xy'j x^. 

Una solución del sistema en (24) es una n múltiple de funciones Xj(f), ^ 2 ( 0 ,..., 
x„(f) que satisfacen (en algún intervalo) de manera idéntica cada una de las ecuacio¬ 
nes en (24) . Se observará que la teoría general de un sistema de n ecuaciones lineales 
de primer orden comparte muchas semejanzas con la teoría general de una sola ecua¬ 
ción diferencial lineal de enésimo orden. El teorema 1 (probado en el Apéndice) es 
análogo al teorema 2 de la sección 3.2, que señala que si las funciones coeficiente p^. 
yfj en (24) son continuas, entonces el sistema tiene una solución única que satisface 
las condiciones iniciales. 


TEOREMA 1 Existencia y unicidad para sistemas iineales 

Supóngase que las funciones...,p„„ y las funciones/j,/ 2 , ...,/„ son conti¬ 
nuas en el intervalo abierto I conteniendo el punto a. Entonces, dados los n nú¬ 
meros b^, b^, ..., el sistema en (24) tiene una solución única en el intervalo 
entero I que satisface las n condiciones iniciales 

x^ia) = b^, x^ia) = b^, ..., xj^a) = b^. (25) 


Así, las n condiciones iniciales son necesarias para determinar una solución de 
un sistema de n ecuaciones lineales de primer orden, y por esto se espera una solu¬ 
ción general de un sistema como tal que envuelve n constantes arbitrarias. Por ejem¬ 
plo, se vio en el ejemplo 5 que un sistema lineal de segundo orden 


2x" = —6x + 2 y, 
y" = 2x — 2y -f 40 sen 3í. 


que describe las funciones de la posición x(í) y y(í) del ejemplo 1, es equivalente al 
sistema de cuatro ecuaciones lineales de primer orden en (15). En consecuencia, las 
cuatro condiciones iniciales deben ser necesarias para determinar los movimientos 
subsecuentes de las dos masas en el ejemplo 1. Eos valores iniciales comunes deben 
ser las posiciones iniciales x(0) y y(0) y las velocidades iniciales x'(0) y y'(0)- Por 
otra parte, se encuentra que las cantidades x(í) y y(í) de la sal en los dos tanques del 
ejemplo 2 están descritas por el sistema 


20x' = —6x + y, 
20y' = 6x — 3y 


de las dos ecuaciones lineales de primer orden. Por tanto, los dos valores iniciales 
x(0) y y(0) deben ser suficientes para determinar la solución. Dado un sistema 
de orden mayor, frecuentemente se debe transformar en un sistema equivalente de 
primer orden y averiguar cuántas condiciones iniciales son necesarias para deter¬ 
minar la solución única. El teorema 1 señala que el número de tales condiciones 
es precisamente el mismo que el número de ecuaciones en el sistema de primer 
orden equivalente. 
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4.1 


Problemas 


En los problemas de 1 al 10, transforme el sistema o ecuación 
diferencial dada en un sistema equivalente de ecuaciones dife¬ 
renciales de primer orden. 

1. x" + 3x' + 7x = 

2. x*'^^ + 6x" — 3x' + X = eos 3f 

3. t^x" + tx' + (f2 - l)x = 0 

4. t^x^^'> - 2t^x" + 3tx' + 5x = In f 

5. x*^^ = {x'f + cosx 

6. x" - 5x + 4y = 0, y" + 4x - 5y = 0 

7 „ ^ ^ 

(x^ + ^ (x^ + yt-fi/t 

8. x" + 3x' + 4x - 2y = 0, y" + 2y' - 3x + y = eos t 

9. x" = 3x - y + 2z, y" = x + y - 4z, z" = 5x - y - z 

10. x" = (1 - y)x, y" = (1 -x)y 


Utilice el método de los ejemplos 6, 7 y 8 para encontrar la 
solución general de los sistemas en los problemas 11 al 20. 
Si las condiciones iniciales están dadas, verifique las solucio¬ 
nes particulares correspondientes. En cada problema emplee 
un sistema de cómputo o una calculadora gráfica para cons¬ 
truir un campo direccionaly las curvas solución comunes para 
los sistemas dados. 


11. x' = y, y' = —X 

12. x' = y, y' = X 

13. x' = —2y, y' = 2x; x(0) = 1, y(0) = 0 

14. x' = lOy, y' = — lOx; x(0) = 3, y(0) = 4 

15. x' = ty, y' = -8x 

16. x' = 8y, y' = —2x 

17. x' = y, y' = 6x — y; x(0) = 1, y(0) = 2 

18. x' = —y, y' = lOx — 7y; x(0) = 2, y(0) = —7 

19. x' = —y, y' = 13x + 4y; x(0) = 0, y(0) = 3 

20. x' = y, y' = -9x + 6y 

21. (a) Caleule [x(f)]^ + [y(f)]^ para mostrar que las trayeeto- 
rias del sistema x' = y, y' = —x del problema 11 son eir- 
eunfereneias. (b) Caleule [xitffi — {yifjf para verifiear 
que las trayeetorias del sistema x' = y, y' = x del proble¬ 
ma 12 son hipérbolas. 

22. (a) Comenzando eon la solueión general del sistema 
x' = —2y,y' = 2x del problema 13,ealeulex^ 3- yapara 
demostrar que las trayeetorias son eireunfereneias. 
(b) Igualmente, verifique que las trayeetorias del sistema 
x' = iy,y' = —8x del problema 15 son elipses eon eeua- 
eiones de la forma 16x^ -t- y^ = C^. 

23. Primero resuelva las eeuaeiones (20) y (21) para e^' y e^', 
en términos de x(t),y(t), y las eonstantes Ay B. Entonees 
sustituya los resultados en (e^'Xe^'f = 1 para demostrar 
que las trayeetorias del sistema x' = y, y' = 2x -I- y en el 
ejemplo 7 satisfaeen una eeuaeión de la forma 

4x^ — 3xy^ -f y^ = C (eonstante). 

Después, muestre que C = 0 produee las líneas reetas 
y = —X y y = 2x que son visibles en la figura 4.1.8. 


24. Establezea las eeuaeiones 

mjX" = —(fc, -f kfix^ -f 

mjc^ = fcjX, — (^2 -f kfix.^ 

para los desplazamientos (desde el equilibrio) de las dos 
masas mostradas en la figura 4.1.11. 



' X, ' X2 

FIGURA 4.1.11. Sistema del 
problema 24. 


25. Dos partíeulas, eada una de masa m, están sujetas a un 
resorte bajo tensión (eonstante) T, eomo se indiea en la 
figura 4.1.12. Asuma que las partíeulas oseilan vertieal- 
mente (esto es, paralelas al eje y) eon amplitudes tan pe¬ 
queñas que los senos de los ángulos mostrados son aproxi¬ 
mados exaetamente por sus tangentes. Muestre que los 
desplazamientos y, y y^ satisfaeen las eeuaeiones 

ky'[ = -2y, + y 2 , kyl = y, - 2 y 2 
donde k = mL/T. 




ey 


Ah 




FIGURA 4.1.12. Sistema mecánico del 
problema 25. 


26. Tres tanques de fermentación de 100 gal están conectados 
como se indica en la figura 4.1.13, y las mezclas en los tres 
se conservan uniformes por agitación. Sea x.(t) la cantidad 
(en Ib) de alcohol en el tanque T- en el tiempo t (i = 1,2, 
3). Suponga que la mezcla circula entre los tanques a una 
velocidad de 10 gal/min. Determine las ecuaciones 

lOxj = —Xj -f Xj 

lOxj = X, — X2 

lOxj = X 2 — X 3 . 



FIGURA 4.1.13. Tanques de fermentación 
del problema 26. 
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27. Establezca un sistema de ecuaciones diferenciales de pri¬ 
mer orden para las corrientes indicadas /j y en el circui¬ 
to eléctrico de la figura 4.1.14, el cual muestra un induc¬ 
tor, dos resistores y un generador con el cual se suministra 
una caída de voltaje alterno de E{t) = 100 sen 60í V en 
dirección de la corriente /,. 



FIGURA 4.1.14. Circuito eléctrico del problema 27. 


28. 


29. 


Repita el problema 27, excepto que el generador es reempla¬ 
zado por una batería que suministra una fem de 100 V y el 
inductor es reemplazado por un capacitor de un milifarad 
(mF). 

Una partícula de masa m se mueve en el plano con coordena¬ 
das bajo la influencia de una fuerza que es dirigida 

hacia el origen y tiene una magnitud k/(x^ + y^) —un campo 
de fuerza central de cuadrado inverso —. Muestre que 

mx" = — y my" = — , 

-3 ■’ r3 


donde r = ^x'^ + y2 . 

30. Suponga que un proyectil de masa m se mueve en un pla¬ 
no vertical en la atmósfera cercana a la superficie de la 


Tierra bajo la influencia de dos fuerzas; una gravitacional 
hacia abajo de magnitud mg y una de resistencia que es 
opuesta en dirección al vector de velocidad v con magni¬ 
tud kv^ (donde v = |v| es la velocidad del proyectil como 
se ve en la figura 4.1.15). Compruebe que las ecuaciones 
de movimiento del proyectil son 

mx" = —kvx', my" = —kvy' — mg, 
donde v = ^(x')2 -I- (y')2 . 



FIGURA 4.1.15. Trayectoria del proyectil 
del problema 30. 


31. Admita que una partícula con masa m y carga eléctrica q 
se mueve en el plano xy bajo la influencia del campo mag¬ 
nético B = Sk (un campo uniforme paralelo al eje z), de 
tal manera que la fuerza sobre la partícula es F = í/v X B 
si su velocidad es v. Muestre que las ecuaciones de movi¬ 
miento de la partícula son 

mx" = +qBy', my" = —qBx'. 


4.1 Aplicación 


Gravitación y leyes de Kepler del movimiento planetario 


Hacia finales del siglo xvii, Johannes Kepler analizó las observaciones planetarias 
del astrónomo Tycho Brahe. Kepler concluyó que el movimiento de los planetas al¬ 
rededor del Sol se describe por las tres proposiciones siguientes, conocidas como las 

leyes de Kepler de movimiento planetario: 


1. La órbita de cada planeta es una elipse con el Sol en uno de sus focos. 

2. El radio vector desde el Sol hasta cada uno de los planetas recorre el área a una 
velocidad constante. 

3. El cuadrado del periodo de revolución del planeta es proporcional al cubo del 
semieje mayor de su órbita elíptica. 

En su Principia Matemática (1687), Isaac Newton dedujo la ley de gravitación 
de cuadrado inverso a partir de las leyes de Kepler. En esta aplicación se enseña (en 
dirección opuesta), por medio de la deducción de las primeras dos leyes de Kepler, a 
obtener la ley de gravitación de Newton. 

Asúmase que el Sol se localiza en el origen del plano de movimiento de un 
planeta, y que escribimos el vector de posición del planeta en la forma 

r(f) = (x(í),y(í)) = x\ + yj, (1) 

donde i = (l,0)yj = (0, 1) representan vectores unitarios en direcciones positivas 
xy y. Entonces, la ley de la gravitación del cuadrado inverso implica (problema 29) 



FIGURA 4.1.16. Vectores 
unitarios radial y transversal y u,,. 



FIGURA 4.1.17. El área recorrida 
por el radio vector. 
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que el vector aceleración r" it) del planeta está dado por 


r 


tt _ 


kr 

r3 ’ 


( 2 ) 


donde r = +y 2 es la distancia desde el Sol hasta el planeta. Si las coordenadas 

polares del planeta en el tiempo í son (r(í), entonces los vectores unitarios ra¬ 
dial y transversal mostrados en la figura 4.1.16 están dados por 


= i eos 6 + j sen 6 y = — i sen 0 + j eos d. (3) 


El vector unitario radial (localizado en la posición del planeta) siempre apunta ale¬ 
jándose del origen, por tanto = r/r, y el vector unitario transversal se obtiene a 
partir de por una rotación de 90° en sentido opuesto a las manecillas del reloj. 

Paso 1. Derive las ecuaciones en (3) término a término para mostrar que 




y 


dt 



(4) 


Paso 2, Empléense las ecuaciones en (4) para derivar el vector de posición del 
planeta r = m^, y entonces muéstrese que su vector velocidad está dado por 


V = 


dr 

dt 



+ 



(5) 


Paso 3. Derive otra vez para demostrar que el vector aceleración del planeta 
a = d\/dt está dado por 


a = 


dft 



u. + 


1 d_ 
r dt 



( 6 ) 


Paso 4. Eas componentes radial y transversal en los lados derechos de las ecuacio¬ 
nes (2) y (6) deben coincidir. Igualando las componentes transversales —esto es, los 
coeficientes de u^— se obtiene 


j-2 = o, 

r dt\ dt ) 


(7) 


por tanto, se sigue que 


donde h es una constante. Porque el elemento de área en coordenadas polares —para 
calcular el área A(í) en la figura 4.1.17— está dado por dA = \ r^dd, la ecuación (8) 
implica que la derivada A'(í) es constante, lo cual es un establecimiento de la segun¬ 
da ley de Kepler. 

Paso 5. Iguálense las componentes radiales en (2) y (6) y empléese el resultado en 
(8) para mostrar que la función coordenada radial del planeta r(í) satisface la ecua¬ 
ción diferencial de segundo orden 

d^r _ k 

dt^ 


( 9 ) 
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Paso 6. Aunque la ecuación diferencial en (9) es no lineal, puede transformarse en 
una ecuación lineal por medio de una simple sustitución. Para este propósito, asúmase 
que la órbita se puede escribir en forma de coordenadas polares r = r(d), y primero 
utilícese la regla de la cadena y la ecuación (8) para mostrar que si r = í/z entonces 

dr _ dz 
dt dd 



FIGURA 4.1.18. Órbita elíptica 


1 + e cos(ú — a) 

con distancia de perihelio 
= L/(l + e)y distancia 
de afelio = L/(l — e). 


Derivando otra vez, se deduce de la ecuación (9) que la función z(0) = l/r{d) satis¬ 
face la ecuación de segundo orden 


d'^Z , _ k 

dd2 ^ h2 ' 


( 10 ) 


Paso 7. Demuéstrese que la solución general de la ecuación (10) es 


zid) = Asend + B eos 6 + — . 


( 11 ) 


Paso 8. Finalmente, dedúzcase de la ecuación (11) que r(6) = í/zid) es dada por 




L 

1 + e cos{6 - a) 


( 12 ) 


con e = Ch^fk, C eos a = A, C sen a = B,y L = h^/k. La gráfica en coordenadas 
polares de la ecuación (12) es una sección cónica de excentricidad e —una elipse si 
0 á e < 1, una parábola si e = 1 y una hipérbola si e > 1 — con foco en el origen. 
Las órbitas planetarias están acotadas y, por tanto, son elipses con excentricidad 
e < 1. Como se indica en la figura 4.1.18, el eje mayor de la elipse cae a lo largo de 
la recta radial 6 = a. 


Paso 9. Grafíquense algunas órbitas elípticas comunes como las descritas en (12) 
con excentricidades, tamaños y orientaciones diferentes. En coordenadas rectangula¬ 
res se puede escribir 

x(í) = r(f) eos t, y{t) = r{t) sen t, 0 ^ t ^2 tt 



FIGURA 4.1.19. Forma de la 
órbita del cometa Halley. 


para bosquejar una órbita elíptica con excentricidad e, íemí/aíMí rectum L (fig. 4.1.18) 
y ángulo de rotación a. La excentricidad de la órbita de la Tierra es de e —0.0167, 
tan cercana a cero que la órbita parece casi circular (aunque con el Sol fuera de su 
centro), y las excentricidades de otras órbitas planetarias oscilan en los rangos de 
0.0068 para Venus y 0.0933 para Marte, hasta 0.2056 para Mercurio y 0.2486 para 
Plutón. Pero muchos cometas tienen órbitas altamente excéntricas, como el cometa 
Halley cone —0.97 (fig. 4.1.19). 



El método de eliminación 


El acercamiento más elemental a los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales 
involucra la eliminación de variables dependientes por medio de una aproximación 
apropiada de pares combinados de ecuaciones. El objeto de este procedimiento es 
eliminar variables dependientes en sucesión, hasta que permanezca una sola ecua¬ 
ción que contenga únicamente una variable dependiente. Ea ecuación que queda es 
usualmente una ecuación lineal de orden superior y puede ser resuelta frecuentemen¬ 
te por los métodos del capítulo 3. Después de que se consigue su solución, las otras 
variables dependientes pueden encontrarse al emplear las ecuaciones diferenciales 
originales o aquellas que aparecieron en el proceso de eliminación. 
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El método de eliminación para sistemas diferenciales lineales es similar al de 
solución de un sistema lineal de ecuaciones algebraicas por un proceso de elimina¬ 
ción de una incógnita en un momento dado, hasta que permanece únicamente una 
sola ecuación con una incógnita. Esto es más conveniente en caso de manejar siste¬ 
mas pequeños, pues éstos no contienen más de dos o tres ecuaciones. Para tales 
sistemas el método de eliminación proporciona un enfoque simple y concreto que 
requiere poca teoría preliminar o equipo formal. Para sistemas más grandes de 
ecuaciones diferenciales, así como para presentaciones teóricas, son preferibles los 
métodos matriciales del capítulo 5. 


Ejemplo 1 


Resuélvase la solución particular del sistema 


x' = 4x — 3y, y' 


6 x — ly 


que satisface las condiciones iniciales x( 0 ) = 2 ,y( 0 ) = — 1 . 


( 1 ) 


Solución Si se resuelve x en la segunda ecuación en ( 1 ), se obtiene 

x= \y' + ly, (2) 

tal que 

x’ = ly"+ly’. (3) 

Entonces se sustituyen estas expresiones para x y x' en la primera ecuación del sis¬ 
tema en ( 1 ); esto da 

ly"+ly'=4{ly'+ly) -3y, 

lo cual se simplifica en 

y" + 3y' - lOy = 0. 

Esta ecuación lineal de segundo orden tiene una ecuación característica 
r2 -f 3r - 10 = (r - 2)(r + 5) = 0, 



FIGURA 4.2.1. Campo 
direccional y curvas solución 
para el sistema x' = 4x — 3y, 
y' = 6x — 7y del ejemplo 1. 


tal que su solución general es 

y(t) = Cjg^' + (4) 

Ahora, la sustitución de (4) en (2) obtiene 

x{t) = g {2c^e'^‘ — 5c^e~^‘) + I (CjC^' + 

esto es, 

x(f) = f CjgZ'-h (5) 

De este modo, las ecuaciones (4) y (5) constituyen la solución general del sistema 
en(l). 

Eas condiciones iniciales dadas implican que 

x( 0 ) = f c, + ^ Cj = 2 

y que 

y(0) = Cj + C 2 = -1; 

estas ecuaciones son resueltas fácilmente para obtener Cj = 2 y Cj = —3. En conse¬ 
cuencia, la solución deseada es 

x(f) = 3e^‘ — e~^‘, y(t) = 2e^‘ — 3e~^‘. 

Ea figura 4.2.1 muestra ésta y otras curvas solución típicas parametrizadas por las 
ecuaciones x(f) = y c,e^' + 3 y(f) = c^e^‘ + c^e~^' con diferentes valores de 
las constantes arbitrarias c^ y c^. Se observan dos familias de curvas hiperbólicas 
parecidas compartiendo el mismo par de asíntotas (oblicuas). ■ 
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Observación, La solución general definida por las ecuaciones (4) y (5) pue¬ 
de considerarse como el par o vector (x(í), y(f)). Recuérdese que la suma de compo¬ 
nentes de vectores (y la multiplicación de vectores por escalares), se puede escribir 
para la solución general en (4) y (5) en la forma 

(x(í),y(í)) = -f 3 -f 



Esta expresión presenta la solución general del sistema en (1) como una combina¬ 
ción lineal de las dos soluciones particulares. 

(•^p 3^1) = ( 2 y (-^2’ ^2) = (3 ■ 


Operadores diferenciales polinomiales 

En el ejemplo 1 se empleó un procedimiento adecuado para eliminar una de las va¬ 
riables independientes expresándola en términos de la otra. Ahora se describe un 
procedimiento de eliminación sistemática. Ea notación del operador es más conve¬ 
niente para estos propósitos. Recuérdese de la sección 3.3 que un operador diferen¬ 
cial polinomial es de la forma 


L — a D" “f ü ¡D" * -f ••• -f a,D a„, (6) 

donde D significa la derivación con respecto a la variable independiente t. 

Si Lj y son dos de tales operadores, entonces su producto se define por 
este camino: 

> L^tx] =L,[L^]. (7) 

Por ejemplo, siLj = D + ayL^ = D + b, entonces 

LjLjfx] = (D + á)[{D + b)x\ = D{Dx + bx) + a{Dx + bx) 

= [D^ + {a + b)D + flfijx. 

Esto ilustra el hecho de que dos operadores polinomiales con coeficientes constantes 
pueden ser multiplicados como si fueran polinomios ordinarios en la “variable” D. 
Debido a que la multiplicación de estos polinomios es conmutativa, se sigue que 

L,L,[x] = L,L,[x] (8) 

si las derivadas necesarias de x(í) existen. Por contraste, esta propiedad conmutativa 
generalmente falla para operadores polinomiales con coeficientes variables —ver 
problemas 21 y 22. 

Cualquier sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 
constantes puede escribirse en la forma 


LjX -f L^y =/i(í), 
L 3 X -f =f2Í0, 


( 9 ) 
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donde L^,L^, L^, y son operadores diferenciales polinomiales (tal vez de órdenes 
diferentes) como en la ecuación (6), y/j(f) y/2(0 son funciones dadas. Por ejemplo, 
el sistema en (1) (ejemplo 1) puede escribirse en la forma 

{D — 4)x + 3y = 0, 

-6x + {D + l)y = 0, (10) 


con L^ = D — A, L^ = 'i,L^= —6 y L^ = D + 1. 

Para eliminar la variable dependiente x del sistema en (9) se opera con Lj en la 
primera ecuación y con Lj en la segunda. Así, se obtiene el sistema 

LjLjX + LjL^y = 

L^L^x + L,L^ = LJ^it). (11) 

De la ecuación dos se resta la ecuación uno para obtener una sola 

(L^ - L,L,)y = LJ,{t) - (12) 

con una sola variable dependiente y. Después de calcular para y = y(í) se puede sus¬ 
tituir el resultado en un sistema de las ecuaciones originales en (9) y resolver para 
X = x(í)- 

Alternativamente, se podría eliminar de alguna manera la variable dependiente 
y del sistema original en (9). Y así, se podría obtener la ecuación 


(L,L, - L,L,)x = - L,Ut), 


(13) 


la cual puede resolverse para x = x(í). 

Nótese que el mismo operador L^L^ — aparece en el lado izquierdo en 
ambas ecuaciones en (12) y (13). Este es el determinante operacional 


Li ¿2 


(14) 


del sistema en (9). En notación de determinantes las ecuaciones (12) y (13) pueden 
reescribirse como 




/l(0 ^2 

^3 ^4 

X = 

/2(0 L, 




i-i /,(<) 

^3 ^ 

y = 

i-, /,(') 


(15) 


Es importante notar que los determinantes en el lado derecho en (15) son evaluados 
por medio de la aplicación de los operadores sobre las funciones. Eas ecuaciones en 
(15) son una fuerte reminiscencia de la regla de Cramer para la solución de dos ecua¬ 
ciones lineales en dos variables (algebraicas) y por lo cual son fáciles de recordar. En 
realidad, se puede resolver un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales lle¬ 
vando a cabo el procedimiento de eliminación sistemática descrito en esta sección, o 
por el empleo directo de la notación determinante en (15). Cualquiera de los dos 
procesos es especialmente simple si el sistema es homogéneo [/i(f) = 0 y/ 2 (í) = 0], 
debido a que en este caso los lados en la derecha de las ecuaciones (12), (13) y (15) 
son cero. 
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Ejemplo 2 


Encuéntrese una solución general del sistema 


{D — 4)x + 3y = 0, 


- 6 x + (D + l)y = 0 . 


( 10 ) 


Solución El determinante operacional de este sistema es 

(D - 4)(D + 7) - 3 • (- 6 ) = D2 + 3D - 10. (16) 

De aquí las ecuaciones (13)y(12) son 

x" + 3x' - lOx = 0, 
y" + 3y’ - lOy = 0. 

Ea ecuación característica de cada una es 

r2 + 3r - 10 = (r - 2)(r + 5) = 0, 
tal que sus soluciones generales (separadas) son 

x(í) = 

y{t) = (17) 

En este punto parece haber cuatro constantes arbitrarias a^,a^,b^y b^. Pero del 
teorema 1 de la sección 4.1 se sigue que la solución de un sistema de dos ecuaciones 
de primer orden involucra solamente dos constantes arbitrarias. Esta aparente difi¬ 
cultad demanda una solución. 

Ea explicación es simple: debe haber alguna relación oculta entre las cuatro 
constantes que se puede descubrir sustituyendo las soluciones en (17) en las de las 
ecuaciones originales en (10). Al hacer la sustitución en la primera ecuación se ob¬ 
tiene 


0 = X' — 4x + 3y 

= {2a^e'^‘ — 5a2e“®') — 4(aje^' + + 3(bie^‘ + b^e~^‘)', 

esto es, 

0 = (—2a, + 3fi,)e2' -I- (—9a2 + 3b^e~^K 

Pero y e~^‘ son funciones linealmente independientes; de esto se sigue que 
a, = y y 02 = 3 ¿ 2 - Por tanto, la solución general deseada se da por 

x(f) = f ¿,6^' + \bye~^‘, y(t) = b^e^‘ + b^e~^K 

Obsérvese que este resultado concuerda con la solución general [ecuaciones (4) y 
(5)] obtenida por un método diferente en el ejemplo 1. ■ 

Como se ilustró en el ejemplo 2, el procedimiento de eliminación empleado 
para resolver un sistema lineal frecuentemente introduce un número de constantes 
interdependientes que pueden parecer arbitrarias, pero en realidad no son indepen¬ 
dientes. Entonces, las constantes “extra” deben ser eliminadas por sustitución en la 
solución general propuesta en una o más de las ecuaciones diferenciales originales. 
El número aproximado de constantes arbitrarias en una solución general de un siste¬ 
ma lineal es determinado por la proposición siguiente: 
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Si el determinante operacional en (15) no es idénticamente cero, enton¬ 
ces el número de constantes arbitrarias independientes en una solución 
general del sistema en (9) es igual al orden de su determinante operacio¬ 
nal — que es su grado como un polinomio en D. 

(Para comprobar este hecho, véanse las páginas 144-150 de E. L. Ince, Ordinary 
Dijferential Equations, Dover, Nueva York, 1956). De este modo, la solución general 
del sistema en (10) del ejemplo 2 involucra dos constantes arbitrarias, debido a que 
su determinante operacional + 3D — 10 es de orden 2. 

Si el determinante operacional es idénticamente cero, entonces se dice que el 
sistema es degenerado. Un sistema de este tipo puede no tener solución o puede te¬ 
ner infinitas soluciones independientes. Por ejemplo, las ecuaciones 


Dx — Dy = 0, 

2Dx — 2Dy = 1 

con determinante operacional cero son inconsistentes obviamente y, por tanto, no 
tienen soluciones. Por otro lado, las ecuaciones 

Dx + Dy = t, 

2Dx + 2Dy = 2t 

con determinante operacional cero son obviamente redundantes; se pueden sustituir 
en cualquier función (derivable continuamente) para x{t) y entonces integrar para 
obtener y (í). Vagamente hablando, todo sistema degenerado es equivalente a un sis¬ 
tema inconsistente o a redundante. 

Aunque los procedimientos y los resultados mencionados se describen para el 
caso de un sistema de dos ecuaciones, se puede fácilmente generalizar a sistemas de 
tres o más ecuaciones. Para el sistema 


LjjX + Lj^y -f LjjZ =/i(f), 

E^yX “t“ E2'2y “f E 22 Z ? 


LjjX + Lj^y + LjjZ =/3(í) (18) 

de tres ecuaciones lineales, la variable dependiente x(f) satisface una sola ecuación 
lineal 


-^11 ^13 


/l(0 ^12 '^13 

-^21 ^22 ^23 

X = 

/2(í) L 22 ¿23 

^31 ^32 ^33 


f3^^^ ^32 ^33 


(19) 


con ecuaciones análogas para y = y(f) y z = z{t). Sin embargo, para la mayoría de los 
sistemas de más de tres ecuaciones el método de determinantes operacionales es 
también tedioso e impráctico. 


Vibraciones mecánicas 

Un sistema mecánico comúnmente vibra u oscila de manera periódica en una o más 
formas específicas. Los métodos de esta sección pueden aplicarse generalmente para 
analizar el “modo natural de oscilación” de un sistema dado. El ejemplo 3 ilustra este 
acercamiento. 
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Ejemplo 3 


Solución 


*2 = 2 |=_ 
mmMM '«1 = 2 '«2 = 1 

I y(t) 

Posiciones de equilibrio 

FIGURA 4.2.2. Sistema masa- 
resorte del ejemplo 3. 


En el ejemplo 1 de la sección 4.1 se obtuvieron las ecuaciones 

(D 2 + 3)x+ (- 1 ) 3 ; = 0 , 

- 2 x + (D 2 + 2 )y = 0 ( 20 ) 

para el desplazamiento de dos masas en la figura 4.2.2. Aquí/(í) = 0 porque se asu¬ 
me que no hay fuerza externa. Encuéntrese la solución general del sistema en (20). 

El determinante operacional del sistema en (20) es 

(D" + 3){D^ + 2) - (-l)(-2) = + 5D^ + 4 = (D^ -f + 4). 

Por tanto, las ecuaciones para x(í) y y (í) son 

(D2 + 1)(D2 + 4)x = 0, 

(D2 + 1)(D2 + 4)y = 0. (21) 

Ea ecuación característica (r^ + l^r^ + 4) = 0 tiene raíces i, —i, 2i, y —2i, de tal 
manera que las soluciones generales de las ecuaciones en ( 21 ) son 

x(í) = a^ eos t + a 2 sen t + b^ eos 2t + sen 2t, 

y{t) = Cj eos t + C 2 sen t + d^ eos 2t + sen 2t. ( 22 ) 

Debido a que el determinante operacional es de orden 4, la solución general 
debe contener cuatro (en lugar de ocho) constantes arbitrarias. Cuando se sustituye 
x(í) y y(í) de ( 22 ) en la primera ecuación en ( 20 ), se obtiene 

0 = x" + 3x — y 

= (—«1 eos t — sen t — 4b^ eos 2t — Ab^ sen 2 í) 

+ 3(aj eos t + sen t + b^ eos 2t + b^ sen 2t) 

— (Cj sen í + C 2 sen t + d^ eos 2t + d^ sen 2 í); 


de este modo, 

0 = (2aj — Cj) eos t + (2 c 2 — C 2 ) sen t 

+ (—— (¿j) eos 2t + (—¿2 “ <¿ 2 ) sen 2t. 

Debido a que eos t, eos 2f, sen í, y sen 2t son linealmente independientes, se sigue 
que sus coeficientes en la última ecuación son cero. Así 

Cj = 2aj, C 2 = 202, *^1 “ y *^2 “ 

Por tanto, 

x(f) = Oj eos í + 02 sen t + b^ eos 2t + b^ sen 2f, 
y(f) = 2oj eos t + 202 sen t — bi eos 2f — b^ sen 2t 
es la solución general deseada del sistema en (20). 
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Las ecuaciones en (23) describen oscilaciones libres del sistema masa-resorte 
de la figura 4.2.2 —movimiento sujeto a fuerzas no externas—. Se requerirían cuatro 
condiciones iniciales (comúnmente desplazamientos y velocidades iniciales) para 
determinar los valores de a^, a^, y b^. Entonces, la expresión 

(x(f), y(í)) = aj(cos t, 2 eos í) + a 2 (sen t, 2 sen í) 

+ fi,(cos 2t, 2 eos 2í) + brisen 2t, 2 sen 2í) (24) 

presenta la solución general del sistema en (20) como una combinación lineal de las 
cuatro soluciones particulares. Además, las dos primeras de estas soluciones particu¬ 
lares representan oscilaciones de las masas físicamente similares, al igual que las dos 
últimas. 

En realidad (por las manipulaciones trigonométricas usuales), se puede escribir 
que 


a^ eos t + sen t = A cos(í — a), 
2a^ eos t + 2a^ sen t = 2A cos(í — a) 

eos 2t + ¿2 sen 2t = B cos(2í — ¡3), 
—b^ eos 2t — ¿2 sen 2t = —B cos(2f — /3) 


con A = , tan a = aJa^,B = , y tan ^ = bjb^. Entonces, la 

ecuación (24) toma la forma 


(x, y) = A(Xi, Ji) + 5 (x2 , y 2 ). (25) 

donde las soluciones particulares 

(x¡(f),yi(f)) = (cos(í — a), 2 cos(í — a)) (26) 


y 

(X 2 (f).y 2 (t)) “ (cos(2í — /3), — cos(2í — /3)) (27) 

describen los dos modos naturales de oscilación del sistema masa-resorte. Además, 
exhiben sus dos frecuencias naturales (circular) (x)^ = ly tí>^ = 2. 

Ea combinación lineal en la ecuación (25) representa una oscilación libre arbi¬ 
traria del sistema masa-resorte como una superposición de sus dos modos naturales 
de oscilación con las constantes A,a,B y fi determinadas por las condiciones inicia- 



í 


FIGURA 4.23. Movimiento de 
dos masas en la misma dirección, 
cada una con frecuencia tUj = 1. 



í 


FIGURA 4.2.4. Movimiento de 
dos masas en direcciones opuestas, 
cada una con frecuencia co^ = 2. 


266 Capítulo 4 Introducción o sistemas de ecuaciones diferenciales 


les. La figura 4.2.3 (donde a = 0) ilustra el modo natural de la ecuación (26), 

en la cual las dos masas se mueven en sincronía en la misma dirección e igual fre¬ 
cuencia de oscilación cUj = 1, pero con la amplitud de el doble de la de m, (debido 
a que = 2r,). La figura 4.2.4 (donde ¡3 = 0) ilustra el modo natural (X 2 , 3 ^ 2 ) de la 
ecuación (27), en la cual las masas se mueven en sincronía en direcciones opuestas 
con la misma frecuencia «2 = 2 y con amplitudes de oscilación iguales (debido a que 
3^2 = -Xi)- 



Problemas 


Encuentre las soluciones generales de los sistemas lineales en 
los problemas 1 a 20. Si se dan las condiciones iniciales, ob¬ 
tenga la solución particular que las satisface. En los proble¬ 
mas 1 a 6, emplee un sistema de cómputo o calculadora gráfi¬ 
ca para construir un campo direccional y las curvas solución 
típicas para los sistemas dados. 


1 . x' = -x-y 3y, y' = ly 

2. x' = X — 2y, y' = 2x — 3y 

3. x' = —3x -I- 2y, y' = —3^; -|- 4y; x(0) = 0, y(0) = 2 

4. x' = 3x — y, y' = 5x — 3y, x(0) = 1, y(0) = — 1 

5. x' = —3x — 4y, y' = 2x -|- y 

6. x' = X -\- 9y, y' = —2x — 5y; x(0) = 3, y(0) = 2 

7. x' = 4x -|- y -|- 2t, y' = —2x -|- y 

8 . x' = 2x -I- y, y' = X -1- 2y - e^‘ 

9. x' = 2x — 3y 3- 2 sen 2f,y' = x — 2y — eos 2t 

10. x' 3- 2y' = 4x 3- 5y, 2x' — y' = 3x; x(0) = 1, y(0) = —1 

11. 2y' — x' = X 3- 3y 3- e', 3x' — 4y' = x — 15y 3- e“' 

12. x" = 6x 3- 2y, y" = 3x 3- 7y 

13. x" = -5x -F 2y, y" = 2x - 8y 

14. x" = -4x -r sen f,y" = 4x - 8y 

15. x" - 3y' - 2x = 0,y" -T 3x' - 2y = 0 

16. x" -r 13y' - 4x = 6 sen t,y" - 2x' - 9y = 0 

17. x" -F y" - 3x' - y' - 2x 2y = 0, 

2x" 3- 3y" - 9x' - 2y' - 4x 6y = 0 

18. x' = X 3- 2y 3- z, y' = 6x — y, z' = —X — 2y — z 

19. x' = 4x — 2y, y' = —4x 3- 4y — 2z, z' = —4y 3- 4z 

20. x' = y 3- z 3- e^’,y' = x -t- z, z' = x3-y (Sugerencia: 
resuelva la ecuación característica por inspección.) 

21. Suponga que Lj = a^D^ 3- bfi 3- c, y Lj = afíE 3- bjí) 3- 
Cj, donde los coeficientes son todos constantes, y que x(f) 
es una función dos veces derivadle. Verifique que Lfiyc = 

LjLiV. 

22. Admita que Lpe = tDx 3- x y que Lyc = Dx 3- tx. Determi¬ 
ne que Lfiyc # L^Lpe. Así, los operadores lineales con 
coeficientes variables generalmente no son conmutativos. 


Demuestre que los sistemas en los problemas 23 a 25 son de¬ 
generados. En cada numeral determine —intentando resolver 
el sistema— si tiene número infinito de soluciones o bien, no 
tiene soluciones. 

23. (D-y 2)x-y (D-y 2)y = e-^‘ 

(D + 3)x + (D + 3)y = e-^‘ 


24. (D + 2)x + (D + 2)y = t 
(D -y 3)x -y(D + 3)y = t^ 

25. (D^ -y5D-y 6)x -F D(D -y2)y = 0 
(D -y 3)x 3- Dy = o 


En los problemas 26 a 29 calcule primero el determinante ope- 
racional del sistema dado para definir cuántas constantes ar¬ 
bitrarias deben aparecer en una solución general. Entonces, 
intente resolver el sistema explícitamente para encontrar una 
solución general como tal. 

26. (D^ 3- l)x -F D^y = 2e-‘ 

(D^ - l)x -y D^y = 0 

27. (D^ -y l)x -F (D^ -p 2)y = 2e-‘ 

(D^- l)x-y D^y =0 

28. (D^ -y D)x + D^y = 2e-‘ 

(D^- \)x + (D^ - D)y = Q 

29. (D^ 3- l)x - D^y = 2e-‘ 

(D^ - \)x + D'^y =0 

30. Suponga que la concentración de sal en cada uno de los 
dos tanques de salmuera, del ejemplo 2 de la sección 4.1, 
inicialmente (t = 0) es de 0.5 Ib/gal. Entonces, resuelva el 
sistema en la ecuación (5) para encontrar las cantidades 
x(í) y y(í) de sal en los dos tanques en el instante t. 

31. Suponga que la red eléctrica del ejemplo 3 de la sección 
4.1 está inicialmente abierta —no fluye corriente —. Asu¬ 
ma que se cierra en el instante í = 0; resuelva el sistema 
en la ecuación (9) para encontrar Ift) e Ifyt). 

32. Repita el problema 31, salvo que ahora use la red eléctrica 
en (27) de la sección 4.1. 

33. Vuelva al problema 31 utilizando únicamente la red 
eléctrica del problema 28 de la sección 4.1. Asuma que 
7,(0) = 2 y 2(0) = 0, tal que en el instante í = 0 no hay 
carga en el capacitor. 

34. Tres tanques de 100 gal de salmuera están conectados como 
se indicó en la figura 4.1.13 de la sección 4.1. Asuma que el 
primer tanque contiene inicialmente 100 Ib de sal, mientras 
que los otros dos están llenos con agua fresca. Encuentre 
las cantidades de sal en cada uno de los tres tanques en el 
instante t. (Sugerencia: examine las ecuaciones que se esta¬ 
blecieron en el problema 26 de la sección 4.1.) 

35. Del problema 31 de la sección 4.1, recuerde las ecuacio¬ 
nes de movimiento 

mx" = qBy', my" = —qBx' 

para una partícula de masa m y carga eléctrica q bajo la 
influencia de un campo magnético uniforme B = Bk. Su- 
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ponga que las condiciones iniciales son jc(0) = r(|,y(0) = 
0, Jc'(O) = 0 y y'(0) = —(or^, donde co = qB/m. Muestre 
que la trayectoria de la partícula es una circunferencia de 
radio r^. 

36. Si además del campo magnético B = Sk, la partícula car¬ 
gada del problema (35) se mueve con velocidad v bajo la 
influencia de un campo eléctrico uniforme E = iii, enton¬ 
ces la fuerza que actúa es F = q(E 1 v X B) . Asuma que 
la partícula parte del reposo en el origen. Demuestre que 
su trayectoria es la cicloide 

X = a(l — eos cút), y = —aiojt — sen oif) 

donde a = E/{ojB) y u> = qBjm.ha gráfica de una cicloi¬ 
de como tal se muestra en la figura 4.2.5. 



FIGURA 4.2.5. Sendero cicloidal de la 
partícula del problema 36. 


37. En el sistema masa-resorte del ejemplo 3, suponga para 

este caso que m, = 2,m^ = 0.5, = 75, y = 25. (a) 

Encuentre la solución general de las ecuaciones de movi¬ 
miento del sistema. En particular, muestre que sus fre¬ 
cuencias naturales son <w, = 5 y = 5 ~J3 . (b) Describa 
los modos naturales de oscilación del sistema. 

38. Considere el sistema de dos masas y tres resortes mostra¬ 
do en la figura 4.2.6. Establezca las ecuaciones de movi¬ 
miento 

m\x" = — {ki + k 2 )x + k 2 y. 


m2y" = 

fex - (fe -b fe)y 

j= 

>1 fe — fe ; 




1 

1 ^) 

1 ylt) 


Posiciones de equilibrio 

FIGURA 4.2.6. Sistema mecánico del 
problema 38. 

En los problemas 39 al 46 encuentre la solución general del 
sistema en el problema (38) con las masas y constantes del re¬ 
sorte dadas. Obtenga las frecuencias naturales del sistema 
masa-resorte y describa sus modos naturales de oscilación. Uti¬ 
lice un sistema de cómputo o una calculadora gráfica para ilus¬ 
trar los dos modos naturales (como en lasfigs. 4.2.3 y 4.2.4). 

39. mi = 4, «¡2 = 2, fci = 8, A:2 = 4, A:3 = 0 

40. mi = 2, m2 = 1, ki = 100, k2 = 50, = 0 

41. mi = 1, m2 = 1, ki = 1, A:2 = 4, ¿3 = 1 

42. mi = 1, m2 = 2, ki = \,k2 = '3;ki =2 

43. mi = 1, m2 = 1, ki = 1, A:2 = 2,1:3 = 1 


44. mi = 1, m 2 = 1, ki = 2, A :2 = 1, A :3 = 2 

45. mi = 1, m 2 = 2, ki = 2, A :2 = 4, A :3 = 4 

46. mi = 1, m 2 = 1, ki = 4, A :2 = 6, A :3 = 4 

47. (a) Para el sistema mostrado en la figura 4.2.7, establezca 

las ecuaciones de movimiento 

mx" = —2kx -f ky, 
my" = kx — 2ky + fe, 
mz" = ky — 2 fe. 

(b) Asuma que m = k = 1. Muestre que las frecuencias 
naturales de oscilación del sistema son 

íUj = s¡2 , 0)2 — -^2 — sfz ^yco^— 'J 2 3- s¡2 . 
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FIGURA 4.2.7. 

Sistema mecánico del 


problema 47. 

48. Suponga que la trayectoria (x(t),y(t)) de una partícula que 
se mueve en el plano satisface el problema de valor inicial 

x" - 2y' -f 3 jc = 0, 

y" -f 2 jc' + 3y = 0; 

feO) = 4, y(0) = x'(0) = y'(0) = 0. 

Resuelva este problema para obtener 

x(t) = 3 eos t -f eos 3í, 

y(t) = 3 sen t — sen 3f. 

Verifique que estas ecuaciones describen la hipocicloide 
trazada por un punto P(x, y) fijo en la circunferencia de un 
círculo de radio b = l, que rueda internamente alrededor 
de un círculo de radio a = 4. Si P inicia en A(a, 0) cuando 
í = 0, entonces el parámetro t representa el ángulo AOC 
mostrado en la figura 4.2.8. 



FIGURA 4.2.8. La hipocicloide del 
problema 48. 
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4.2 Aplicación 


Solución de sistemas de álgebra con computadora 


Los sistemas algebraicos en computadora pueden emplearse para resolver sistemas y 
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, considérese el sistema 

/7 Y r/y 

— = 4x — 3y, — = 6x — ly (1) 

dt dt 

del ejemplo 1. La instrucción de Maple 


dsolve( {dif f (x (t), t) = 4>(:x(t) - 3*y(t), 

diff(y(t),t) = 6*x(t) - 7>i:y(t)}, {x(t) ,y(t)}); 


proporciona 

■^(0 = yCSoj — 2a^e~^‘ + y( —3cj + 9a^e^‘, (2) 

y(0 = 7(9 oi “ 6a^e~^‘ + y(—2aj + 6a^e'^‘ 

(después de un poco de simplificación), y la instrucción Mathematica 


DSolve[ {x'[t] == 4 x[t] - 3 y[t], 

y'[t] == 6 x[t] - 7 y[t]}, {x[t],y[t]}, t ] 


obtiene 


x(í) = fijg + 3b^e^‘, y{t) = 3b^e + Ib^e"^'. (3) 

Es evidente que las soluciones generales en (2) y (3) son equivalentes entre sí. ¿Y para 
la solución general 

x(f) = yc,e2'+ y{t) = c^e'^‘ + c^e~^‘ (4) 

hallada en el texto? ¿Cuál es la relación entre las constantes a^,a^ en (2), las constan¬ 
tes fij, ¿2 (^) y constantes Cj, C 2 en (4)7 

Ahora considérese el problema de valor inicial 

x" = —3x + y, x(0) = 0, x'(0) = 6 , (5) 

y" = 2x — 2y, y( 0 ) = 0 , y'( 0 ) = 6 

para el sistema masa-resorte del ejemplo 3. Entonces, la instrucción Maple 

dsolve({diff(x(t),t,t) = -3*x(t) + y(t), 
diff (y(t) ,t,t) = 2>(:x(t) - 2*y(t) , 
x(0) = 0, y(0) = 0, D(x)(0) = 6, D(y)(0) = 6}, 
{x(t),y(t)}); 

y la Mathematica 

DSolve[{x''[t] == -3 x[t] + y[t], 
y' '[t] == 2 x[t] - 2 y[t], 

x[0] == 0, y[0] == 0, x'[0] == 6, y'[0] == 6}, 
{x[t], y[t]}, t ] // ExpToTrig // Slmpllfy 

obtienen la solución 

x(f) = 4 sen t + sen 2t, y{t) = 8 sen t — sen 2t ( 6 ) 

donde se observa una combinación lineal de: 
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• una oscilación con frecuencia 1 en la cual las dos masas se mueven en forma 
sincronizada con la amplitud de movimiento de la segunda masa al doble de la 
primera, y 

• una oscilación de frecuencia 2 en la cual las dos masas se mueven en direccio¬ 
nes opuestas con la misma amplitud de movimiento. 

Igualmente se puede aplicar un sistema de álgebra por computadora para resolver los 
problemas del 1 al 20 y del 39 al 46 de esta sección (proporcionando condiciones 
iniciales para los últimos problemas si se desea). 


.3 


Métodos numéricos para sistemas 


Ahora se presenta la aproximación numérica de soluciones de sistemas de ecuacio¬ 
nes diferenciales. El objetivo es aplicar los métodos de las secciones 2.4 a 2.6 para el 
problema de valor inicial 

► x' = f(í,x), x(g = X(, (1) 

para un sistema de m ecuaciones diferenciales de primer orden. En (1) la variable 
independiente es el escalar í, y 

x = (Xi,X 2 , ...,xj y f = (/i,/ 2 , ...,/J 

son funciones vectoriales. Si las funciones componentes de f y sus derivadas parcia¬ 
les de primer orden son todas continuas en una vecindad del punto (fg, Xg), entonces 
los teoremas 3 y 4 del Apéndice garantizan la existencia y unicidad de una solución 
X = x(í) de (1) en algún subintervalo [del eje í] que contenga íg. Con esta certeza se 
puede proceder a probar la aproximación numérica de esta solución. 

Comenzando con el tamaño de paso ñ, se quiere aproximar el valor de x(í) en 
los puntos íj, t^, fj, ..., donde + h para «SO. Supóngase que ya se han 

calculado las aproximaciones 

X,, Xt, X,, ..., X 

1 ’ 2 ’ 3 ’ ’ n 

para los valores reales 

x(íj), x(g, xcg, ..., x(c) 

de la solución exacta del sistema en (1). Se puede entonces llevar a cabo el paso de 
x^ a la siguiente aproximación ~ x(C^j) por cualquiera de los métodos de las 
secciones 2.4 a 2.6. En esencia, todo lo que se requiere es escribir la fórmula iterati¬ 
va del método seleccionado en la notación vectorial de la presente exposición. 


El método de Euler para sistemas 

Por ejemplo, la fórmula iterativa del método de Euler para sistemas es 

+/zf(í,x„). (2) 

Para examinar el caso m = 2 de un par de ecuaciones diferenciales de primer orden, 
escríbase 


X 

y 


y 



X = 
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Entonces, el problema de valor inicial en (1) es 

x’=f{t,x,y), x{Q=x^, (3) 

y’= g{t,x,y), }'(fo)=yo- 

y los componentes escalares de la fórmula vectorial en (2) son 

Xn + ¥it,,X^,yX (4) 

=yn + hg(t„,X^,yJ. 

Nótese que cada fórmula iterativa en (4) tiene la forma de una sola iteración de 
Euler, pero con y^ insertada como un parámetro en la primera fórmula (para x^^^) y 
con como parámetro en la segunda fórmula (para y„+i). La generalización del 
sistema en (3) de cada uno de los otros métodos en las secciones 2.4 a 2.6 sigue un 
patrón similar. 

El método mejorado de Euler para sistemas consiste de cada paso de cálculo, 
primero el pronosticador 

= x„ + M(í„,x„) (5) 

y luego el corrector 

= ^„+ ^ x„) + f(í„^i, u„^,)]. (6) 

Para el caso del problema de valor inicial de dos dimensiones en (3), los componen¬ 
tes escalares de las fórmulas en (5) y (6) son 

Xn +¥(t„,x„,yj, (7) 

=yn + 


=^n+ 2 ¥it„,x^,yj +/(í„+P (8) 

h 

=yn+ 2 ^S(¥Xn’yn) + SiUl’ 


Ejemplo 1 


Considérese el problema de valor inicial 


x' = 3x — 2y, x(0) = 3; 
y' = 5x - 4y, y(0) = 6. 


La solución exacta del sistema en (9) es 


(9) 


x(f) = 2 e~ 2 < + = 5 g- 2 t -I- g¡_ (¡0) 

Aquí se tiene/(x, y) = 3x — 2y y g(x, y) = 5x — 4y en (3), de modo que las fórmulas 
iterativas de Euler en (4) son 


=x„ + h- (3x„ - 2y„), y„^, = 


y„ + h- (5x„ - 4y„). 
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Con tamaño de paso ñ = 0.1 se calcula 

Xj = 3 + (0.1) • [3 • 3 - 2 • 6 ] = 2.7, 

y^ = 6 + (0.1) • [5 • 3 - 4 • 6 ] = 5.1 

y 

X 2 = 2.7 + (0.1) • [3 • (2.7) - 2 • (5.1)] = 2.49, 

= 5.1 + (0.1) • [5 • (2.7) - 4 • (5.1)] = 4.41. 

Los valores reales en = 0.2 dados por (10) sonx(0.2) « 2.562 y y(0.2) ~ 4.573. 

Para calcular las aproximaciones de Euler mejorado para x(0.2) y y(0.2) con un 
solo paso de tamaño h = 0 . 2 , primero se calculan los pronosticadores 

«1 = 3 + (0.2) • [3 • 3 - 2 • 6 ] = 2.4, 

Uj = 6 + (0.2) • [5 • 3 - 4 • 6 ] = 4.2. 

Entonces las fórmulas del corrector en ( 8 ) producen 

Xj = 3 + (0.1) • ([3 • 3 - 2 • 6 ] + [3 • (2.4) - 2 • (4.2)]) = 2.58, 

ji = 6 + (0.1) • ([5 • 3 - 4 • 6 ] + [5 • (2.4) - 4 • (4.2)]) = 4.62. 

Como se esperaría, un solo paso de Euler mejorado proporciona mayor exactitud que 
dos pasos de Euler ordinario. ■ 


Método de Runge-Kutta y ecuaciones 
de segundo orden 

Ea versión vectorial de la fórmula iterativa para el método de Runge-Kutta es 

^ + + ^4) (11) 

donde los vectores kj, k 2 ,k 3 y k^están deñnidos [por analogía con las Ecs.(5a)-(5d) 
de la sección 2.6] como sigue: 

K = 

> kj = f(C + (12) 

k. = f(í + h,x + ñk,). 

Para describir en notación escalar el método de Runge-Kutta en el problema de 
valor inicial de dos dimensiones 

x’=f{t,x,y), x(ío)=Xo, (3) 

y’= g{t,x,y), y(tg) = yg, 


permite escribir 




y k, 



X = 
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Entonces las fórmulas iterativas de Runge-Kutta para el paso (x^, y^) a la siguiente 
aproximación 1 )) son 


^n+l -Xn+ 6 (^1 + 2^2 + 2^3 + FJ, 

yn+l =yn+ f + 2^2 + 2G3 + G4), 
donde los valores F^, F^, F^, y F^ de la función/ son 

=f(tn’X„,y„), 

Pi =ñK + 2h,x„+ \hF„y^ + hG^), 
P3 =f(tn + 2f^’X^+ hhF^,y^ + \hG^), 
P, =/(í„ + h,x^ + hF^,y^ + hG,y, 


(13) 


(14) 


Gj, G 2 , G 3 , y G 4 son los valores definidos análogamente para la función g. 

Quizás la aplicación más común del método de Runge-Kutta de dos dimensio¬ 
nes es la solución numérica de problemas de valor inicial de segundo orden de la 
forma 


> 


x" = g(t,x,x'), 


(15) 


t 

X = sen t 

y = eos í 

0.5 

-H 0.47943 

-hO.87758 

1.0 

-H0.84147 

-h 0.54030 

1.5 

-H 0.99749 

-h0.07074 

2.0 

-H 0.90930 

-0.41615 

2.5 

-H 0.59847 

-0.80114 

3.0 

-H0.14112 

-0.98999 

3.5 

-0.35078 

-0.93646 

4.0 

-0.75680 

-0.65364 

4.5 

-0.97753 

-0.21080 

5.0 

-0.95892 

-hO.28366 


FIGURA 43.1. Valores de 
Runge-Kutta (con h = 0.05) para 
el problema en la ecuación (18). 


x(ío) = Xg, x'(/) = y^. 

Si se introduce la variable auxiliar y = x', entonces el problema en (15) se transforma 
en un problema de primer orden de dos dimensiones 

x' = y, x(/) = Xq, (16) 

y'= git,x,y), y(ío) = Jo- 

Éste es un problema de la forma en (3) con f(t, x, y) = y. 

Si las funciones/y g no son demasiado complicadas, es factible realizar ma¬ 
nualmente un número razonable de pasos del método de Runge-Kutta de dos dimen¬ 
siones como el aquí descrito. Pero las primeras computadoras electrónicas fueron 
construidas (durante la Segunda Guerra Mundial) especialmente para implementar 
métodos similares al de Runge-Kutta para el cálculo numérico de trayectorias de 
proyectiles de artillería. El material de aplicación para esta sección pone en lista las 
versiones TI-85 y basic del programa RK2DIM que pueden emplearse con sistemas 
de dos dimensiones. 


Ejemplo 2 


Ea solución exacta del problema de valor inicial 


x" = -x; x( 0 ) = 0 , x'( 0 ) = 1 


(17) 


es x(í) = sen í. Ea sustitución y = x' transforma (17) en un problema de dos dimen¬ 
siones 


x' = y, x( 0 ) = 0 ; (18) 

y' = -x, y( 0 ) = l, 

el cual tiene la forma en (3) con/(í, x, y) = y y g(í, x, y) = —x. Ea tabla en la figura 
4.3.1 muestra los resultados producidos para 0 ^ í ^ 5 (rad) empleando el programa 
RK2DIM con tamaño de paso h = 0.05. Eos valores mostrados para x = sen t y 
y = eos t son todos exactos a cinco lugares decimales. ■ 
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Ejemplo 3 


En el ejemplo 4 de la sección 2.3 se consideró una nave espacial que al inicio está 
cayendo libremente hacia la superficie de la Luna. Sus retropropulsores, al quemar¬ 
se, provocan una desaceleración de T = 4 m/s^. Se encontró que un descenso suave 
sobre el satélite se obtiene por la ignición de los retropropulsores cuando la nave está 
a una altura de 41,870 m (justo arriba de 26 mi) sobre la superficie y entonces des¬ 
ciende a una velocidad de 450 m/s. 

Ahora determínese el tiempo de descenso de la nave espacial. Sea la distancia 
x(í) de la nave al centro de la Luna medida en m y el tiempo f en s. De acuerdo con 
el análisis de la sección 2.3 [donde se empleó r(í) en vez de x(í)], x(í) satisface el 
problema de valor inicial 


^ ^ GM_ ^ 4 _ 4.9044 X IQi^ 
dt^ x2 x2 

x(0) =R + 41870 = 1,781,870, x'(0) = -450 


(19) 


donde G ~ 6.6726 X 10 ** N-(m/kg)2 es la constante de gravitación universal y 
M= 7.35 X 1022 kg y i? = ^ 74 X 10® m son la masa y el radio de la Luna. Encuén¬ 
trese el valor de t cuando x(í) = R = l ,740,000. 

El problema en (19) es equivalente al sistema de primer orden 

= y, x(0) = 1,781,870; (20) 

4.9044 X 1012 

= 4 - ---, y(0) = -450. 

X 2 

La tabla en la figura 4.3.2 muestra el resultado de la aproximación Runge-Kutta con 
tamaño de paso h = l (los datos indicados concuerdan con aquellos obtenidos con ta¬ 
maño de paso h = 2). Evidentemente, la llegada a la superficie lunar (x = 1,740,000) 
ocurre en algún momento entre t = 180 y í = 190 s. La tabla en la figura 4.3.3 
muestra una segunda aproximación Runge-Kutta con f(0) = 180, x(0) = 1,740,059, 
y(0) = —16.83 y h = 0.1. Ahora es aparente que el tiempo de descenso de la nave 
a la superficie de la Luna es muy cercana a 187 s; esto es, 3 min 7 s. (Los términos 
de velocidad final en estas dos tablas son positivos porque la nave comienza a as¬ 
cender si sus retropropulsores no fueron apagados en el aterrizaje). ■ 


dx 

dt 

dy 

dx 


t (s) 

X (m) 

V (m/s) 

0 

1,781,870 

-450.00 

20 

1,773,360 

-401.04 

40 

1,765,826 

-352.37 

60 

1,759,264 

-303.95 

80 

1,753,667 

-255.74 

100 

1,749,033 

-207.73 

120 

1,745,357 

-159.86 

140 

1,742,637 

-112.11 

160 

1,740,872 

-64.45 

180 

1,740,059 

-16.83 

200 

1,740,199 

30.77 


FIGURA 43.2. Descenso de la nave a la 
superficie de la Luna. 


t (s) 

X (m) 

V (m/s) 

180 

1,740,059 

-16.83 

181 

1,740,044 

-14.45 

182 

1,740,030 

-12.07 

183 

1,740,019 

-9.69 

184 

1,740,011 

-7.31 

185 

1,740,005 

-4.93 

186 

1,740,001 

-2.55 

187 

1,740,000 

-0.17 

188 

1,740,001 

2.21 

189 

1,740,004 

4.59 

190 

1,740,010 

6.97 


FIGURA 433. Enfocando la atención 
en el aterrizaje suave de la nave espacial. 
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Sistemas de orden superior 

Como se revisó en la sección 4.1, cualquier sistema de ecuaciones diferenciales de 
orden superior puede ser reemplazado con un sistema equivalente de ecuaciones di¬ 
ferenciales de primer orden. Por ejemplo, considérese el sistema 

x" = F{t,x,y,x',y'), (21) 

y" = G(t,x,y,x’,y’) 

de ecuaciones de segundo orden. Si se sustituye 

X = x^, y = x^, x' = Xj = x[, y' = x^ = xj, 
entonces se obtiene el sistema equivalente 

x| = Xj, 
xj = x^, 

xj = F{t,x^,x^,x^,x^, (22) 

xj = G{t,x^,x 2 ,x^,x^ 

de cuatro ecuaciones de primer orden en las funciones no conocidas Xj(í) = x(í), 
X2(0 = y{t), x^(t) y x^(f). Sería cosa de rutina (ligeramente tediosa) escribir una ver¬ 
sión de cuatro dimensiones del programa RK2DIM con el propósito de resolver tal 
sistema. Pero en lenguaje de programación para esos vectores ajustados, un progra¬ 
ma para el método de Runge-Kutta n dimensional es ligeramente más complicado 
que un programa de una dimensión. Por ejemplo, el material de aplicación para esta 
sección enlista el programa Matlab para n dimensiones rkn que tiene un parecido 
muy cercano al programa de una dimensión rk de la figura 2.6.11. 


Ejemplo 4 


Supóngase que el bateo de una bola de béisbol inicia en x^ = 0, y^, = 0 con velocidad 
inicial Vg = 160 ft/s y con ángulo de inclinación inicial 6 = 30°. Si se ignora la re¬ 
sistencia del aire, por métodos elementales de la sección 1.2 se encuentra que la bola 


viaja una distancia (horizontal) de 400 \Í3 ft (aproximadamente 693 ft) en 5 s antes 
de chocar con el piso. Ahora supóngase además de una aceleración gravitacional 
hacia abajo (g = 32 ft/s^), la bola experimenta una aceleración debida a la resisten¬ 
cia del aire de (0.0025)u^ ft/s^, dirigida en oposición a la dirección instantánea de 
movimiento. Bajo estas condiciones, determínese cuánto viajará la bola de béisbol 
horizontalmente. 


Solución 


De acuerdo con el problema 30 de la sección 4.1, las ecuaciones de movimiento de 
la bola de béisbol son 


d^x ^ -cv— 
dG dt ’ dG 


-cv 


dy 

dt 


(23) 


donde v = es la velocidad de la bola y donde c = 0.0025 y g = 32 

en unidades fps. Conviértase en un sistema de primer orden como en la ecuación (22) 
y por tanto obténgase el sistema 


Xj = Xj, 

xj = x^. 


-ex. 


-ex, 


^¡4 + ^4 

+ ^4 


(24) 
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de cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden con 

x,(0) = x^iO) = 0, (25) 

x,iO) = mS, x,(0) = 80. 

Nótese que X 3 (f) y xj,t) son simplemente las componentes x y y del vector velocidad 
de la pelota de béisbol, de modo que v = ^x^ + x^ . Procédase a emplear el mé¬ 
todo de Runge-Kutta para conocer el movimiento de la bola bateada descrito por el 
problema de valor inicial en (24) y (25); primero tómese c = 0 para ignorar la resis¬ 
tencia del aire, y después empléese c = 0.0025 para tomar en cuenta la resistencia 
del aire. 

Sin resistencia del aire. La figura 4.3.4 muestra los resultados numéricos obte¬ 
nidos cuando se aplica un programa Runge-Kutta como rkn con tamaño de paso 
= 0.1 y con c = 0 (sin resistencia del aire). Por conveniencia en la interpretación 
de resultados, la salida impresa en cada paso seleccionado consiste en las coordena¬ 
das horizontal y vertical x y y de la bola de béisbol, su velocidad u y el ángulo de 
inclinación a de su vector velocidad (en grados medidos desde la horizontal). Estos 
resultados concuerdan con la solución exacta cuando c = 0. La bola viaja una dis¬ 
tancia horizontal de 400 \¡3 ~ 692.82 ft en exactamente 5 s, y alcanza una altura 
máxima de 100 ft después de 2.5 s. Obsérvese también que la bola toca el piso en el 
mismo ángulo y con la misma velocidad que su ángulo y velocidad inicial. 
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FIGURA 43.4. Bateo de la pelota de béisbol FIGURA 43.5. Bateo de la pelota de béisbol 

sin resistencia del aire (c = 0). con resistencia del aire (c = 0.0025). 

Con resistencia del aire. La figura 4.3.5 muestra los resultados obtenidos con un 
valor de la resistencia del aire bastante realista de c = 0.0025 para la bola de béisbol 
bateada. Dentro de un centésimo de un ft en cualquiera de las dos direcciones, los 
mismos resultados se obtienen con tamaños de paso h = 0.05y h = 0.025. Ahora se 
observa que con resistencia del aire la bola viaja una distancia inferior a 400 ft, en 
poco más de 4 s. Los datos más precisos en la figura 4.3.6 muestran que la bola viaja 
una distancia horizontal cercana a 340 ft y que la altura máxima es cercana a 66 ft. 
Como se ilustra en la figura 4.3.7, la resistencia del aire se ha convertido en un home 
run sólido dentro de la rutina de vuelo de la bola (si golpea recto al centro del cam¬ 
po) . Nótese también que cuando la pelota golpea el piso tiene un poco menos de la 
mitad de su velocidad inicial (cerca de 79 ft/s) y está cayendo con un ángulo empi¬ 
nado (cercano a 46°). Cada aficionado del béisbol ha observado empíricamente estos 
aspectos de la trayectoria del vuelo de la bola. 
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FIGURA 43.6. Cúspide del bateo de la bola y su impacto con el piso. 


Sólido home run 



FIGURA 43.7. ¿Un “sencillo ouf' 
o un home rurf! 


Métodos de tamaño de paso variable 

El método de Runge-Kutta para grandes sistemas requiere una cantidad apreciable de 
labor de cálculo, incluso cuando se utiliza una computadora. Por esto, al igual que el 
tamaño de paso h no debe ser tan grande que el error en la solución sea inaceptable, h 
no debe ser tan pequeño que se necesiten muchos pasos, y en consecuencia se requie¬ 
ra una cantidad de cálculos inaceptable. Así, la solución numérica en la práctica de 
ecuaciones diferenciales incluye un compromiso entre exactitud y eñciencia. 

Para facilitar este compromiso, los métodos de tamaño de paso variable moder¬ 
nos varían el tamaño de paso h conforme los procesos de solución procedan. Se toman 
tamaños de paso grandes en regiones donde las variables dependientes están cambian¬ 
do lentamente; y tamaños de paso pequeños cuando estas variables están cambiando 
rápidamente, para evitar grandes errores. 

El método de Runge-Kutta con tamaño de paso variable o adaptable emplea, en 
ambos casos, una tolerancia de error mínima asignada MinTol y una tolerancia de 
error máxima MaxTol para tratar de asegurar que el error hecho en el paso típico de 
a x^^j no sea ni demasiado grande (y por tanto, inexacto) ni demasiado pequeño (y por 
tanto, ineñciente). Un esquema bastante simple para realizar esto puede enunciarse 
como sigue: 

• Habiendo obtenido x^ con un paso Runge-Kutta de longitud t^ — t^_^ = h, si 
x<b representa el resultado de un paso Runge-Kutta posterior de longitud h 
y sea x^^' el resultado de dos pasos sucesivos Runge-Kutta, cada uno de lon¬ 
gitud hl2. 

• Sobre las bases de que x^^* debe ser una aproximación más exacta a x(í^ -f h) 
que x<b, tómese 

Err = |x<‘' — x<2>| 

como un estimado del error en x^). 

• Si MinTol = Err á MaxTol, entonces sea x^^j = x<b, = t^ + h, procédase 
al siguiente paso. 

• Si Err < MinTol, ¡entonces el error es demasiado pequeño! Por tanto, sea 
x^^j = x<b, = t^ + h, pero duplicando el tamaño de paso a 2h antes de hacer 
el siguiente paso. 

• Si Err > MaxTol, entonces el error es demasiado grande. Por tanto, se rechaza 
x<b y se empieza de nuevo en x^ con el tamaño de paso dividido en dos partes 
iguales ñ/2. 
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La implementación detallada de este esquema puede ser complicada. Para una 
presentación mucho más completa y amena de los métodos de Runge-Kutta adapta¬ 
dos, véase la sección 15.2 de William H. Press et al., Numerical Recipes: The Art of 
Scientific Computing, Cambridge University Press, Nueva York, 1986. 

Varios paquetes de computación científica ampliamente difundidos (tales como 
Maple, Mathematica, y Matlab) incluyen programas sofisticados de tamaño de paso 
variable que adaptan un número esencialmente arbitrario de ecuaciones diferenciales 
simultáneas. Tales programas, de propósito general, podrían usarse, por ejemplo, 
para modelar numéricamente los componentes principales del sistema solar: el Sol y 
los nueve planetas principales (conocidos). Si m. denota la masa y = (x¡, y¡, z¡), el 
vector de posición del í-ésimo de estos 10 cuerpos, entonces —por las leyes de 
Newton— la ecuación de movimiento de m¡ es 


mr 


Gm.m. 




(r. 

k ll 


(r. - r.). 


(26) 


donde = |r — rj denota la distancia entre m¡ y m.. Para cada / = 1,2,..., 10, la suma 
en la ecuación (26) es sobre todos los valores de j V i desde 1 hasta 10. Las 10 ecua¬ 
ciones vector en (26) constituyen un sistema de 30 ecuaciones escalares de segundo 
orden, y el sistema de primer orden equivalente consiste en 60 ecuaciones diferencia¬ 
les en las componentes de coordenadas y velocidad de los 10 principales cuerpos en 
el sistema solar. Los modelos matemáticos que encierran estas tantas (o más) ecuacio¬ 
nes diferenciales —y que requieren software y hardware sofisticados para su análisis 
numérico— son bastante comunes en ciencia, ingeniería y tecnología aplicada. 


Órbitas satelitales Tierra-Luna 
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FIGURA 43.8. Sistema 
coordenado del centro de masa 
Tierra-Luna. 


Para un ejemplo de un programa cuya solución eficiente requiere métodos de tamaño 
de paso adaptado, considérese un satélite Apolo en órbita alrededor de la Tierra E y 
la Luna M. La figura 4.3.8 muestra un sistema coordenado XjX^, cuyo origen se en¬ 
cuentra en el centro de masa de la Tierra y la Luna y que gira a la velocidad de una 
revolución por “mes lunar”, aproximadamente t = 27.32 días, tal que la Tierra y la 
Luna permanecen fijas en sus posiciones en el eje Xj. Si se toma como medida unita¬ 
ria la distancia (cerca de 384,000 km, asumiendo que es constante) entre los centros 
del planeta y el astro, entonces sus coordenadas son £■(—/r, 0 ) y M (1 — /r, 0 ), donde 
p. = mj+ rtijJ en términos de la masa de la Tierra m¡. y la masa de la Luna 
Si se toma la masa total como la unidad de masa y tIíIty) ~ 4.35 días 

como la unidad de tiempo, entonces la constante gravitacional es G = 1 en la ecua¬ 
ción (26), y las ecuaciones de movimiento de la posición del satélite 5(Xj, Xj) son 


Cj + 2 xj — 


(1 - /r)(Xj -f p) /r(Xi -1 + p.) 


(G 




(27) 


M> 


X 


2 = Xj — 2xj' 


(1 - _ ^^2 


donde r^ y r^^ denotan la distancia del satélite a la Tierra y a la Luna (indicada en la 
fig. 4.3.8). Los dos términos iniciales en el lado derecho de cada ecuación resultan 
de la rotación del sistema coordenado. En el sistema de unidades descrito aquí, la 
masa lunar es aproximadamente = 0.012277471. El sistema de segundo orden en 
(27) puede convertirse en un sistema de primer orden equivalente (de cuatro ecuacio¬ 
nes diferenciales) por sustitución 

x| = Xj, xj = X 4 , tal que x" = xj, x" = xj. 
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1^2 



FIGURA 43.9. Trayectoria del 
Apolo de la Luna a la Tierra 
con velocidad de inserción 
u„ = 7476 km/h. 



FIGURA 43.10. Trayectoria 
del Apolo de la Luna a la Tierra 
con velocidad de inserción 
u„ = 7365 km/h. 


Supóngase que el satélite inicialmente está en una órbita circular en el sentido 
de las manecillas del reloj, de radio aproximadamente 2400 km alrededor de la Luna. 
En su punto más lejano de la Tierra (Xj = 0.994) es “lanzado” a la órbita Tierra-Luna 
con velocidad inicial v^. Las condiciones iniciales correspondientes son 

x¡(0) = 0.994, x^iO) = 0, X3(0) = 0, x^(0) = —Vg. 

Un tamaño de paso adaptado (ode45) en el sistema Matlab se utilizó para resolver 
numéricamente el sistema en (27). Las órbitas en las ñguras 4.3.9 y 4.3.10 se obtu¬ 
vieron con 


Vg = 2.031732629557 y Vg = 2.001585106379, 

respectivamente. (En el sistema de unidades aquí empleadas, la unidad de velocidad 
es aproximadamente 3680 km/h.) En cada caso se obtiene una cerrada pero periódica 
trayectoria de ciclos múltiples cercana a la Tierra y a la Luna —también llamada una 
órbita espacial—, ¡pero un cambio relativamente pequeño en la velocidad inicial 
cambia el número de curvas! Para mayor información, véase el reporte abreviado 
NASA CR-61139, Study of the Methods for the Numerical Solution of Ordinary 
Differential Equations , preparado por O. B. Erancis ,h.et al., para la ÑAS A—George 
C. Marshall, Space Elight Center, Junio, 1966. 

Las llamadas “órbitas espaciales” Luna-Tierra son periódicas —esto es, son 
trayectorias cerradas recorridas repetidamente por el satélite— solamente en un sis¬ 
tema coordenado x¡X 2 girando como se mostró arriba. El satélite en la ñgura 4.3.9 
atraviesa su órbita cerrada y retoma para encontrarse con la Luna cerca de 48.4 días 
después de su inserción dentro de la órbita. Las ñguras 4.3.11 y 4.3.12 ilustran el 
movimiento del mismo satélite —pero en un sistema coordenado xy ordinario no 
rotatorio centrado en la Tierra —, en el cual la Luna rodea al planeta en sentido inver¬ 
so a las manecillas del reloj en una órbita circular cercana, completando una revolu¬ 
ción en casi 27.3 días. La Luna inicia en el punto 5, y después de 48.4 días completa 
un poco más de 1.75 revoluciones alrededor de la Tierra, y alcanza el punto R en el 
cual ocurre su encuentro con el satélite. La ñgura 4.3.11 muestra las posiciones de la 
Luna y el satélite un día y medio después de la inserción del satélite dentro de su 
órbita, cada viaje alrededor de la Tierra generalmente en dirección contraria a las 
manecillas del reloj. La ñgura 4.3.12 muestra sus posiciones un día y medio antes de 
su encuentro en el punto i?; entre tanto, el satélite rodea a la Tierra cerca de 2.5 veces 
en una órbita que (en el sistema coordenado xy indicado) se asemeja a una elipse 
variando lentamente. 








FIGURA 43.11. La Luna y el satélite 
en un sistema coordenado no giratorio 
1.5 días después de la inserción orbital 
del satélite en el punto de inicio S. 
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FIGURA 43.12. La Luna y el satélite 
en un sistema coordenado no giratorio 
1.5 días después de su encuentro en 
el punto R. 
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Problemas 


Una calculadora de bolsillo será suficiente para los problemas 
1 al 8. En cada uno se proporciona un problema de valor ini¬ 
cial y su solución exacta. Aproxime los valores de x(0.2) y 
y(0.2) por tres caminos: (a) por el método de Euler con dos 
pasos de tamaño h = 0.1; (b) por el método de Euler mejorado 
con un solo tamaño de paso h = 0.2 y (c) por el método de 
Runge-Kutta con un solo tamaño de paso h = 0.2. Compare 
los valores aproximados con los valores reales x(0.2) y y(0.2). 

1. x' = X -h 2y, x(0) = 0, 
y' = 2x-l-y,y(0) =2; 

x(t) = e^' — e^‘, y(t) = e^' + e^‘ 

2. x' = 2x -t- 3y, x(0) = 1, 
y'= 2x-h y, y(0) =-1; 
x(t) = e^', y(t) = —e^‘ 

3. x' = 3x -t- 4y, x(0) = 1, 
y = 3x + 2y,y(0) = 1; 

x(t) = i(8e®' - e-‘), y{t) = i(6e«' + g-') 

4. x' = 9x + 5>', x(0) = 1, 
y = -6x - 2y, y(0) = 0; 

x(í) = -5e^‘ + y{t) = 6e^‘ - 6e‘^' 

5. x' = 2x — 5^', x(0) = 2, 

y =4x- 2y,y(0) = 3; 

x(f) = 2 eos 4t — ^ sen 4f, y(t) = 3 eos 4f + sen 4f 

6. x' = X — 2y,x(0) = 0, 
y =2x + y,y(0) =4; 

x(f) = — 4e' sen 2t, y(t) = 4e' eos 2t 

7. x' = 3x — y,x(0) = 2, 
y=x + y,y(0) = 1 , 

x(í) = (f + 2)e^',y(t) = (f + l)e^' 

8. x' = 5x — 9y,x(0) = 0, 
y =2x- y,y(0) = -1; 

x(í) = 3e^' sen 3í, y(t) = e^' sen 3f — eos 3f) 


Para los problemas restantes de esta sección se requiere una 
computadora. En los numerales 9 al 12 se proporcionan un 
problema de valor inicial y su solución exacta. En cada uno de 
estos cuatro problemas, utilice el método de Runge-Kutta con 
tamaños de paso h = 0.1 y h = 0.05 para aproximar a cinco 
cifras decimales los valores x(l) y y(l). Compare las aproxi¬ 
maciones con los valores reales. 

9. x' = 2x — y, x(0) = 1, 
y = X + 2y, y(0) = 0; 

x(f) = e^' eos t, y(t) = e^’ sen t 

10. x' = X + 2y, x(0) = 0, 

y' = X + e^', ^(O) = 0; 

x{t) = ^(2e^‘ — 2e^‘ + 6te^'), 
y(t) = 3(e^> - e-< -i-6te-‘) 

11 . x' = —X — y — (1 + y)e^', x(0) = 0, 

y =-X-y - (t-3t^)e-‘, >’(0) = 1; 

x(f) = e^' (sen t — t),y(t) = e^feos t + C) 

12. x" + X = sen t, x(0) = 0; 
x(f) = ^ (sen t — t eos t) 

13. Suponga que se lanza una ballesta en línea reeta haeia 
arriba eon una veloeidad inieial de 288 ft/s. Si su desaee- 
leraeión, debida a la resisteneia del aire, es (0.04)u, enton- 


ees su altura x(f) satisfaee el problema de valor inieial 
x" = -32 - (0.04)x'; x(0) = 0, x'(0) = 228. 

Eneuentre la altura máxima que aleanza la fleeha y el 
tiempo requerido para que logre esta altura. 

14. Repita el problema 1 3, pero ahora asuma que la desaeele- 
raeión de la ballesta, debida a la resisteneia del aire, es 
igual a (0.0002)u^. 

15. Suponga que se dispara un proyeetil en línea reeta haeia 
arriba eon veloeidad inieial Vg desde la superfieie de la 
Tierra. Si la resisteneia del aire no influye, entonees su 
altura x(f) en el instante t satisfaee el problema de valor 
inieial 


d^x 

dC 


gR^ 


x(0) = 0, x'(0) = Vq. 


(x + R fi ’ 

Utiliee los valores g = 32.15 ft/s^ » 0.006089 mi/s^ para 
la aeeleraeión gravitaeional de la Tierra en su superfieie y 
R = 3960 mi eomo el radio del planeta. Si = 1 mi/s, 
eneuentre la altura máxima aleanzada por el proyeetil y el 
tiempo de aseenso a esta altura. 


Los problemas 16 al 18 abordan la bola de béisbol del ejemplo 

4, que tiene una velocidad inicial de 160 ft/s y un coeficiente 

de resistencia del aire c = 0.0025. 

16. Obtenga la distaneia —el reeorrido horizontal que la bola 
realiza antes de que golpee el piso— y su tiempo total 
de vuelo eon ángulos de inelinaeión inieiales de 40°, 45° 
y 50°. 

17. Eneuentre la inelinaeión (al grado más eereano) inieial 
que maximiza la distaneia que aleanza. Si no hubiera re¬ 
sisteneia del aire debería ser exaetamente 45°, pero su res¬ 
puesta debe ser menor que 45°. 

18. Halle el ángulo (el más eereano a medio grado) de ineli¬ 
naeión inieial mayor que 45° para el eual aleanza una dis¬ 
taneia de 300 ft. 

19. Obtenga la veloeidad inieial de una pelota de béisbol ba¬ 
teada por Babe Ruth (eon c = 0.0025 e inelinaeión inieial 
de 40°) si el golpe eoloea la bola en un punto a 50 ft de 
altura y 500 ft horizontales desde la base del bateador. 

20. Considere el proyeetil del problema 14, disparado eon la 
misma veloeidad inieial de 288 ft/s y una desaeeleraeión, 
debida a la resisteneia del aire, de (0.0002)n^ dirigida en 
sentido opuesto a la direeeión del movimiento. Suponga 
que este proyeetil se lanza a nivel de suelo en un ángulo 
inieial de 45°. Eneuentre qué tan alto vertiealmente y qué 
tan lejos horizontalmente se ubiea y euánto tiempo per- 
maneee en el aire. 

21. Suponga que un proyeetil de artillería se dispara a nivel 
del piso eon una veloeidad inieial de 3000 ft/s y eon án¬ 
gulo de inelinaeión inieial de 40°. Asuma que su desaeele¬ 
raeión, por la resisteneia del aire, es (O.OOOl)n^. (a) ¿Cuál 
es la distaneia que aleanza el proyeetil y euál es el tiempo 
total de vuelo? ¿Cuál es su veloeidad de impaeto eon el 
piso? (b) ¿Cuál es la altitud máxima del proyeetil y qué 
altitud aleanza? (c) Eneontrará que el proyeetil sigue per¬ 
diendo veloeidad en la eúspide de su trayeetoria. ¿Cuál es 
la veloeidad mínima que aleanza durante su deseenso? 
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4.3 Aplicación 


Cometas y vehículo espacial 


La figura 4.3.13 presenta las versiones para TI-85 y basic del programa RK2D1M de 
Runge-Kutta de dos dimensiones. Nótese que es estrechamente similar al progra¬ 
ma de Runge-Kutta de una dimensión presentado en la figura 2.6.11, con el reemplazo 
de una línea (donde es apropiado) por dos para calcular un par de valores o pendien¬ 
tes X y y. Obsérvese también que la notación utilizada es esencialmente la de las 
ecuaciones (13) y (14) de esta sección. Las primeras líneas definen las funciones y 
los datos iniciales necesarios para el ejemplo 1. 

La figura 4.3.14 presenta una implementación para n-dimensiones en Matlab 
del método Runge-Kutta. La función f de matlab define el vector de las partes dere¬ 
chas de las ecuaciones diferenciales en el sistema x' = f(í, x) por resolver. La fun¬ 
ción rkn toma como entrada el valor t inicial de t, el vector columna x de los valo¬ 
res iniciales x, el valor final de í, ti y el número n de subintervalos deseados. Como 
salida se obtiene el vector columna T resultante de valores de í y la matriz X, cuyos 
renglones proporcionan los valores de x correspondientes. Por ejemplo, con f como 
se indica en la figura, la instrucción de Matlab 

[T,X] = rkn(0, [0;1], 5, 50) 

genera los datos mostrados en la tabla de la figura 4.3.1 (la cual muestra solamente 
cada quinto valor de cada variable). 

Pueden utilizarse los ejemplos 1 al 3 de esta sección para probar su propia im¬ 
plementación del método de Runge-Kutta. Posteriormente, investíguense los proble¬ 
mas del cometa y la nave espacial que se describen enseguida. Se cuenta con material 
de aplicación adicional en el sitio web www.pearsoneducacion.net/ed- 
wards con investigaciones adicionales en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), 
que va desde el bateo de pelotas de béisbol hasta las órbitas del Apolo mostradas en 
las figuras 4.3.9 y 4.3.10. 


Aterrizaje de su nave espacial 

Su nave espacial está viajando a una velocidad constante V y se aproxima a un pla¬ 
neta distante similar a la Tierra con masa M y radio i?. Cuando se activa el sistema de 
desaceleración le proporciona un empuje constante T hasta su impacto con la super¬ 
ficie del planeta. Durante el periodo de desaceleración, la 
centro de la Tierra satisface la ecuación diferencial 

d^x — j _ GM 
dfi x2 

donde G ~ 6.6726 X 10^'* N-(m/kg)2 como en el ejemplo 3 
altitud por encima de la superficie debe activarse el sistema 
tocar la superficie suavemente? Para un problema razonable, 

M = 5.97 X 10"^ (kg), 

R = 6.38 X 10'’ (m), 

V = pXm* (km/h), 

T = g + q (m/s2) 

donde g = GM/R^ es la aceleración gravitacional en la superficie del planeta. Selec¬ 
ciónese p como el dígito más pequeño diferente de cero y q como el siguiente dígito 
más pequeño diferente de cero de su número de matrícula estudiantil. Obténganse la 
“altura de ignición” con una precisión al metro entero más cercano y el “tiempo de 
descenso” con una precisión al décimo de segundo más cercano. 


distancia x(í) desde el 


( 1 ) 

. La pregunta es ¿a qué 
de desaceleración para 
se pueden tomar 
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TI-85 

BASIC 

Comentarios 


PR0GRAM:RK2DIM 

Program RK2DIM 

Titulo del programa 


:F=Y 

DEF FN F(T,X,Y) = Y 

Define la función f 


:6=-X 

DEF FN G(T,X,Y) = -X 

Define la función g 


:50^N 

N = 50 

Número de pasos 


:0-^>T 

T = 0 

t inicial 


:0->X 

X = 0 

X inicial 


:1^Y 

Y = 1 

y inicial 


:5^T1 

TI = 5 

t final 


: (Tl-T) /N-^H 

H = (Tl-T)/N 

Tamaño de paso 


:For(I,l,N) 

FOR 1=1 TO N 

Inicio 


:T—>T0 

TO = T 

Guardado previo de t 


:X^XO 

XO = X 

Guardado previo de x 


:Y^YO 

YO = Y 

Guardado previo de y 


:F^F1 

F1 = FNF(T,X,Y) 

Primera pendiente de f 


:G-^61 

G1 = FNG(T,X,Y) 

Primera pendiente de g 


:T0+H/2^T 

T = TO + H/2 

Punto medio t 


:X0+H*F1/2^X 

X = XO + H*Fl/2 

Punto medio del predictor 

X 

:Y0+H*61/2^Y 

Y = YO + H*Gl/2 

Punto medio del predictor 

y 

:F^F2 

F2 = FNF(T,X,Y) 

Segunda pendiente de f 


:G-^G2 

G2 = FNG(T,X,Y) 

Segunda pendiente de g 


:X0+H*F2/2^X 

X = XO + H*F2/2 

Punto medio del predictor 

X 

:Y0+H*G2/2^Y 

Y = YO + H*G2/2 

Punto medio del predictor 

y 

:F^F3 

F3 = FNF(T,X,Y) 

Tercera pendiente de f 


:G-^G3 

G3 = FNG(T,X,Y) 

Tercera pendiente de g 


:TO+H^T 

T = TO + H 

Nuevo t 


:X0+H*F3^X 

X = XO + H*F3 

Punto final del predictor 

de X 

:Y0+H*G3^Y 

Y = YO + H*G3 

Punto final del predictor 

de y 

:F—>F4 

F4 = FNF(T,X,Y) 

Cuarta pendiente de f 


:G-^G4 

G4 = FNG(T,X,Y) 

Cuarta pendiente de g 


:(F1+2*F2+2*F3 
+F4) /6^FA 

FA = (F1+2*F2+2*F3 

+F4)/6 

Promedio pendiente de f 


:(G1+2*G2+2*G3 

+G4)/6^GA 

GA = (G1+2*G2+2*G3 
+G4)/6 

Promedio pendiente de g 


:XO+H*FA-^X 

X = YO + H*FA 

Corrector de x 


:YO+H*GA-^Y 

Y = YO + H*GA 

Corrector de y 


:Disp T,X,Y 

PRINT T,X,Y 

Muestra resultados 


:End 

NEXT I 

Fin 



FIGURA 43.13. Programas en TI-85 y en basic de Runge-Kutta bidimensional. 
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functlon xp = f(t,x) 
xp = x; 
xp(l) = x(2); 
xp(2) = -x(l); 

functlon [T,Y] = rkn(t,x,tl,n) 
h = (ti - t)/n; 

T = t; 

X = X' ; 
for i = l:n 

kl = f(t,x); 
k2 = f(t+h/2,x+h*kl/2); 
k3 = f(t+h/2,x+h*k2/2); 
k4 = f(t+h ,x+h*k3 ); 

k = (kl+2*k2+2*k3+k4)/6; 
t = t + h; 

X = X + h*k; 

T = [T;t]; 

X = [X;x']; 
end 


% tamaño de paso 
% t inicial 
% vector X inicial 
% inicio del ciclo 
% primer vector k 
% segundo vector k 
% tercer vector k 

% cuarto vector k 

% vector k promedio 
% t nueva 
% X nueva 

% actualización del vector t 

% actualización de la matriz x 

% fin del ciclo 


FIGURA 43.14. Implementación en Matlab del método de Runge-Kutta. 


Leyes de Kepler del movimiento planetario (o satelital) 

Considérese un satélite en una órbita elíptica alrededor de un planeta de masa M, y 
supóngase que las unidades físicas están escogidas para que GM = 1 (donde G es la 
constante gravitacional). Si el planeta se localiza en el origen del plano xy, entonces 
las ecuaciones de movimiento del satélite son 


(P-x _ X d^y _ y 

dG (x 2 + y2)3/2 ’ dG (x 2 + y2)3/2 ■ 


( 2 ) 


El periodo de revolución del satélite se representa por T. La tercera ley de Kepler 
dice que el cuadrado de T es proporcional al cubo del semieje mayor a de su órbita 
elíptica. En particular, si GM = 1, entonces 

P = Arr^ay (3) 

(Para mayores detalles véase la sección 11 .6 de Edwards y Penney, Cálculo con trans¬ 
cendentes tempranas, 7a ed., Pearson Educación, México, 2008.) Si se introducen 
las componentes x y y de velocidad del satélite Xj = x' = x[ y x^= y' = xj, entonces 
el sistema en ( 2 ) se transforma en un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de 
primer orden que tiene la forma de las dadas en la ecuación (22) de esta sección. 

(a) Resuélvase numéricamente este sistema de 4 X 4 con las condiciones iniciales 
x( 0 ) = 1 , y( 0 ) = 0 , x'( 0 ) = 0 , y'( 0 ) = 1 


que corresponden teóricamente a una órbita circular de radio a = 1 , tal que la 
ecuación (3) proporciona T = 2tt. ¿Es esto lo que se obtiene? 
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(b) Ahora resuélvase el sistema numéricamente con las condiciones iniciales 

x(0) = 1, XO) = 0, x'(0) = 0, yXO) = jS 

que corresponde teóricamente a una órbita elíptica con semieje mayor a = 2, tal que 
la ecuación (3) proporciona T = drr \f2 . ¿Es esto lo que se obtiene? 


El cometa Halley 

El cometa Halley alcanzó el último perihelio (su punto de acercamiento más cercano 
al Sol en el origen) el 9 de febrero de 1986. Sus componentes de posición y velocidad 
en ese momento fueron 


Po = (0.325514, -0.459460,0.166229) y 
Vq = (-9.096111, -6.916686, -1.305721) 



de la órbita del cometa Halley. 


(respectivamente), con posición en UA (unidades astronómicas, en las cuales la uni¬ 
dad de distancia es el semieje mayor de la órbita de la Tierra) y el tiempo en años. En 
este sistema, las ecuaciones de movimiento del cometa en tres dimensiones son 

dt^ ’ dt^ ’ dt^ ^ ’ 

donde 

¡ju = 477^ y r = . 

Resuélvanse numéricamente las ecuaciones en (4) para verificar la forma de la pro¬ 
yección yz de la órbita del cometa Halley mostrada en la figura 4.3.15. También 
grafíquense las proyecciones xy y xz- 

Ea figura 4.3.16 muestra la gráfica de la distancia r(í) del cometa Halley desde 
el Sol. Ea inspección de esta gráfica indica que éste alcanza una distancia máxima 
(en afelio) cercana a 35 UA en poco menos de 40 años y retoma al perihelio después 
de casi tres cuartos de siglo. Un examen más cuidadoso en la figura 4.3.17 indica que 
el periodo de revolución del cometa Halley es cercano a 76 años. Utilice su propia 
solución numérica para refinar estas observaciones. ¿Cuál es la mejor estimación de 
la fecha en el calendario del siguiente paso del cometa Halley por el perihelio? 



FIGURA 43.16. Gráfica de 200 años de la distancia r{t) del cometa Halley desde el Sol. 
¿Hay una cúspide cerca de r = 75? 


Su propio cometa 

Ea noche antes de su cumpleaños en 2007, usted colocó un telescopio en las cerca¬ 
nías de lo más alto de una montaña. Ea noche es clara, y se tiene un golpe de suerte: 
a las 12.30 a.m. se observa un nuevo cometa. Después de repetir la observación en 
noches sucesivas, es capaz de calcular sus coordenadas en el sistema solar = (Xq, 
Jq, Zp) y su vector de velocidad Vg = (v^, v^) de la primer noche. Utilizando esta 

información, determínese lo siguiente: 
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FIGURA 43.17. Una observación más cuidadosa 
del paso del cometa Halley por el perihelio después 
de casi 76 años. 


• el perihelio del cometa (punto más cercano al Sol) y el afelio (punto más lejano 
desde el Sol). 

• la velocidad del cometa en el perihelio y en el afelio. 

• el periodo de revolución alrededor del Sol. 

• las dos fechas siguientes del paso del cometa por el perihelio. 

Usando unidades de longitud en UA y el tiempo en años Tierra, las ecuaciones 
de movimiento de su cometa están dadas en (4). Para su cometa personal empiece 
con posición inicial aleatoria y los vectores de velocidad con el mismo orden de 
magnitud que el cometa Halley. Repita la elección aleatoria de la posición inicial y 
los vectores de velocidad, si es necesario, hasta obtener una órbita excéntrica que se 
ajuste adecuadamente fuera de la órbita de la Tierra (como la mayoría de los cometas 
reales lo hacen). 




Sistemas lineales 
de ecuaciones 
diferenciales 


Matrices y sistemas lineales 


A unque las técnicas de eliminación simple de la sección 4.2 son suficientes para 
la solución de sistemas lineales pequeños que contienen sólo dos o tres ecuacio¬ 
nes con coeficientes constantes, las propiedades generales de los sistemas lineales 
— así como los métodos de solución adecuados para sistemas grandes— se describen 
más fácil y concisamente usando el lenguaje y la notación de los vectores y las ma¬ 
trices. Para una rápida referencia, y a manera de repaso, esta sección se inicia con los 
conocimientos básicos, así como con la terminología de matrices necesaria. Técnicas 
especiales de álgebra lineal —específicamente aquéllas asociadas con eigenvalores y 
eigenvectores— se introducen en la medida en que se van requiriendo en las seccio¬ 
nes subsecuentes de este capítulo. 


Repaso de la notación de matrices y terminología 

Una matriz A m X n es un arreglo rectangular de m por n números (o elementos) 
acomodados en m renglones (horizontales) y n columnas (verticales): 


flll 

an 

013 

■ • aij ■ 

‘ ‘ din 

«21 

«22 

023 

■ ■ « 2 ; • 

d2n 

031 

«32 

O 33 • 

■ • a^j ■ 



aa 

fl¿3 • 

■ ■ a¡j ■ 

^in 

_ ^ml 

0^2 

^m3 

djnj 

dmn _ 


Las matrices se representan arbitrariamente por letras mayúsculas en “negritas”. 
Algunas veces se usa la abreviatura A = [a,,] para la matriz con el elemento a,y en el 
í-ésimo renglón y la y-ésima columna, como en la ecuación (1). La matriz cero se 
representa como la matriz donde todos sus elementos son cero. 
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Ejemplo 1 


por 


-0 0 ••• 0 - 

0 0 ••• 0 


0 0 ••• 0 


( 2 ) 


En realidad, para cada pareja de enteros positivos my n existe una matriz cero de 
orden mX n, pero el símbolo 0 será suficiente para representar todas estas matrices. 

Se dice que dos matrices mX nA = [a,y] y B = [fiy] son iguales si sus elemen¬ 
tos correspondientes son iguales; esto es, si Cy = fiy para í^i^myí=j = n. Las 
matrices A y B se suman, al adicionar, uno a uno, cada elemento correspondiente: 


> 


A -h B — [ fly ] -h [ bij ] — [ Uij + bij ]. 


(3) 


De este modo, el elemento en el renglón i y la columna j de C = A -I- B es Cij = a¡j 
+ bij. Para multiplicar la matriz A por una constante c, simplemente se multiplica 
cada uno de sus elementos por c: 


> 


cA = Ac = [cay]. 


(4) 


Si 


A = 


entonces 


2 -3 
4 7 


B 


-13 10 

7 -5 


y c = 


3 0 
5 -7 


A + B = 


'2 

-3' 

+ 

■ -13 

10' 


■ -11 

7' 

4 

7 

7 

-5 

— 

11 

2 


'3 

0' 


■ 18 

0' 

5 

-7 


30 

-42 


6C = 6 

(—1)A se representa por —A y se define la resta de matrices como sigue: 

A-B = A-h(-B). (5) 

Estas operaciones con matrices tienen las siguientes propiedades, cada una de 
las cuales es análoga a una propiedad algebraica equivalente en el sistema escalar: 


A-|-0 = 0-|-A = A, A —A = 0; 


(6) 

A-hB = B-hA 

(conmutad vidad); 

(7) 

A + (B + C) = (A + B) + C 

(asociad vidad); 

(8) 

c(A -|- B) = cA -|- cB, 

(distributividad) 

(9) 

(c “H íi)A = cA -\- dA. 


Cada una de estas propiedades se puede verificar fácilmente al aplicarla en cada uno de 
los elementos escalares correspondientes. Por ejemplo, Oy + fiy = b¡j + aij para todo i 
y j debido a que la suma de los números reales es conmutativa. Consecuentemente, 

A -|- B = [ üij -\- bij ] = [ bij -\- üij ] = B -|- A. 
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La transpuesta de una matriz A = [oy] de m x n es la matriz n x m (obsérvese el 
orden diferente) cuya y-ésima columna es el j-ésimo renglón de A (y cuyo renglón 
í-ésimo es la i-ésima columna de A). Así, A^ = [oy], aunque esto no es notacional- 
mente perfecto; se debe recordar que A^ no tendrá la misma forma que A, a menos 
que A sea una matriz cuadrada —esto es, a menos que m = n. 

Una matriz de m x 1 —una que tiene sólo una columna— se llama vector co¬ 
lumna, o simplemente vector. Los vectores columna comúnmente se representan 
por letras minúsculas en negritas, como en 




Xi 

3' 


X2 

-7 

0 X = 


0 





_ Xfn _ 


En forma similar, un vector renglón es una matriz de 1 x n —la que tiene un solo 
renglón—, tal como c = [5 17 0 —3]. Por razones de estética o de tipografía, un 

vector columna por lo general se representa como el transpuesto de un vector renglón; 
por ejemplo, los dos vectores columna anteriores pueden escribirse en las formas 

b=[3 —7 O]^ y x=[xi X2 ■■■ XmY ■ 


Algunas veces es conveniente describir una matriz de m x n en términos de sus 
m vectores renglón o sus n vectores columna. De este modo, si se escribe 


y B = [ bi b2 • • • b„ ], 


se entiende que ai, a 2 ,..., y a^ son los vectores renglón de la matriz Ay que bi, b 2 ,..., 
y b„ son los vectores columna de la matriz B. 



Multiplicación de matrices 

Las propiedades enunciadas en las ecuaciones (6) a (9) son bastante naturales y es¬ 
peradas. La primera sorpresa en el dominio de la aritmética de matrices viene con la 
multiplicación. Si se define primero el producto escalar de un vector renglón a por 
un vector columna b, cada uno con el mismo número p de elementos de la siguiente 
manera 


a=[ai 02 ••• Op ] y b = [¿>i ¿2 ••• 

entonces a • b se define como: 

p 

>• a • b = ^2 ükbk = a\b\ + 02^2 + • • • + Opbp, (10) 

k=í 

exactamente como en el producto punto o producto escalar de dos vectores —un 
tema bastante conocido del cálculo elemental. 

El producto AB de dos matrices está definido solamente si el número de co¬ 
lumnas de A es igual al número de renglones de B. Si A es una matriz m x p y B es 
una matriz p x n, entonces su producto AB es la matriz C = [cy] de m x n, donde 
Cy es el producto escalar del í-ésimo vector renglón a, de A y el y-ésimo vector co¬ 
lumna bj de B. Así 


> 


C = AB = [ a,- • b,- ] . 


( 11 ) 
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En términos de las entradas individuales de A = [a,y] y B = \bij\, la ecuación (11) 
puede ser reconstruida en la forma 

p 

>■ ( 12 ) 

it=i 

Para propósitos de efectuar las operaciones de manera manual, la definición dada en 
las ecuaciones (ll)y(12)es fácil de recordar visualizando la siguiente figura 



flll 

«12 

Cl[p 


'fin 

fil2 ■ 

■ filj • 

‘ ^In 


«21 

0-22 ■ 

^2p 


fi21 

fi22 ■ 

• b2j ■ 

‘ ^2n 

a; — > 

an 

aa ■ 

^ip 








Clm2 

^mp _ 


_ fipl 

bp2 ■ 

■ bpj ■ 

' bpn 


t 

b, 


la cual muestra que se forma el producto punto del vector renglón a¿ con el vector 
columna bypara obtener el elemento Cy en el i-ésimo renglón y lay-ésima columna de 
AB. Puede ser de utilidad pensar en “encimar los renglones de A sobre las columnas 
de B”. Esto también nos recuerda que el número de columnas de A debe ser igual al 
número de renglones de B. 


Ejemplo 2 


Verifiqúese la comprensión de la definición de la multiplicación de matrices obser¬ 
vando que si 



entonces 


2 

-3' 

■ 13 

9' 


■ 14 

18' 

-1 

5 

4 

0 


7 

-9 


De manera similar, compruébese que 


2 -3 1 


X 


2x - 3y + z 

4 5-2 


y 

= 

Ax + 5y — 2z 

6-7 0 


z 


1 

OS 

1 

1_ 


y que 


- 1 2- 

1 


”0 7 -1” 

3 4 


'213' 


2 15 1 

5 6 


-1 3 -2 


4 23 3 

_7 8_ 



6 31 5 


Se puede demostrar, por medio de cálculos directos (aunque largos) y con base 
en su definición, que la multiplicación de matrices es asociativa y también distribu¬ 
tiva con respecto a la suma de matrices; esto es. 


A(BC) = (AB)C 


( 13 ) 
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y 


A(B + C) = AB + AC, (14) 

siempre que las matrices sean de tamaños tales que las multiplicaciones y las sumas 
indicadas sean posibles. 

Pero la multiplicación de matrices no es conmutativa. Esto es, si A y B son 
matrices de n X n (tal que ambos productos AB y BA estén definidos y tengan las 
mismas dimensiones —n X n—) entonces, en general, 

AB ^ BA. (15) 


Además, puede suceder que 


AB = 0 aunque A 7^0 y Bt^O. (16) 

Ejemplos que ilustran los fenómenos en (15) y (16) pueden encontrarse en los pro¬ 
blemas, aunque se pueden construir con facilidad ejemplos propios usando matrices 
2x2 con elementos enteros pequeños. 

Matrices inversas 

Una matriz cuadrada de n x n se dice que tiene orden n. Ea matriz identidad de or¬ 
den n es la matriz cuadrada 


1 = 


para la cual cada entrada de la diagonal principal es 1 y todas las entradas fuera de 
la diagonal son cero. Es fácil verificar que 

>► AI = A = lA (18) 

para toda matriz cuadrada A del mismo orden que I. 

Si A es una matriz cuadrada, entonces una inversa de A es una matriz cuadrada 
B del mismo orden que A tal que, tanto 

AB = I como BA = I. 

No es difícil demostrar que si la matriz A tiene una inversa, entonces ésta es única. 
En consecuencia, se puede hablar de la inversa de A, que se representa por A“'. 
Así 

> AA“‘=I = A^'A, (19) 

dada la existencia de A“^ Es claro que algunas matrices cuadradas no tienen inversa 
—considérese cualquier matriz cuadrada cero—. También es fácil mostrar que si 
A“^ existe, entonces (A“^)“' existe y (A“^)“' = A. 

En álgebra lineal se demuestra que A“* existe si y sólo si el determinante 
det(A) de la matriz cuadrada A es diferente de cero. Si es así, entonces se dice que la 
matriz A es no singular; si el det(A) = 0, entonces A se llama matriz singular. 


10 0 0 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


0 0 0 0 


(17) 
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Ejemplo 3 


Determinantes 


Se asume que los estudiantes han calculado determinantes de 2 x 2 y de 3 x 3 en 
cursos anteriores. Si A = [oy] es una matriz de 2 x 2, entonces su determinante 
det(A) = |a| se define como 


> 


|A| 


«11 «12 
«21 «22 


= aiifl22 ~ «12«21- 


Los determinantes de mayor orden se pueden definir por inducción como sigue. Si 
A = [oy] es una matriz den X n, Ay representa la matriz de (n — í) x (n — 1) obte¬ 
nida de A eliminando su /-ésimo renglón y su y-ésima columna. El desarrollo del 
determinante |a| a lo largo de su /-ésimo renglón está dado por 

n 

IAI = (— 1)' üij I Aij I (para una / fij a), (20a) 

2 = 1 

y su expansión a lo largo de su y-ésima columna es dada por 

n 

|A| = ^(-l)'+^a, 7 |A¿^ | (para unay fija). (20b) 

i=l 

Se puede demostrar en álgebra lineal que independientemente del renglón que se 
utilice en la ecuación (20a), así como de la columna que se use en la ecuación (20b), 
los resultados son los mismos en todos los 2n casos. Por tanto, ¡A| está bien definido 
por estas fórmulas. 


Si 


A = 


3 

4 

-2 


-2 

1 

5 


entonces el desarrollo de A a lo largo de su segundo renglón es 


1 -2 
3 5 


3 -2 
-2 5 


- 1 


iAi = -4.i: :i + 2 

= -4- 11 -h2 • 11 - 1 • 11 = -33. 

Y el desarrollo de |a| a lo largo de su tercera columna es 


3 

-2 


|A| = -2. 

= -2 - 16 - 1 • 11 


4 

-2 


3 

-2 


- 1 • 

-1-5 -2 = -33. 


-|- 5 


Es conveniente usar calculadoras y computadoras para obtener los determinan¬ 
tes de mayor dimensión, así como de matrices inversas, aunque los determinantes y 
matrices inversas de 2 x 2 son fáciles de calcular a mano. Por ejemplo, si la matriz 
de 2 X 2 


A = 


a 

c 


b 

d 


tiene un determinante diferente de cero \A^ = ad — be ^ 0, entonces su matriz inversa es 


> 


A-' 


1 



( 21 ) 


Nótese que la matriz del lado derecho de la ecuación (21) se obtiene a partir de A 
intercambiando los elementos de su diagonal principal y cambiando los signos de los 
elementos fuera de ella. 
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Ejemplo 4 


Si 


A = 


6 

5 


8 

7 


entonces |A| = 6 • 7 — 5 • 8 = 2. Así, la ecuación (21) proporciona 


A-i 




-4 

3 


Puede detenerse para verificar que 


A^'A 



1 0 
0 1 


Matriz de funciones 

Una función con valores matriciales, o simplemente una función matricial, es una 
matriz tal como 


o 


x(í) 


Xi(í) 

XliO 


x„{t) 


(22a) 


A(í) = 


aii(í) 

ai2(í) • ■ 


<221 (0 

< 222(0 

■ ainit) 

(t) 


ü-mn (0 


(22b) 


en la cual cada entrada es una función de t. Se dice que una matriz de funciones A(í) 
es continua (o derivable) en un punto (o en un intervalo) si cada uno de sus elemen¬ 
tos cumple con esta propiedad. La derivada de una matriz de funciones derivadles 
está definida como la derivada de cada uno de sus elementos; esto es 


A'(í) = 


dA 

dt 


düij 

dt 


> 


(23) 


292 


Capítulo 5 Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales 


Ejemplo 5 


II 

t 

t^ 

—t 

> 

II 

sen t 1 

t eos t 


e 




entonces 


í/x 

dt 



A'(í) = 


eos t o 
1 — sen t 


Las reglas de derivación 


d dA dB 

— (A + B) = — + — 
dt dt dt 


d . „ . dB <iA„ 

— (AB) = A-^-B 

dt dt dt 


(24) 


(25) 


se verifican fácilmente aplicando a cada elemento las reglas de derivación análogas 
del cálculo elemental para funciones escalares. Si c es un número real (constante) y 
C es una matriz constante, entonces 


d 

dt 


(cA) = c^, 
dt 


d dA 




(26) 


Debido a que la multiplicación de matrices no es conmutativa, es importante no in¬ 
vertir el orden de los factores en las ecuaciones (25) y (26). 

Sistemas lineales de primer orden 

La notación y terminología de matrices y vectores puede parecer complicada en un 
principio, pero se asimila fácilmente con la práctica. El principal uso de la notación 
de matrices está en la simplificación de los cálculos con sistemas de ecuaciones dife¬ 
renciales, especialmente aquellos que son pesados en la notación escalar. 

Aquí se presentará el sistema general de n ecuaciones lineales de primer orden 



x[ = Pu(t)Xl -f Pl2{t)x2 + ■ ■ 

■ • + P\n{t)Xn + flit), 



X2 = P2\{t)X\ + P22Ít)X2 + ■ ■ 

■ ■ + P2n{t)Xn + f2Ít), 


> 

■*3 = P3lit)Xl + P32Ít)X2 + • ■ 

• ■ + P3n{t)Xn + hit). 

(27) 


X’„ = Pn\{t)Xl + P„2Ít)X2 + ■ ■ 

Pnni^)Xn fni^)- 



Si se introduce la matriz de coeficientes 


P(t) = [p¡jit)] 


y los vectores columna 


x=[x¿] y f(í) = [//(í) ] , 
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entonces el sistema en (27) toma la forma de una sola ecuación matriz 

>► ^ =P(í)x + f(í). (28) 

dt 

Se observará que la teoría general del sistema lineal en (27) va estrechamente en 
paralelo con la de una sola ecuación de orden n. La notación de matrices utilizada en la 
ecuación (28) no sólo enfatiza esta analogía, sino también ahorra una gran cantidad 
de espacio. 

Una solución de la ecuación (28) en el intervalo abierto 7 es un vector de fun¬ 
ciones columna x(í) = [x¿(í)], tal que las funciones que conforman x satisfacen el 
sistema dado en (27) idénticamente con 7. Si las funciones Pijit) y /,(í) son continuas 
en el intervalo 7, entonces el teorema 1 de la sección 4.1 garantiza la existencia en 7 
de una solución única x(í), que satisface las condiciones iniciales asignadas x(a) = b. 


El sistema de primer orden 


x\ = Ax\ — 3x2, 
Xj = 6xi — 7x2 


puede escribirse como una ecuación matriz 


í 7 x 

dt 


4 -3 
6 -7 


x = Px. 


Para verificar que los vectores de funciones 


xi(í) = 


■ ■ 

2e2f 


y 


X2(í) = 



son ambas soluciones de la ecuación diferencial matricial con matriz de coeficiente 
P, es necesario únicamente calcular 


Px, = 


'4 -3' 

■ 3e^‘ ■ 


■ 6e^‘ ■ 

6 -7 

2e^‘ 


4e^‘ 


= X, 


y 


'4 -3' 

e-5t- 


r 

6 -1 



1 

VT) 

1 

7 

_1 


Para investigar la naturaleza general de las soluciones de la ecuación (28), 
considérese primero la ecuación homogénea asociada 

dx 

> —= P(f)x, (29) 

dt 

la cual tiene la forma mostrada en la ecuación (28), pero con f(í) = 0. Era de esperar¬ 
se que contara con n soluciones x,, X 2 ,..., x„ que fueran independientes en algún 
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sentido, y que toda solución de la ecuación (29) fuera una combinación lineal de 
estas n soluciones particulares. Dadas las n soluciones Xi, X 2 ,..., x„de la ecuación 
(29), entonces escribimos 


Xj(t) = 


Xijit) 


(30) 


Xnj (í) 


Por tanto, x,y(í) representa la componente /-ésima del vector x,(í), de modo que el 
segundo subíndice se refiere a la función vector x,(í), mientras que el primer subín¬ 
dice denota una componente de esta función. El teorema 1 es análogo al teorema 1 
de la sección 3.2. 

TEOREMA 1 Principio de superposición 

Sean Xi, X 2 ,..., x„ en el intervalo abierto /, n soluciones de la ecuación lineal ho¬ 
mogénea dada en (29). Si c\, C 2 ,..., c„ son constantes, entonces la combinación 
lineal 


x(í) = CiXi(í) -hC2X2(í) H - hc„x„(í) (31) 

es también una solución de la ecuación (29) en I. 

Demostración. Se sabe que x¿ = P(í)x, para cada / (1 á á n); de aquí se 
concluye de inmediato que 

x' = CiXi -b C 2 X 2 H-h Cnx!„ 

= CiP(í)Xi -b C 2 P(í)X 2 H-b C„P(í)x„ 

= P(í)(ciXi -b C2X2 H-b C„x„). 


Esto es, x' = P(í)x, como se deseaba. Ea notable simplicidad de esta demostración 
permite apreciar claramente las ventajas de la notación de matrices. A 


Ejemplo 6 


Continuación 


Si Xi y X 2 son las dos soluciones de 

dx 

dt 


4 

6 



X 


presentadas en el ejemplo 6, entonces la combinación lineal 


x(í) = CiXi (í) -b C 2 X 2 (í) = Ci 


2e^‘ 


C2 


e~5t 

3e-^‘ 


es también una solución. En forma escalar con x = [xi X 2 ]^, se obtiene la solución 

xi(í) = 3cie^^ -b C2e~^‘, 

X2(í) = 2cie^' -b 3c2e~^\ 


la cual es equivalente a la solución general encontrada por el método de eliminación 
en el ejemplo 2 de la sección 4.2. ■ 
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Independencia y solución general 

La independencia lineal se define para funciones con valores vectoriales de la misma 
manera que para funciones con valores reales (secc. 3.2). Las funciones con valores 
vectoriales Xi, X 2 ,..., x„ son línealmcnte dependientes en el intervalo/siempre que 
existan constantes Ci, C 2 ,..., c„, no todas nulas, tal que 

> ciXi(í) + C 2 X 2 (í) H-hc„x„(í) = 0 (32) 


para toda í en 7. En caso contrario, son línealmente independientes. En forma equi¬ 
valente, existe independencia lineal siempre que una de ellas no sea una combina¬ 
ción lineal de las otras. Por ejemplo, las dos soluciones Xi y X 2 del ejemplo 6 son 
linealmente independientes porque es claro que ninguna de ellas es un múltiplo 
escalar de la otra. 

Tal como en el caso de una ecuación de orden n, existe un determinante wrons- 
kiano que nos dice si n soluciones dadas de la ecuación homogénea en (29) son 

uciones, entonces su 


W(t) = 


1. Si Xi, 

X2,..., 

x„ son tales 

de n X 

n 


Xil(í) 

Xl2Ít) 

••• Xlnit) 

Xllit) 

Xllit) 

■■■ Xlnit) 

X„i(í) 

Xnlit) 

Xnnit) 


(33) 


utilizando la notación dada en (30) para los componentes de las soluciones. Puede 
escribirse W(t) o W(xi, X 2 ,..., x„). Nótese que W es el determinante de la matriz que 
tiene como sus vectores columna las soluciones Xj X 2 ..., x„. El teorema 2 es análogo 
al teorema 3 de la sección 3.2. Además, su demostración es esencialmente la misma 
con la definición de W(xi^X 2 ,..., x„) en la ecuación 33 en lugar de la definición del 
wronskiano de n soluciones de una ecuación de orden n (véanse problemas del 42 al 44). 

TEOREMA 2 Wronskianos de soluciones 

Supóngase que Xi X 2 ,..., x„son n soluciones de la ecuación lineal homogénea 

x' = P(í)x en un intervalo abierto I. Supóngase además que P(í) es continua en 7. 

Sea 

W = iy(Xi,X 2 ,...,X„). 


Entonces: 

• Si Xi, X 2 ,..., x„ son linealmente dependientes en 7, entonces W = 0 en cada 
punto de 7. 

• Si Xi, X 2 ,..., x„son linealmente independientes en 7, entonces 0 en cada 
punto de 7. 

Así, existen sólo dos posibilidades para las soluciones de sistemas homogéneos: 
ya sea que VE = 0 en cada punto de 7, o que W = 0 en ningún punto de 7. 


Es fácil verificar (como en el ej. 6) que 





2e^' 


r 2e^‘ 1 

Xi(í) = 

2e‘ 

e‘ 

, -xiit) = 

0 

. y X 3 (í) = 

! 

t-Tl 

1_ 


Ejemplo 7 


296 Capítulo 5 Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales 


son soluciones de la ecuación 

dx 

dt 


3 -2 
-1 3 

0 -1 


0 

-2 

3 


X. 


El wronskiano de estas soluciones es 



2é 

2e^‘ 

2e^‘ 


2 

2 

2 

Ik = 

2é 

0 

-2e^‘ 

= e‘^‘ 

2 

0 

-2 


é 




1 

-1 

1 


( 34 ) 


el cual nunca es cero. Así, el teorema 2 implica que las soluciones xi_X 2 y X3 son li¬ 
nealmente independientes (en cualquier intervalo abierto). ■ 

El teorema 3 es análogo al teorema 4 de la sección 3.2. Este dice que una 
solución general del sistema de n X n homogéneo x' = P(í)x es una combinación 
lineal 

>- X = ciXi + C 2 X 2 -I -h c„x„ (35) 

de cualesquiera n soluciones linealmente independientes dadas Xi, X2,..., x„. 

TEOREMA 3 Soluciones generales de sistemas homogéneos 

Sean n soluciones linealmente independientes Xj, X2,..., x„de la ecuación lineal 
homogénea x' = P(í)x en el intervalo abierto 7, donde P(f) es continua. Si x(í) es 
cualquier solución de la ecuación x' = P(f)x en 7, entonces existen valores Ci, 
C 2 ,..., c„ tales que 


x(í) = CiXi(í) + C2X2(í) H-h C„x„(í) ( 35 ) 


para toda t en 7. 

Demostración. Sea a un punto fijo de 7. Muéstrese primero que existen núme¬ 
ros de Ci, C2,..., c„ tales que la solución 

y(í) = ciXi(í) -b C2X2(í) H-h C„x„(í) ( 36 ) 

tiene los mismos valores iniciales en í = a que la solución dada x(f); esto es, tal que 

ciXi(a) -b C2X2(fl) H-b C„x„(a) = x(a). ( 37 ) 

Sea X(í) la matriz de n X n con vectores columna Xj, X2,..., x„ y sea c el vector co¬ 
lumna con componentes Ci, C2,..., c„. Entonces la ecuación (37) puede escribirse en 
la forma 


X(a)c = x(a). (38) 

El determinante wronskiano W(c) = | X(a) | es diferente de cero debido a que las 
soluciones Xj X2,..., x„ son linealmente independientes. En consecuencia, la matriz 
X(a) tiene una matriz inversa X(a)“', por lo que el vector c = X(a)“^ x(a) satisface 
la ecuación (38) como se deseaba. 

Einalmente, nótese que la solución dada x(í) y la solución y(í) de la ecuación 
(36) —con los valores de c, determinados por la ecuación c = X(a)“* x(a) — tiene 
los mismos valores iniciales (en t = a). Se concluye entonces, del teorema de exis¬ 
tencia y unicidad de la sección 4.1, que x(f) = y(í) para toda t en 7. Esto establece la 
ecuación (35). A 
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Observación. Todo sistema áe n X n, x' = P(í)x con matriz de coefi¬ 
cientes continuos tiene un conjunto n de soluciones linealmente independientes 
Xi X2. ,x„ como en la hipótesis del teorema 3. Basta seleccionar para Xy(f) la solución 
única tal que 


0 

0 


Xj{a) = 


0 

1 

0 


posición j 


0 


—esto es, el vector columna con todos los elementos cero, excepto por un 1 en el 
renglón j—. (En otras palabras, x,(a) es simplemente la columna j de la matriz iden¬ 
tidad). Entonces 


1T(xi,X 2, ...,x„)|^^^ = |I| = 1 ^0, 

así las soluciones Xj X2,..., x„ son linealmente independientes de acuerdo con el 
teorema 2. Ea forma de encontrar en la realidad estas soluciones de manera explícita 
será materia de la sección 5.2 (para el caso de matrices de coeficientes constantes). 


Problemas de valores iniciales y operaciones 
elementales sobre los renglones de la matriz 

Ea solución general en la ecuación (35) del sistema lineal homogéneo x' = P(í)x 
puede escribirse en la forma 

x(í) = X(í)c, (39) 


donde 


X(í) = [xi(í) X 2 (í) ••• X„(í)] (40) 

es la matriz de n X n cuyos vectores columna son las soluciones linealmente inde¬ 
pendientes X] X2,..., x„ y c = [ci C2 ... c„]^ es el vector de coeficientes en la 

combinación lineal 


x(í) = CiXi(í) -bC2X2(í) H-hc„x„(í). (35) 

Supóngase ahora que se desea resolver el problema de valores iniciales 

> — = Px, x(a) = b, (41) 

dt 

donde el vector inicial b = [fii ¿2 ■ ■ ■ está dado. Entonces, de acuerdo con 

la ecuación (39), es suficiente para resolver el sistema 

X(a)c = b (42) 

con encontrar los coeficientes Ci, C 2 ,..., c„ en la ecuación (35). 
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Por tanto, se revisará brevemente la técnica elemental de reducción de renglo¬ 
nes para resolver un sistema algebraico lineal de n X n 


aiiXi -b «12X2 + • 


«21X1 -b «22X2 + • 

^2n^n — ^2? 

flnlXl “b a„2X2 + ■ 

^nn^n — 


(43) 


con matriz de coeficientes no singular A = [a¡j], vector constante b = [fi,] e incógni¬ 
tas Xi, X2 ,..x„. La idea básica es transformar el sistema en (43) en uno de Xa forma 
triangular superior más simple 


fliiXi -h 012X2 -b • • • -h ai„x„ = bu 
022X2 -b • • • -b a2«X„ = b2, 

t^nn^n — bfi 


(44) 


en el cual sólo las incógnitas Xj, x, + i,..., x„ aparecen explícitamente en laj-ésima 
ecuación (y = 1, 2,..., o). El sistema transformado se resuelve fácilmente por susti¬ 
tución hacia atrás. Primero se resuelve la última ecuación en (44) para x„, después la 
penúltima para x„-i, y así sucesivamente, hasta resolver la primera ecuación para 
obtener Xi- 

La transformación del sistema dado en (43) a la forma triangular superior se 
describe más fácilmente en términos de las operaciones elementales de renglón sobre 
la matriz de coeficientes aumentada 



aii 

«12 ■ 

‘ ^In 

bi~ 

II 

< 

«21 

«22 ■ 

^2n 

b2 



««2 

^nn 



que se obtiene agregando el vector b a la matriz A como una columna adicional. Las 
operaciones elementales de renglón admisibles son de los siguientes tres tipos: 

1. Multipliqúese cualquier renglón (independiente) de la matriz por una constante 
diferente de cero. 

2. Intercámbiese cualesquiera dos renglones de la matriz. 

3. Réstese un múltiplo constante de un renglón de cualquier otro. 

El objetivo es utilizar una secuencia de este tipo de operaciones (una por una) 
para transformar [A | b] en una matriz triangular superior, aquella que tiene ceros en 
la parte inferior de su diagonal principal. Esta matriz de coeficientes triangular supe¬ 
rior aumentada corresponde a un sistema triangular superior como el dado en (44). 
El proceso de transformación de [A | b] consiste en calcular, columna por columna, 
de izquierda a derecha, como en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 8 


Utilícense los vectores solución dados en el ejemplo 7 para resolver el problema de 
valores iniciales 


3 

-2 

0 


0 

-1 

3 

-2 

X, x(0) = 

2 

0 

-1 

3 


6 


í/x 

dt 


( 46 ) 
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Solución A partir del teorema 3 se concluye que la combinación lineal 

X(í) =CiXi(í) + C2X2(í) + C3X3(í) 


C\ 

1 

(N (N 

1_ 

+ 

2e^* 

0 

+ C3 

2e^‘ 

-2e^‘ 






eSt 


es una solución general del sistema lineal de 3 X 3 dado en (46). En forma escalar, 
esto proporciona la solución general 

x\(t) = 2 c\e* + 2c2e^' + 2 c$e^‘, 

X2Ít) = 2 c\e* — 2c3e^^ 

X3(í) = cie^ — C2e^' + C2e^‘. 

Se busca la solución particular que satisfaga las condiciones iniciales 
xi(0) = 0, X 2 ( 0 ) = 2, X 3 ( 0 ) = 6. 

Cuando se sustituyen estos valores en las tres ecuaciones escalares anteriores, se 
obtiene el sistema algebraico lineal 

2ci + 2 c 2 + 2 c 3 = 0, 

2ci — 2 c 3 = 2, 

C1 - C2 + C3 = 6 
con matriz de coeficientes aumentada 



2 2 

2 

i 0 



2 0 

-2 

i 2 



1 -1 

1 

i 6 


La multiplicación por \ de cada uno de los primeros dos renglones resulta en 


” 1 1 

1 

o“ 



1 0 

-1 

1 



1 -1 

1 

6 


entonces la resta tanto del primer renglón 

como del segundo y del tercero resulta en 

la matriz 

‘ 1 1 

1 

i o“ 



0 -1 

-2 

i 1 



0 -2 

0 

i 6 


La primera columna de la matriz tiene ya 

la forma deseada. 

Ahora se multiplica el segundo renglón por — 

1, y se suma dos veces el resul- 

tado al tercer renglón. Por tanto, se obtiene la 

matriz de coeficientes triangular supe- 

rior aumentada 

■ 1 1 

1 

i o' 

n 


0 1 

2 

i-1 



0 0 

4 

i 4 


que corresponde al sistema transformado 





Cl + C2 + 

C3 

= 0, 


C2 + 2c3 

= -1, 



4c3 

= 4. 
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Resolvemos finalmente, uno a la vez, para C3 = 1, C2 = — 3 y Ci = 2. De este modo, 
la solución particular deseada está dada por 


x(í) = 2xi(í) 


3X2(í) + X3(í) = 


Aé - 6e^* 
Aé 

2e‘ + 3e^' 


+ 2e^‘ 
- 2e^‘ 
+ e^‘ 


Soluciones no homogéneas 

Finalmente, se enfocará la atención en los sistemas lineales no homogéneos de la 
forma 

> ^ =P(í)x + f(í). (47) 

dt 

El teorema siguiente es análogo al teorema 5 de la sección 3.2 y se demuestra de la 
misma manera, sustituyendo los teoremas anteriores en esta sección por los teoremas 
análogos de la sección 3.2. De manera concisa, el teorema 4 menciona que la solu¬ 
ción general de la ecuación (47) tiene la forma 

> x(í) =x,.(í) -f Xp(í), (48) 

donde Xp(f) es una sola solución particular de la ecuación (47) y la función com¬ 
plementaria Xc(f) es una solución general de la ecuación homogénea asociada 
x'= P(í)x. 

TEOREMA 4 Soluciones de sistemas no homogéneos 

Sea Xp una solución particular de la ecuación lineal no homogénea dada en (47) 
en el intervalo abierto 7, donde las funciones P(í) y f(í) son continuas. Sean 
Xi, X 2 ,..., x„ soluciones linealmente independientes de la ecuación homogénea 
asociada en 7. Si x(í) es cualquier solución de la ecuación (47) en 7, entonces exis¬ 
ten valores de Ci, C2,..., c„ tales que 

> x(í) = CiXi(í) -f C2X2(í) H - hc„x„(í) -hXp(í) (49) 

para toda t en 7. 


Así, encuéntrese una solución general de un sistema lineal no homogéneo que 
involucra dos pasos separados: 

1. Obtener la solución general Xc(í) del sistema homogéneo asociado; 

2. Encontrar una solución particular Xp(í) del sistema no homogéneo. 

Ea suma x(í) = + Xp(f) será una solución general del sistema no homogéneo. 


El sistema lineal no homogéneo 

x[ = 3xi — 2x2 — 9í -|- 13 , 

X 2 = —xi + 3x2 — 2x3 + 7í — 15, 

X 3 = — X 2 -|- 3x3 — 6 í -|- 7 


Ejemplo 9 
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es de la forma dada en (47) con 


P(í) = 


3 

-2 

0" 


”-9í + 13 

-1 

3 

-2 

, f(0 = 

It - 15 

0 

-1 

3 


-6í+ 7 


En el ejemplo 7 se vio que una solución general del sistema lineal homogéneo 
asociado 


dx 

dt 


3-2 0 

-1 3 -2 

0-1 3 


X 


está dada por 


XfCí) = 


2c\e* + 2c2e^’ + 2c-ie^‘ 
2c\e* — 2c2e^‘ 

c\é — C2e^' + C2e^* 


y puede verificarse, por sustitución, que la función 


Xp(í) = 


3í 

5 

2 í 


(encontrada por medio de un sistema de álgebra por computadora, o tal vez de mane¬ 
ra manual utilizando algunos de los método presentados en la secc. 5.6) es una solu¬ 
ción particular del sistema no homogéneo original. En consecuencia, el teorema 4 
implica que la solución general del sistema no homogéneo está dada por 


x(í) =x,.(í)+Xp(í); 


esto es, por 

xi{t) = 2c\e' + 2c2e^' + 2c3e^^ + 3í, 

X2{t) = 2cie' — 2c3e^^ +5, ■ 

X3(í) = c\e' — C2e^' + C3e^' + 2t. 


5.1 


Problemas 


1. Sean 


4. Sean A y B las matrices dadas en el problema 3 y sean 


Calcule (a) 2A -b 3B; (b) 3A - 2B; (c) AB; (d) BA. 

2. Verifique que (a) A(BC) = (AB)C y que (b) A(B -I- C) = 
AB -I- AC, donde A y B son las matrices dadas en el pro¬ 
blema 1 y 





- - 


■ 2/ ■ 



X = 

e-‘ 

II 

sen t 




cosí 


Obtenga Ay y Bx. ¿Están definidos los productos Ax y 
By? Explique su respuesta. 

5. Sean 


3. 


C = 

'0 2' 
3 -1 


3 2 -T 


'0-3 2‘ 

Encuentre AB y BA si 


A = 

0 4 3 

-5 2 7 

y B = 

1 4 -3 

2 5-1 



0 -1 
-4 5 


1 

1 

3 

y B = 

-7 

3 

- 1 

O (N 

1 


Encuentre (a) 7A -I- 4B; (b) 3A - 5B; (c) AB; (d) BA; (e) 
A - íl. 
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6 . Sean 


'2 r 


■ 1 3 ■ 

-3 2 

, A 2 = 

-1 -2 


'2 4' 


B = 

1 2 



/ 

4 

1 ■ 

2t 

1 ■ 

2t 

1 ■ 

X = 

-2 

1 

x; Xi = e 

-1 

, X 2 = 

-2 



[4 -31 


■ 3e^‘ ■ 


■ 

x' = 

1 

0 

1 

SD 

_ 1 

x; Xi = 

2e^‘ 

,X2 = 

3e-^‘ 


(a) Muestre que AjB = A 2 B y note que Ai ^ A 2 . De este 
modo, la ley de la cancelación no se cumple para ma¬ 
trices; esto es, si AiB = A 2 B y B 0, no se puede 
concluir que Ai = A 2 , (b) Sean A = Ai — A 2 , enton¬ 
ces utilice el inciso (a) para mostrar que AB = 0. En 
consecuencia, el producto de dos matrices diferentes 
de cero puede ser la matriz cero. 

7. Calcule los determinantes de las matrices A y B en el pro¬ 
blema 6 . ¿Son consistentes los resultados con el teorema 
para efecto de que 

det(AB) = det(A) • det(B) 

para cualesquiera dos matrices cuadradas A y B del mis¬ 
mo orden? 

8 . Suponga que A y B son las matrices del problema 5. 
Verifique que el det(AB) = det(BA). 


En los problemas 9 y 10 verifique la ley del producto para la 
derivación fABf' = A'B + AB'. 


9. A(f) 


t 


2 f - 1 ■ 
1 

f 


y B(í) 


1 — t \ 1 

3f2 


10. A(í) = 

e' t 

-t 0 2 

y B(í) = 

1 

K> 

_ 1 


8 í -1 


L 3^ J 


En los problemas 11 al 20 escriba el sistema dado en la forma 
x' = P(í) X -f f(í). 

11. x' = -3y, / = 3x 

12. x' = 3x — 2y, y' = 2x -b y 

13. x' = 2x -b 4y -b 3e', y' = 5x — y — t^ 

14. x' = tx — e'y -b eos t, y' = e^'x -b t^y — sen t 

15. x' = y -b z, y' = z -b X, z' = X -b y 

16. x' = 2x - 3y, y' = X -b y -b 2z, z' = 5y - 7z 

17. x' = 3x - 4y -b z -b í, y' = X - 3z -b z' = 6 y - 7z -b t^ 

18. x' = tx-y + ef, y' = 2x + t^y-z, z' = e^'x-b3fy-bf^z 

19. X¡ = X 2 , Xj = 2 x 3 , -Í 3 = 3 x 4 , X 4 = 4xi 

20. X¡ = X 2 -b X 3 -b 1, Xj = X 3 -b X 4 -b t, 

Xj = X 1 -b X 4 -b t^, X 4 = X 1 -b X 2 -b t^ 


26. x' = 

3 

-1 

-2 

3 

1 

0 <N 

1 

x; xi = e‘ 

1 - 

<N <N 

1 _ 


0 

-1 

3j 


LiJ 


X2 = e^' 

1 

<N 0 

1 

1_ 

, X3 = e^‘ 

1- 

<N <N 

1 

1_ 


1 1 1 


1 1 1 



’O 

1 

1 


1 

27. x' = 

1 

0 

1 

x; Xi = e^' 

1 


1 

1 

0 


1 



1 


0 

X 2 = e ‘ 

0 

, X 3 = e ‘ 

1 


-1 


-1 


L 

j 


L 

j 

1 

2 

1 


1 ■ 

6 

-1 

0 

x; Xi = 

6 

-1 

-2 

-1 


-13 


X 2 = e^' 

2 

3 

, X 3 = e 

-1 

2 


-2 


1 


29. x' = 

1 

1 

Os 00 

-11 

9 

-2 

2 

—It 

x;xi = e 

1 

1 

ts> 

_ 1 


L-6 

-6 

1 


L 2 J 



1 


1 

X 2 = e' 

-1 

, X 3 = e^‘ 

-1 


1 


0 


l_ 

_] 



_l 



- 1 

-4 

0 

-2- 


- 1 - 


0 

1 

0 

0 


0 

x' = 

6 

-12 

-1 

-6 

x; xi = e^' 

0 


_0 

-4 

0 

-1 _ 


_ 1 _ 


X 2 = e ‘ 

1 

H- 0 0 

_1 

, X3 = e' 

1 

0 H- 0 

__1 

, X4 = e' 

- 1 - 
0 

3 


LoJ 


L- 2 j 


_0_ 


En los problemas 31 al 40 obtenga una solución particular del 
sistema lineal indicado que satisfaga las condiciones iniciales 
dadas. 


En los problemas 21 al 30 primero verifique que los vectores 
proporcionados son soluciones de los sistemas dados. Poste¬ 
riormente utilice el wronskiano para mostrar que son lineal¬ 
mente independientes. Por último, escriba la solución general 
del sistema. 


21 . x' = 

4 

2 ' 


r 2 e'i 


■ ^ 2 '- 

-3 

-1 

x; Xi = 

1 

1 

1 _ 

,X 2 = 



22 . x' = 


x; Xi = 


e 

3e^‘ 


X2 = 


2e-^' 



■3 -r 

2í 

■ 1 ■ 

-2t 

■ 1 ■ 

x' = 

_5 -3_ 

x; xi = 

1 

,X 2 = e 

_5_ 


31. El sistema del problema 22: Xi(0) = 0, X 2 ( 0 ) = 5 

32. El sistema del problema 23: Xi(0) = 5, X 2 ( 0 ) = —3 

33. El sistema del problema 24; Xi(0) = 11, X 2 ( 0 ) = —7 

34. El sistema del problema 25; Xi(0) = 8 , X 2 ( 0 ) = 0 

35. El sistema del problema 26: Xi(0) = 0, X 2 ( 0 ) = 0, X 3 ( 0 ) 
= 4 

36. El sistema del problema 27: Xi(0) = 10, X 2 ( 0 ) = 12, 
X3(0) = -1 

37. El sistema del problema 29: Xi(0) = 1, X 2 ( 0 ) = 2, X 3 ( 0 ) 
= 3 

38. El sistema del problema 29: Xi(0) = 5, X 2 ( 0 ) = —7, 
X3(0) = 11 
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39. El sistema del problema 30: Xi(0) = X2(0) = a:3 (0) = X4(0) 

= 1 

40. El sistema del problema 30: JCi(0) = 1, jc2 (0) = 3, JC3(0) = 4, 
JC4(0) = 7 

41. (a) Muestre que los vectores de funciones 


Xi(í) 


t ' 

1 



II 



43. Suponga que los vectores Xi(í) y X 2 (f) del problema 42 son 
soluciones de la ecuación x' = P(í)x, donde la matriz P(í) 
de 2 X 2 es continua en el intervalo abierto I. Compruebe 
que si existe un punto a de / en el cual su wronskiano 
W(a) es cero; entonces existen valores de Ci y C 2 , ambos 
diferentes de cero, tal que CiXi(a) + 02X2(0) = 0 . 
Posteriormente, concluya, por la unicidad de las solucio¬ 
nes de la ecuación x' = P(f)x, que 


son linealmente independientes en toda la recta real, (b) 
¿Por qué se concluye del teorema 2 que no existe una ma¬ 
triz continua P(í) tal que Xj y X 2 sean ambas soluciones de 
x' = P(f)x? 

42. Suponga que uno de los vectores de funciones 


Xi (í) 


Xii(f) 

X2l(t) 


y X 2 (f) 


xn(t) 

xiiit) 


es un múltiplo constante de la otra en el intervalo abierto 
I. Compruebe que su wronskiano W{t) = |[Xy(f)]| debe 
anularse idénticamente en /. Esto demuestra el inciso (a) 
del teorema 2 para el caso de w = 2. 


ClXi(í) -I- C2X2(í) = 0 

para toda f en / ; esto es, que Xi y X 2 son linealmente de¬ 
pendientes. Esto demuestra el inciso (b) del teorema 2 
para el caso de w = 2. 

44. Generalice los problemas 42 y 43 y compruebe el teorema 
2 para un entero positivo arbitrario n. 

45. Sean Xi(í), X2(í),..., x„(í) un vector de funciones cuyas 1- 
ésimas componentes (para alguna i fija) x¡i(t), x, 2 (í),..., 
x,„(í) son funciones escalares linealmente independientes. 
Concluya que las funciones del vector son linealmente 
independientes. 


5.1 Aplicación 


Solución automática de sistemas lineales 


Los sistemas lineales con más de dos o tres ecuaciones comúnmente son resueltos 
con la ayuda de una calculadora o computadora. Por ejemplo, recuérdese que en el 
ejemplo 8 se necesitó resolver el sistema lineal 


2ci -|- 2 c2 -|- 2c3 — 0, 

2ci - 2 c3 = 2, (1) 

C1 - C2+ C3 = 6 


\ÍÍ2,2,2] Í2,B, -21 [U -11 

,1]]+ñ 


112 2 

2 ] 

[2 0 

-2] 

[1 -1 

1 ] ] 

[ [0] [21 [61 ]->E 




[ [0] 


[2] 


[0] ] 

ñ-1+B+C 

[ [2 ] 


[ -31 
[1 ] ] 


FIGURA 5.1.1. Solución del 
sistema AB = B en (1) con TI-86. 


que puede escribirse en la forma AC = B con una matriz de coeficientes A de 3 X 3, 
lado derecho el vector columna de 3 X 1 B = [0 2 6]^ y el vector columna des¬ 
conocido C = [ci C 2 C 3 ]^. La figura 5.1.1 muestra la solución de la calculadora TI 
para C = A“'B, con el resultado de Ci = 2, C 2 = — 3 y C 3 = 1. El mismo resultado 
puede encontrarse utilizando las instrucciones de Maple 

wlth(llnalg): 

A := array([[2, 2, 2], [2, 0, -2], [1, -1, 1]]): 

B := array([[0], [2], [6] ]): 

C := multiply(inverse(A),B); 

las instrucciones de Mathematica 

A = {{2, 2, 2}, {2, 0, -2}, {1, -1, 1}}; 

B = {{0}, {2}, {6}}; 

C = Inverse[A].B 

O las instrucciones de Matlab 


A = [[2 2 2]; [2 0 -2]; [1 -1 1]]; 

B = [0; 2; 6]; 

C = inv(A)*B 


Utilice su propia calculadora o un sistema de álgebra por computadora, con el que 
cuente, para resolver “automáticamente” los problemas 31 al 40 de esta sección. 
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5.2 


El método del eigenvalor para sistemas homogéneos 


Se introduce ahora una eficaz alternativa al método de eliminación para construir la 
solución general de un sistema lineal homogéneo de primer orden con coeficientes 
constantes, 


Xj = aiiXi + ai2X2 + • ■ 

' ‘ Cl\n 9 

x '2 = «21-^1 + aiixi + • ■ 

Cl2n^n 9 

X' = a„iXi + an2X2 + ■ ■ 

-|- üfinXfi. 


Por el teorema 3 de la sección 5.1, se sabe que es suficiente encontrar n vectores 
solución linealmente independientes Xj, X 2 ,..., x„; la combinación lineal 

> x(í) = ciXi + C 2 X 2 H- h C„x„ (2) 


con coeficientes arbitrarios será entonces una solución general del sistema en (1). 

Para buscar los n vectores solución linealmente independientes por analogía, se 
procede con el método de raíces características para resolver una sola ecuación ho¬ 
mogénea con coeficientes constantes (secc. 3.3). Es razonable anticipar los vectores 
solución de la forma 


~ Xi~ 


“ Vie^‘ “ 


■ Vi ■ 

X2 


V2e^‘ 


V2 

X3 

= 

V2,e^‘ 

= 

V3 

-X„_ 


1 

S 

• • 

1_ 


_ _ 


(3) 


donde A, Vi, V 2 ,-.-, v„ son constantes escalares apropiadas. Si se sustituyen 

x¡ = v¡e^‘, x¡ = kVie^‘ , (í = 1, 2,..., n) 

en (1), entonces cada término en las ecuaciones resultantes tiene el factor e^\ tal que 
se pueden cancelar. Esto nos permitirá contar con n ecuaciones lineales, las cuales 
—para valores apropiados de A— se puede esperar resolver para ciertos valores de 
los coeficientes v^, V 2 ,-.-, de la ecuación (3), tal que x(í) = ve^‘ sea, efectivamen¬ 
te, una solución del sistema dado en (1). 

Para investigar esta posibilidad, es más eficiente escribir el sistema dado en (1) 
en la forma matricial 

> x' = Ax (4) 

donde A = [a¿,]. Cuando se sustituye la solución de prueba x = ye^‘ con derivada 
x' = Ave^' en la ecuación (4), el resultado es 

Xye^‘ = Ave^'. 

Cancelamos el factor escalar diferente de cero e^‘ para obtener 

>- Av = Av. (5) 

Esto significa que x = ye^‘ será una solución no trivial de la ecuación (4) siempre 
que V sea un vector diferente de cero y A sea una constante tal que la ecuación (5) 
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se cumpla; esto es, el producto de matrices Av es un múltiplo escalar del vector v. 
La pregunta ahora es: ¿cómo encontrar v y A? 

Para responder, se reescribe la ecuación (5) en la forma 

> (A - AI)v = 0. (6) 

Dada A, éste es un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en las incógnitas V\, 
V 2 ,-.-,Vn. Por un teorema estándar del álgebra lineal, tiene una solución no trivial si 
y sólo si el determinante de su matriz de coeficientes se anula; esto es, si y sólo si 

|A - AI| = det(A - AI) = 0. (7) 

En su formulación más simple, el método del eigenvalor para resolver el sistema x' 
= Ax consiste en encontrar un valor de A tal que la ecuación (7) se cumpla, y poste¬ 
riormente resolver la ecuación (6) con este valor de A para obtener Vi, V 2 ,-.-, v^- 
Entonces x = ye^‘ será un vector solución. El nombre del método proviene de la si¬ 
guiente definición. 


DEFINICIÓN Eigenvalores y eigenvectores 

El número A (cero o diferente de cero) se llama eigenvalor de la matriz A de ta¬ 
maño nX n siempre que 


|A - AI| = 0. (7) 

Un eigenvector asociado con el eigenvalor A es un vector no cero v por consi¬ 
guiente Av = Av, tal que 


(A - AI)v = 0. 


( 6 ) 


Nótese que si v es un eigenvector asociado con el eigenvalor A, de la misma 
manera es cualquier múltiplo escalar constante diferente de cero cv de v; esto se 
concluye de la multiplicación de cada lado de la ecuación (6) por ct^O. 

El prefijo eigen es una palabra alemana con la traducción aproximada de ca¬ 
racterístico en este contexto; los términos valor característico y vector característico 
son de uso común. Por esta razón, la ecuación 


> 


flii — A ai2 ■ ■ ■ a\n 


|A - AI| = 


«21 022 ~ A 


Cl2n 



( 8 ) 


OnX an2 


t^nn 


- A 


se llama ecuación característica de la matriz A; sus raíces son los eigenvalores de 
A. Después de desarrollar el determinante en (8), evidentemente se obtiene un poli¬ 
nomio de grado n de la forma 

(—1)”A" -|- bn-iX" ^ byX bo = 0. (9) 

Por el teorema fundamental del álgebra, esta ecuación tiene n raíces —posiblemente 
algunas serán complejas o repetidas— y de este modo una matriz de n X n tiene n 
eigenvalores (contando repeticiones, si hubiera). Aunque se considera que los ele- 
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mentes de A son números reales, existe la posibilidad de tener eigenvalores y eigen- 
vectores complejos. 

El análisis de las ecuaciones (4) a (7) proporciona una prueba del teorema que 
sigue, el cual es la base del método del eigenvalor para resolver de un sistema lineal 
de primer orden con coeficientes constantes. 


TEOREMA 1 Soluciones de x' = Ax con eigenvolores 

Sea A un eigenvalor (constante) de la matriz de coeficientes A del sistema lineal 
de primer orden 


► 



Si V es un eigenvector asociado de A, entonces 
► x(í) = 

es una solución no trivial del sistema. 


El método del eigenvalor 

La descripción general de este método para resolver el sistema con coeficientes cons¬ 
tantes homogéneos den X n,x' = Ax es de la siguiente manera: 

1. Primero se resuelve la ecuación característica dada en (8) para los eigenvalores 
Al, A2,..., A„ de la matriz A. 

2. Luego se intenta encontrar n eigenvectores linealmente independientes Vi, 
V 2 ,..., v„asociados con estos eigenvalores. 

3. El paso 2 no siempre es posible, pero cuando lo es, se obtienen n soluciones 
linealmente independientes 


Xl(í)=Vle^l^ X 2 (í) = V 2 e^ 2 <, ..., x„(í) = (10) 

En este caso, la solución general de x'= Ax es una combinación lineal 

x(í) = CiXi(í) -h C 2 X 2 (í) H-h C„x„(í) 

de estas n soluciones. 

Se presentarán por separado los diferentes casos que pueden ocurrir, dependiendo de 
si los eigenvalores son distintos o repetidos, reales o complejos. El caso de eigenva¬ 
lores repetidos —raíces múltiples de la ecuación característica— se difiere a la sec¬ 
ción 5.4. 


Eigenvalores reales distintos 

Si los eigenvalores Aj, A2,..., A„ son reales y distintos, entonces cada uno se sustituye 
en la ecuación (6) para obtener los eigenvectores asociados Vi, V2,..., v„. En este 
caso, puede demostrarse que los vectores de la solución particular dada en (10) son 
siempre linealmente independientes. (Por ejemplo, véase la secc. 6.2 de Edwards y 
Penney, Elementary Linear Algebra, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NY, 1988.) En 
cualquier ejemplo en particular esta independencia lineal puede verificarse siempre 
utilizando el determinante wronskiano de la sección 5.1. El siguiente ejemplo ilustra 
el procedimiento. 
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Ejemplo 1 


Encuéntrese la solución general del sistema 


x[ = 4xi + 2 x 2 , 
X2 = 3xi — X2. 


Solución La forma matricial del sistema en (11) es 



La ecuación característica de la matriz de coeficientes es 
4 - A. 2 

3 =(4-l)(-l-A)-6 

= A.2 - 31 - 10 = (A + 2)(A - 5) = 0, 


( 11 ) 


( 12 ) 


que tiene eigenvalores reales distintos li = — 2 yA 2 = 5. 

Para la matriz de coeficientes A en (12) la ecuación del eigenvector (A — II) 
V = 0 toma la forma 


1 

2 

a 


'o' 

L 3 

-1 - A 

b 


0 


para el eigenvector asociado v = [c bY- 

Caso 1. Ai = —2. La sustitución del primer eigenvalor X\ = —2 en la ecuación 
(13) produce el sistema 


'6 

2' 

a 


'o' 

3 

1 

b 


0 


esto es, las dos ecuaciones escalares 


6a + 2b = 0 , 
3a + b = 0. 


(14) 


En contraste con el sistema lineal (algebraico) no singular cuyas soluciones se pre¬ 
sentaron en la sección 5.1, el sistema lineal homogéneo en (14) es singular —las dos 
ecuaciones escalares obviamente son equivalentes (cada una es un múltiplo de la 
otra) — . Por tanto, la ecuación (14) tiene una infinidad de soluciones diferentes de 
cero; se puede seleccionar arbitrariamente a (diferente de cero) y entonces resolver 
para b. 

La sustitución de un eigenvalor 1 en la ecuación del eigenvector (A — ll)v = 0 
siempre conduce a un sistema lineal homogéneo singular y, de entre la infinidad de 
soluciones, generalmente se busca una que sea “simple” con valores enteros peque¬ 
ños (si es posible). Observando la segunda ecuación en (14), la elección de a = 1 
admite que b = —3, y así 



es un eigenvector asociado con Ai = — 2 (como lo es cualquier múltiplo constante de 
Vi diferente de cero). 
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FIGURA 5.2.1. Campo 
direccional y curvas solución para 
el sistema lineal x{ = 4xi + 2 x 2 , 

X 2 = 3xi — X 2 del ejemplo 1. 


Observación. Si en lugar de hacer la elección “más simple” a = l,b = 
-3, se escoge a = c^0,b = —3c, debería obtenerse el eigenvector 


Vi = 


c 

-3c 


= c 


1 

-3 


Debido a que éste es un múltiplo constante del resultado previo, cualquier elección 
que se haga conduce a (un múltiplo constante de) la misma solución 


Xi(í) = 


1 

-3 


-2í 


Caso 2. ^2 = 5. La sustitución del segundo eigenvalor A = 5 en (13) pro 

duce el par 

—a + 2í? = 0, 

3a — 6b = 0 


(15) 


de ecuaciones escalares equivalentes. Con b = 1 en la primera ecuación se obtiene a 
= 2, de tal manera que 


V2 


es un eigenvector asociado a X 2 = 5. Una elección diferente a = 2c, b = c debe 
dar un múltiplo (constante) de V 2 . 

Estos dos eigenvalores y eigenvectores asociados obtienen las dos soluciones 


Xi(í) = 


1 

-3 


y X 2 (í) = 




Éstas son linealmente independientes debido a que su wronskiano 

e-2t 


-3c-2' 


= le 


3í 


es diferente de cero. En consecuencia, una solución general del sistema dado en (11) es 


x(í) = CiXi(í) + C2X2(í) = Ci 



1 ■ 

-2t , 

' 2 ' 

Ci 

-3 

e + C2 

1 


Jt- 


en forma escalar, 

xi(í)= cie“^'+ 2c2e^', 
xiit) = —3c\e~^' + C2e^'. 

Ea figura 5.2.1 muestra algunas curvas solución típicas del sistema dado en (11). Se 
observan dos familias de hipérbolas compartiendo el mismo par de asíntotas: la línea 
x¡ = 2 x 2 obtenida de la solución general con Ci = 0 y la línea X 2 = — 3xi obtenida con 
C 2 = 0. Dados los valores iniciales Xi(0) = bi, X2(0) = b 2 , se observa de la figura que 

• Si {b\, ¿ 2 ) se encuentra a la derecha de la línea X 2 = — 3xi, entonces tanto Xi(í) 
como X 2 (f) tienden a + 00 , conforme í ^ + 00 . 

• Si (¿ 1 , ¿ 2 ) se encuentra a la izquierda de la líneaX 2 = —3xi, entonces tanto Xi(í) 

como X 2 (í) tienden a — 00 , conforme í ^ + 00 . ■ 

Observación. Como en el ejemplo 1, es conveniente, cuando se trabaja 
con un sistema lineal x' = Ax, utilizar los vectores Xj X2_.,., x„ para representar las 
diferentes soluciones vectoriales, siempre que los escalares Xi, X2,..., x„ representen 
los componentes de una solución vectorial x. ■ 
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FIGURA 5.2.2. Tres tanques de 
salmuera del ejemplo 2. 


Análisis por secciones 

Frecuentemente, un sistema o proceso complejo puede separarse en subsistemas más 
simples o “secciones” que se analizan por separado. El sistema total puede entonces 
modelarse describiendo las interacciones entre las diferentes secciones. Así, una 
planta química puede consistir de una sucesión de etapas separadas (o secciones fí¬ 
sicas) en las cuales varios reactivos y productos se combinan o son mezclados. Puede 
suceder que una sola ecuación diferencial describa cada división del sistema y enton¬ 
ces el sistema físico total es modelado por un sistema de ecuaciones diferenciales. 

Como un ejemplo simple de un sistema de tres etapas, la figura 5.2.2 muestra 
tres tanques de salmuera conteniendo Vi, 1^2 y V 3 gal de la solución, respectivamente. 
Agua fresca fluye hacia el tanque 1, mientras que la salmuera mezclada fluye desde 
el tanque 1 hasta el tanque 2, desde éste hacia el tanque 3 y sale finalmente de este 
último. Represéntese con x,(í) la cantidad (en Ib) de sal en el tanque i en el tiempo í 
para /= 1, 2 y 3. Si cada razón de flujo es de r gal/min, entonces un conteo simple 
de las concentraciones de sal, como en el ejemplo 2 de la sección 4.1, obtiene el 
sistema de primer orden 


x[ = —kixi, 

x' = kiXi - k2X2, 

xj = k2X2 - k^Xs, 


donde 


ki 



i = 1,2,3. 


(16) 


(17) 


Ejemplo 2 


Si Vi = 20, V 2 = 40, V 3 = 50, r = 10 (gal/min) y las cantidades iniciales de sal en 
los tres tanques de salmuera, en Ib, son 


xi(0) = 15, X2(0) = V3(0) =0, 


encuéntrese la cantidad de sal en cada uno de los tanques en el tiempo í ^ 0 . 

Solución Sustituyendo en (16) y (17) los valores numéricos dados, se obtiene el problema de 
valores iniciales 



" -0.5 

0.0 

0 . 0 ” 


" 15 

x'(í) = 

0.5 

-0.25 

0.0 

0 

II 

0 


0.0 

0.25 

- 0.2 


0 


para el vector x(í) = [xi(í) X 2 (í) X 3 (í)]^. La forma simple de la matriz 


(18) 


A-kl = 


-0.5 - A 0.0 0.0 

0.5 -0.25 - A 0.0 

0.0 0.25 -0.2 - A 


(19) 


conduce fácilmente a la ecuación característica 

|A - AI| = (-0.5 - A)(-0.25 - A)(-0.2 - A) = 0. 

Así, la matriz de coeficientes A en (18) tiene los eigenvalores distintos Aj = —0.5, 
A 2 = -0.25 y A 3 = -0.2. 
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Caso 1. Aj = —0.5. Sustituyendo X = —0.5 en (19) se obtiene la ecuación 

0.0 0.0 0.0 a 0 

[A + (0.5)-l]v= 0.5 0.25 0.0 b = 0 

[o.O 0.25 O.sJLcJ [o 

para el eigenvector asociado v = [a b cY- Los últimos dos renglones, después de 
dividir entre 0.25 y 0.05, respectivamente, obtienen las ecuaciones escalares 

2a + b =0, 

5¿> + 6 c = 0. 

La segunda ecuación se satisface por ¿=— 6 yc = 5,y entonces la primera ecuación 
obtiene que a = 3. Así, el eigenvector 

Vi = [ 3 -6 5 

está asociado con el eigenvalor Ai = —0.5. 

Caso 2. ^2 = —0.25. Sustituyendo A = —0.25 en (19), se obtiene la ecuación 

—0.25 0 0 a 0 

[A + (0.25) •!]¥= 0.5 0 0 b = 0 

L 0 0.25 0.05 J L c J [o 

para el eigenvector asociado v = [a b cY- Cada uno de los primeros dos renglones 
implica que a = 0, y la división del tercer renglón entre 0.05 obtiene la ecuación 

5b + c = 0, 

la cual se satisface con b = 1, c = —5. Así, el eigenvector 

V 2 = [0 1-5]^ 

está asociado con el eigenvalor A 2 = —0.25. 

Caso 3. A 3 = —0.2. Sustituyendo A = —0.2 en (19), se obtiene la ecuación 

' -0.3 0.0 0 . 0 I [al [o' 

[A + (0.2)-l]v= 0.5 -0.05 0.0 b = 0 

\_ 0.0 0.25 O.oJLcJ Lo_ 

para el eigenvector v. Las primera y tercera hileras implican que a = 0 y b = 0 pero 

dado que la tercera columna es de ceros deja para c un valor arbitrario diferente de 
cero. Así 

V 3 = [0 0 1 ]^ 

es un eigenvector asociado con A 3 = — 0 . 2 . 

La solución general 


x(í) = CiVie^l' + C 2 'V 2 e^^‘ + C3V3e^3' 
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T-r 



t 


FIGURA 5.2.3. Funciones del 
contenido de sal en el ejemplo 2 . 


por tanto, toma la forma 



3” 


0 " 


"0 

x(í) = Ci 

-6 

5 

c(-«-'>'+C 2 

1 

-5 

c(-°-25)'+C3 

0 

1 


Las ecuaciones escalares resultantes son 
x\{t) = 

X2{t) = + C2é’<-'''25)', 

X3(í) = 5ciet~0.5)f _ 5^2g(-0.25)í _|_ ^^g(-0.2)f ^ 

Al imponer las condiciones iniciales xi(0) = 15, ^ 2 ( 0 ) = X 3 ( 0 ) = 0 se obtienen las 
ecuaciones 

3ci = 15, 

—6ci + C2 =0, 

5ci — 5 c2 “E C 3 = 0 

que son fácilmente resueltas (como siguiente paso) para obtener que C\ = 5, C 2 = 30 
y C 3 = 125. Así, finalmente, las cantidades de sal en el tiempo t en los tres tanques de 
salmuera están dadas por 


xi(í) = 15 é;(-°' 5 )', 

;C2(Í) = -30c(-°' 5)' + 30e(-°'25)', 

X3(í) = + 125e<-'’'2)'. 


La figura 5.2.3 muestra las gráficas de xi(í), X 2 (í) y X 3 (f). Como se esperaba, el tanque 
1 es rápidamente “inundado” por el ingreso de agua fresca, y xi(í) ^ 0 , conforme t 
+ 00 . Las cantidades X 2 (í) y X 3 (í) de sal en los tanques 2 y 3 alcanzan su máximo y 
luego tienden a cero cuando el sistema total de los tres tanques se purga de sal, con¬ 
forme f ^ + 00 . ■ 

Eigenvalores complejos 

Si algunos de los eigenvalores son complejos, con tal que sean distintos, el método 
descrito previamente obtiene de todas maneras n soluciones linealmente indepen¬ 
dientes. La única complicación es que los eigenvectores asociados con eigenvalores 
complejos son comúnmente complejos, de tal manera que se tendrán soluciones con 
valores complejos. 

Para obtener soluciones con valores reales, obsérvese que —debido a que se 
asume que la matriz A tiene sólo entradas reales— los coeficientes en la ecuación 
característica en ( 8 ) serán todos reales. En consecuencia, cualesquiera eigenvalores 
complejos se presentarán en pares conjugados complejos. Supóngase entonces que X 
= p + qi y li= p + qi son un par de eigenvalores de este tipo. Si v es un eigenvector 
asociado con A, tal que 


(A - AI)v = 0, 

entonces, tomando en esta ecuación el complejo conjugado, se llega a 


(A — AI)v = 0 


puesto que A = A e I = I (siendo estas matrices reales) y el conjugado de un pro¬ 
ducto complejo es el producto de los conjugados de los factores. De este modo, el 
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conjugado v de v será un eigenvector asociado a A. Por supuesto, el conjugado de un 
vector se define componente a componente; si 


ci\ b\i 


a\ 


bi 

a2 + b2Í 

= 

«2 

+ 

bi 

_ Uyl bfli _ 


- - 


- - 


¿ = a + b¿, 


( 20 ) 


entonces v = a — hi. La solución con valores complejos asociada con A y v es por 
tanto 

x(í) = ye^‘ = = (a + (eos qt + i sen qt)-, 


esto es, 


x(í) = e'" (a eos — b sen qt) + (b eos + a sen qt). (21) 

Debido a que las partes real e imaginaria de una solución de valores complejos son 
también soluciones, se obtienen así las dos soluciones de valores reales 


Xi(í) = Re[x(f)] = e’’‘ (a eos — b sen qt), 
X2(í) = Im[x(f)] = (b eos qt — Si sen qt) 


( 22 ) 


asociadas a los eigenvalores conjugados complejos p ± qi. Es fácil verificar que las 
mismas dos soluciones de valores reales resultan de tomar las partes real e imagina¬ 
ria de ye^'. Más que memorizar las fórmulas en (22), es preferible, en un ejemplo 
específico, proceder de la siguiente manera: 

• Encuéntrese primero, de manera explícita, una solución de valor complejo x(í) 
asociada con el eigenvalor complejo A; 

• Posteriormente, obténganse las partes real e imaginaria Xi(í) y X 2 (í) para con¬ 
seguir dos soluciones de valores reales independientes, correspondientes a los 
dos eigenvalores complejos conjugados A y A. 


Ejemplo 3 


Encuéntrese una solución general del sistema 


dxi 

dt 


= Ax\ 


3X2, 


dX2 

dt 


= 3xi -f 4x2- 


Solución Ea matriz de coeficientes 


A = 


4 

3 


-3 

4 


tiene ecuación característica 


|A - AI| 


4 - A -3 
3 4-A 


(4 - A)2 -p 9 = 0, 


(23) 


y por tanto, tiene los eigenvalores conjugados complejos A = 4 — 3/ y A = 4 -P 3/. 
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Sustituyendo A = 4 — 3/ en la ecuación del eigenvector (A — AI)v = 0 se ob¬ 
tiene la ecuación 


[A 


(4 


3i) ■ I]v = 


' 3i 

-3' 

a 


'o' 

3 

3¿ 

b 


0 


para el eigenvalor asociado v = [a bY. La división de cada renglón entre 3 obtiene 
las dos ecuaciones escalares 

ia — b = 0, 
a + ib = 0, 

cada una de las cuales se satisface con a = \ y b = i. Así v = [1 /]^es un eigenvec¬ 

tor complejo asociado con el eigenvalor A = 4 — 3/. 

La correspondiente solución de valores complejos x(f) = de x' = Ax es 
entonces 


x(í) 


1 

i 


g(4-3¡)í 


! e"^'(cos3í 


i sen3í) = 


cos3í — i sen3í 
i cos3í + sen3í 


10 
8 
6 
4 
2 

>?' 0 
-2 
-4 
-6 
-8 
-10 

-10-8-6-4-2 0 2 4 6 8 10 
^1 

FIGURA 5.2.4. Campo 
direccional y curvas solución para 
el sistema lineal x{ = 4xi — 3x2, 
X 2 = 3jci 4- 4x2 del ejemplo 3. 
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Las partes real e imaginaria de x(f) son las soluciones de valores reales 


— „4r 


Xi(í) = e 


eos 3í 


/ \ 4í 

— sen3í 

sen3í 

y 

X2(0 = e 

eos 3í 


La solución general de valor real de x' = Ax está dada entonces por 


x(í) 


CiXi(0 -f C2X2(0 = 


c\ cos3í — C2sen3í 
ci sen3í -I- C2 Cos3í 


Finalmente, la solución general del sistema dado en (23) en forma escalar es 

x\{t) = eos 3í — C 2 sen3í), 
xiit) = e"^'(cisen3í 4-C2Cos3í)- 

La figura 5.2.4 muestra algunas curvas solución típicas del sistema dado en 
(23). Cada una aparece como una espiral en sentido contrario a las manecillas del 
reloj como si emanara del origen en el plano x¡X 2 . En realidad, debido al factor en 
la solución general, se observa que: 


• A lo largo de cada curva solución, el punto (x¡(t), X 2 (í)) se aproxima al origen 
conforme t—>- —oo, en tanto que 

• El valor absoluto de xi(f) y X2(0 se incrementan ambos sin cota, conforme í ^ 
+ 00 . ■ 



FIGURA 5.2.5. Los tres tanques 
de salmuera del ejemplo 4. 


La figura 5.2.5 muestra un sistema “cerrado” de tres tanques de salmuera con 
volúmenes Vi, V 2 y ¥ 2 - La diferencia entre este sistema y el sistema “abierto” de la 
figuras 5.2.2 es que ahora el flujo que entra al tanque 1 es el que sale del tanque 3. 
Con la misma notación del ejemplo 2, la ecuación (16) se modifica en 


dxi 

dt 

dX2 

dt 

dxT, 

dt 


— kyXi 

kiXi - k2X2, 

k2X2 


-|- k^XT,, 


— ^ 3 X 3 , 


(24) 


donde k, = r¡Vi como en (17). 
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Ejemplo 4 


Solución 


Encuéntrense las cantidades X\{t), X 2 Ít) y x^it) de sal en el tiempo t en los tres tanques 
de salmuera de la figura 5.2.5 si Vi = 50 gal, V 2 = 25 gal, V3 = 50 gal y r = 10 
gal /min. 

Con los valores numéricos dados, (24) toma la forma 


dx 

dt 


- 0.2 0 0.2 

0.2 -0.4 0 

0 0.4 -0.2 


X 


(25) 


con X = [xi X2 ^3]^ como de costumbre. Cuando se desarrolla el determinante de 
la matriz 


A-A-I = 


- 0.2 - A 0.0 0.2 

0.2 -0.4 - A 0.0 

0.0 0.4 -0.2- A 


(26) 


a lo largo de su primer renglón, se encuentra que la ecuación característica de A es 

(-0.2 - A) (-0.4 - A) (-0.2 - A) + (0.2) (0.2) (0.4) 

= -A^ - (0.8) • A^ - (0.2) • A 
= -A [(A + OAf + (0.2f] = 0. 

Así, A tiene eigenvalor cero Aq = 0 y los eigenvalores complejos conjugados A, A 
= -0.4 ± (0.2)/. 


Caso 1. Aq = 0. La sustitución de A = 0 en la ecuación (26) obtiene la ecuación 
del eigenvector 


(A 


-0.2 0.0 0.2 


a 


0 

0.2 -0.4 0.0 


b 

= 

0 

0.0 0.4 -0.2 


c 


0 


para v = [a b cY- El primer renglón obtiene a = c y el segundo renglón a = 2b, 
así Vo = [2 1 2Y es un eigenvector asociado al eigenvalor Aq = 0. La solución 

correspondiente Xo(í) = Voe^“'de la ecuación (25) es la solución constante. 


xo(í) = 



(27) 


Caso 2: A = —0.4 — (0.2)/. La sustitución de A = —0.4 — (0.2)/ en (26) obtiene 
la ecuación del eigenvector 



0.2 + (0.2)/ 

0.0 

0.2 


a 

[A - (-0.4 - (0.2)/)!] V = 

0.2 

(0.2)/ 

0.0 


b 


0.0 

0.4 

0.2 + (0.2)/ 


c 


0 

0 

0 


La segunda ecuación (0.2)a + (0.2)ib = 0 se satisface con a = ly b = i. Entonces la 
primera ecuación 


[0.2 + (0.2)/]a + (0.2)c = 0 
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obtiene c = —1 — i. Por consiguiente v = [1 i (—1 — 0]^ es un eigenvector 
complejo asociado con el eigenvalor complejo A = —0.4 — (0.2)/. 

La solución correspondiente con valores complejos x(f) = de (25) es 


x(í) = [ 1 

= [1 


-1 -/ ]%(-0-4-0.2Or 
— 1 — i e*~*^'^^'(cos0.2í — i sen0.2í) 




cos0.2í — i sen0.2í 
sen 0.2/ + i eos 0.2/ 

— eos 0.2/ — sen 0.2/ — i eos 0.2/ + i sen 0.2/) 


Las partes real e imaginaria de x(/) son las soluciones de valores reales 


Xi(/) 


g(-0.4)r 


eos 0.2/ 
sen 0.2/ 

— eos 0.2/ — sen 0.2/ 


X2(0 


g(-ü.4)r 


— sen 0.2/ 
eos 0.2/ 

— eos 0.2/ + sen 0.2/ 


(28) 


La solución general 


x(/) = CoXo(/) + CiXi(/) + C2X2(/) 
tiene componentes escalares 


x\{t) = 2co + eos 0.2/ — C 2 sen0.2/), 

X 2 (/) = co + senO.2/+ C 2 cosO.2/), (29) 

X 3 (t) = 2co + —C 2 ) eos 0.2/ +(—ci +C2)sen0.2/] 

que proporcionan las cantidades de sal en los tres tanques en el tiempo /. 

Obsérvese que 


Xi(/) +X2(/) +X3(/) = 5co. 


(30) 



FIGURA 5.2.6. Funciones del 
contenido de sal del ejemplo 4. 


Por supuesto, la cantidad total de sal en el sistema cerrado es constante; la constante 
cq en (30) es la quinta parte de la cantidad total de sal. Debido a los factores 
en cada una de las ecuaciones en (29), se observa que 

lím xi(/) = 2 co, lím X2(/) = co, y lím X3(/) = 2 co. 

t—^oo í^oo f—>00 

Así, conforme / ^ +00, la sal en el sistema se aproxima a la distribución en estado- 
estable con 40% de la sal en cada uno de los dos tanques de 50 gal y 20% en el tanque 
de 25 gal. Consecuentemente, cualquiera que sea la distribución inicial de sal en los 
tres tanques, la distribución límite es de concentración uniforme en todo el sistema. 
La figura 5.2.6 muestra las gráficas de las tres funciones solución con cq = 10, Ci = 30 
y C 2 = — 10, en cuyo caso 


jci(0) = 50 y X2(0) = X3(0) = 0. 
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5.2 


Problemas 


En los problemas 1 al 16 aplique el método de eigenvalor de 
esta sección para encontrar la solución general del sistema 
dado. Si se proporcionan valores iniciales, encuentre también 
la solución particular correspondiente. Para cada problema, 
utilice un sistema de cómputo o una calculadora gráfica para 
construir un campo direccional y las curvas solución típicas 
para el sistema dado. 

1 . x[ = Xi + 2 x 2 , -*2 = + X 2 

2. x'¡ = 2xi + 3x2, ^2 = 2xi + X2 

3. x'¡ = 3xi + 4x2, ^2 = 3xi + 2x2', -*^i(0) = X2(0) = 1 

4 . x[ = 4 xi + X2, x '2 = 6x1 — X2 

5 . x¡ = 6x1 — 7x2, Xj = xi — 2x2 

6. x¡=9xi+5x2, Xj = — 6 x 1 — 2 x 2 ; xi ( 0 ) = 1 , X 2 ( 0 ) = 0 

7 . x¡ = — 3 xi + 4x2, x'2 = 6x1 — 5x2 

8 . X¡ = Xl — 5 X 2 , X2 = Xl — X2 

9 . x¡ = 2 xi — 5x2, x'2 = 4 xi — 2x2; xi( 0 ) = 2 , X2(0) = 3 

10 . x¡ = — 3 xi — 2x2, x'2 = 9 xi + 3x2 

11 . xj = Xl — 2x2, X2 = 2 xi + X2; xi( 0 ) = 0 , X2(0) = 4 

12 . X¡ = Xl — 5 X 2 , Xj = Xl + 3 X 2 

13 . x¡ = 5 xi — 9x2, x'2 = 2 xi — X2 

14 . x¡ = 3 xi — 4x2, x'2 = 4 xi + 3x2 

15 . x¡ = 7 xi — 5x2, x'2 = 4 xi + 3x2 

16 . x¡ = — 50 xi + 20x2, x'2 = lOOxi — 60 x 2 

En los problemas 17 al 25 los eigenvalores de la matriz de 
coeficientes pueden encontrarse por inspección y factoriza- 
ción. Aplique el método eigenvalor para encontrar una solu¬ 
ción general de cada sistema. 

17 . X¡ = 4 xi + X2 + 4X3, Xj = Xl + 7X2 + X3, 
x '2 = 4xi + X2 + 4X3 

18 . x[ = Xl 2 x 2 4 “ 2x3, X2 = 2 xi 4 - 7x2 4 “ X3, 
x '2 = 2 xi -j- X 2 4“ 7x3 

19 . x¡ = 4 xi4-X24-X3, Xj = xi4-4x2 4-X3, Xj = xi4-X2 4-4x3 

20 . x¡ = 5 xi + X2 4- 3x3, Xj = Xl + 7x2 4- X3, 

X3 = 3 xi 4- X2 4- 5 x 3 

21. x¡ = 5 xi—6x3, x'2 = 2xi—X2—2x3, x'2 = 4 xi—2x2—4x3 

22 . x¡ = 3 xi 4- 2x2 4- 2x3, x'2 = — 5 xi — 4x2 ~ 2x3, 

x '2 = 5xi + 5x2 4- 3x3 

23 . x¡ = 3 xi + X2 4- X3, x'2 = — 5 xi — 3x2 — X3, 

X 3 = 5xi + 5x2 4- 3x3 

24 . x¡ = 2 xi + X2 — X3, x'2 = — 4 xi — 3x2 — X3, 

X 3 = 4xi 4- 4x2 4- 2x3 

25 . x¡ = 5 xi 4- 5x2 4- 2x3, Xj = —6x1 — 6x2 — 5x3, 
x '2 = 6 x 1 + 6 x 2 4- 5x3 

26 . Obtenga la solución particular del sistema 


dxi 

dt 

3xi 

+ -^35 

dX2 

dt 

9xi 

— -^2 “h 2 ^ 3 , 

dx3 

dt 

—9xi 

“h 4^2 — -^3 


Las cantidades Xi(t) y X 2 (í) de sal en los dos tanques de salmue¬ 
ra de la figura 5.2.7 satisfacen las ecuaciones diferenciales 


dxi 

dt 


—kixi. 


dX2 

—— = kiXl - k2X2, 
dt 


donde k, = r/Vi para i = l, 2. En los problemas 27 y 28 se 
proporcionan los volúmenes Vi y V 2 . Primero resuelva para 
Xi(f) y X 2 (t), asumiendo que r = 10 (gal/min), Xi(0) = 15 (Ib) y 
X2(0) = 0. Encuentre la cantidad máxima de sal en el tanque 2. 
Einalmente, construya una figura que muestre las gráficas de 
Xi(t)yx2(t). 


Agua fresca 
Tasa de flujo r 



FIGURA 5.2.7. Los dos tanques de salmuera 
de los problemas 27 y 28. 

27. Vi = 50 (gal), y 2 = 25 (gal) 

28. Vi = 25 (gal), y 2 = 40 (gal) 

Las cantidades Xi(í) y X 2 (t) de sal en los dos tanques de salmue¬ 
ra de la figura 5.2.8 satisfacen las ecuaciones diferenciales 


dxi , , , dx2 

—— = -kiXi + * 2 X 2 , —= KiXi - * 2 X 2 , 

dt dt 

donde k¡ = r/V) como de costumbre. En los problemas 29 y 30, 
obtenga Xi(t) y X 2 (t), considerando que r = 10 (gal/min), Xi(0) 
= 15 (Ib) y X2(0) = 0. Construya una figura que muestre las 
gráficas de xft) y X 2 (t). 



FIGURA 5.2.8. Los dos tanques de salmuera 
de los problemas 29 y 30. 


que satisfaga las condiciones iniciales Xi(0) = 0, X2(0) = 0, 29. V¡ = 50 (gal), y 2 = 25 (gal) 

X3(0) = 17. 30. V¡ = 25 (gal), y 2 = 40 (gal) 
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En los problemas 31 al 34 se utiliza el sistema abierto de tres 
tanques de la figura 5.2.2. Al tanque 1 se le inyecta agua fres¬ 
ca; la salmuera mezclada fluye del tanque 1 al tanque 2; y de 
éste al tanque 3, saliendo finalmente de este último; todas las 
velocidades de flujo r están dadas en gal/min. Se proporcionan 
las cantidades iniciales Xi(0) = Xi(lb), XziO) = Oy Xo,(0) = 0 de 
sal en los tres tanques, así como sus volúmenes Vi, V 2 y (en 
gal). Primero resuelva para las cantidades de sal en los tres 
tanques en el tiempo t; luego determine la cantidad máxima de 
sal que contiene el tanque 3. Finalmente, construya una figura 
que muestre las gráficas de Xi(t), X 2 (t) y xff). 

31. r = 30, jco = 27, V¡ = 30, Vj = 15, V 3 = 10 

32. r = 60, xo = 45, V¡ = 20, Vj = 30, Vj = 60 

33. r = 60, Xo = 45, Vi = 15, Vj = 10, V 3 = 30 

34. r = 60, Xo = 40, Vi = 20, Vj = 12, ^3 = 60 


En los problemas 35 al 37 se utiliza el sistema cerrado de tres 
tanques de la figura 5.2.5, el cual se describe por las ecuacio¬ 
nes en (24). Flujo de salmuera mezclada fluye del tanque 1 al 
tanque 2, de éste al tanque 3 y de este último al tanque 1; todas 
las velocidades de flujo r están dadas en gal/min. Se propor¬ 
cionan las cantidades iniciales JCi(O) = xq (Ib), X2(0) = 0 y 
JC 3 ( 0 ) = 0 de sal en los tres tanques, así como sus volúmenes 
Vi, V 2 y Vj, (en gal). Primero resuelva para las cantidades de 
sal en los tres tanques en el tiempo t, después determine la 
cantidad límite (conforme t —> +ooj de saturación de sal en 
cada tanque. Finalmente, construya una figura que muestre 
las gráficas Xi(t), X 2 (t) y xff). 

35. r = 120, Xo = 33, Vi = 20, V 2 = 6, V 3 = 40 

36. r = 10, Xo = 18, Vi = 20, Vj = 50, y 3 = 20 

37. r = 60, Xo = 55, Vi = 60, Vj = 20, V3 = 30 


Para cada matriz A, dada en los problemas 38 al 40, los ceros 
en la matriz hacen fácil calcular su polinomio característico. 
Encuentre la solución general de x' = Ax. 


38. A = 


39. A = 


40. A = 


1 0 0 0 - 


2 2 
0 3 
0 0 
-2 
4 
0 
0 

2 


0 0 


0 9 

0 -10 


-1 

0 


1 

o o 


21 

-5 

-27 

-9 

0 

0 

5 

0 

0 

0 

-21 

-2 


41. La matriz de coeficientes de A del sistema de 4 X 4 


x\ = 4 xi + X2 + X3 + 7X4, 

X2 = Xl + 4x2 + 10x3 + X 4 , 

X3 = Xl + 10x2 + 4 x3 + X 4 , 

X4 = 7 xi + X2 + X3 + 4x4 


tiene eigenvalores = —3, A.2 = —6, A.3 = 10 y 7.4 = 15. 
Obtenga la solución particular de este sistema que satisface 
las condiciones iniciales 


Xl(0) = 3, X2(0) = X3(0) = 1, X4(0) = 3. 

En los problemas 42 al 50 utilice una calculadora o un sistema 
de cómputo para determinar los eigenvalores y eigenvectores 
(como se ilustra a continuación en la Aplicación 5.2), y así 
encontrar una solución general del sistema lineal x' = AX 
con la matriz de coeficientes A dada. 


42. A = 

43. A = 

44. A = 

45. A = 

46. A = 

47. A = 

48. A = 

49. A = 

50. A = 


-40 -12 


54 


35 

-25 

-20 

12 

-48 


13 -46 

-7 34 

11 13 ^ 

-1 -7 

21 31 


147 23 -202 


-90 -9 


129 


90 15 -123 


- 9 

-7 

-5 0- 


-12 

7 

11 9 


24 

-17 

-19 -9 


. -18 

13 

17 9_ 


- 13 

-42 

106 139- 


2 ■ 

-16 

52 70 


1 

6 

-20 -31 


_ -1 

-6 

22 33 _ 


- 23 

-18 

-16 0- 


-8 

6 

7 9 


34 

-27 

-26 -9 


. -26 

21 

25 12 _ 


- 47 

-8 

5 

-5 

-10 

32 

18 

-2 

139 

-40 

-167 -121 

_ -232 

64 

360 248 

- 139 

-14 

-52 -14 

-22 

5 

7 í 

1 

370 

-38 

-139 -38 

152 

-16 

-59 -13 

95 

-10 

-38 -7 

- 9 

13 

0 0 

0 

-14 

19 - 

-10 -20 

10 

-30 

12 

-7 -30 

12 

-12 

10 - 

-10 -9 

10 

6 

9 

0 6 

5 

_ -14 

23 - 

-10 -20 

10 


28' 

-7 
76 
35 
23. 

-13' 

4 

18 

2 

-15 

0 
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5.2 Aplicación 


Cálculo automático de eigenvalores y eigenvectores 


La mayoría de los sistemas computacionales ofrecen la capacidad de encontrar fácil¬ 
mente los eigenvalores y eigenvectores. Por ejemplo, la figura 5.2.9 muestra los 
resultados en una calculadora con gráficos de los eigenvalores y eigenvectores de la 
matriz 


A = 


-0.5 

0.0 

0.0 

0.5 

-0.25 

0.0 

0.0 

0.25 

-0.2 


[[-.S,0,0] 1 . 5 , -.2S,0] 
[0, .25, -.21 1-^R 

[[-.50 0.00 0.00] 
[.50 -.25 0.00] 

[0.00 .25 -.20]] 

eigUl R 


- 

■^0^ 

25 -.50> 

eigUc R 



[[0.00 

0. 00 

1.00 ] 

[0.00 

1.00 

-2.00] 

[1.00 

-5.00 

1.67 ]] 


■MflTHl 


f jt™ T 

1 n<.K[Vi 1 1 4Í3V.: ^ 


FIGURA 5.2.9. Cálculo de los 
eigenvalores y eigenvectores de la 
matriz A en TI-86. 


del ejemplo 2. Se observa cómo cada eigenvector mostrado es un vector columna 
debajo de su eigenvalor. Nótese que los resultados presentados en forma decimal, 
permiten observar (y verificar por multiplicación de matrices) que el eigenvector 
exacto asociado con el tercer eigenvalor A = es v = [l —2 | ]^. Las instruc¬ 

ciones de Maple 

wlth(llnalg) 

A := matrix(3,3,[-0.5,0,0,0.5,-0.25,0,0,0.25,-0.2]); 
elgenvects(A); 

las instrucciones de Mathematica 

A = {{-0.5,0,0},{0.5,-0.25,0},{0,0.25,-0.2}} 
Elgensystem[A] 

y la instrucciones de Matlab 

A = [-0.5,0,0; 0.5,-0.25,0; 0,0.25,-0.2] 

[V,D] = eig(A) 

(donde D es una matriz diagonal que muestra los eigenvalores de A y los vectores 
columna de v que son los eigenvectores correspondientes) producen resultados simi¬ 
lares. Se pueden utilizar estas instrucciones para encontrar los eigenvalores y los ei¬ 
genvectores necesarios para cualquiera de los problemas en esta sección. 

Para una investigación más profunda, selecciónese un entero positivo n < 10 
{n = 5, por ej.) y represéntese con qi, q 2 ,--; qn los primeros n dígitos diferentes de 
cero con su número de matrícula de estudiante. Ahora considérese un sistema abierto 
de tanques de salmuera como los de la figura 5.2.2, tomando n tanques en lugar de 
tres con volúmenes Vj = 10^/ (i = 1,2,..., n) dados en gal. Si cada velocidad de flujo 
es de r = 10 gal/min, entonces las cantidades de sal Xi(f), X2Ít),..., x„(f) satisfacen el 
sistema lineal 

x[ = —kixi, 

x'¡ = k¡.-\Xi-i - k¡Xi {i =2,3,.. . ,n). 


donde ki = r/Vi. Apliqúese el método de eigenvalor para resolver este sistema con 
condiciones iniciales 


xi(0) = 10, X2(0) = X3(0) = • • • = x„(0) = 0. 


Grafíquense las funciones solución y estímese gráficamente la cantidad máxima de 
sal que contiene cada tanque. 

Como una investigación alternativa, supóngase que el sistema de n tanques es 
cerrado, como el de la figura 5.2.5, de tal manera que el tanque 1 recibe, como flujo 
de entrada, la salida del tanque n (en lugar de agua fresca). Así, la primera ecuación 
debe reemplazarse con x\ = ~ k\Xi. Muéstrese que, en este sistema cerrado, 

conforme t -foo, la sal que originalmente estaba en el tanque 1 se distribuye con 
densidad constante en los otros tanques. La gráfica como la mostrada en la figura 
5.2.6 presenta esto de manera más obvia. 
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5.3 


Sistemas de segundo orden y aplicaciones mecánicas^ 





FIGURA 5.3.1. Tres masas 
acopladas a resortes. 


En esta sección se aplican los métodos de matrices de las secciones 5.1 y 5.2 para 
investigar las oscilaciones de sistemas masa-resorte típicos que tienen dos o más 
grados de libertad. Los ejemplos que se presentan fueron seleccionados para ilustrar 
fenómenos que son generalmente característicos de sistemas mecánicos complejos. 

La figura 5.3.1 muestra tres masas interconectadas a través de cuatro resortes 
entre dos paredes. Se considera que las masas se deslizan sin fricción y que cada 
resorte obedece a la ley de Hooke —su extensión o compresión x y la fuerza F de 
reacción están relacionadas por la fórmula F = —kx—. Si los desplazamientos hacia 
la derecha xi, X2 y X3 de las tres masas (desde sus respectivas posiciones de equilbrio) 
son todos positivos, entonces 


• El primer resorte se estira en la distancia xp 

• El segundo resorte se estira en la distancia X2 — xp 

• El tercer resorte se estira en la distancia X3 — X2; 

• El cuarto resorte se comprime en la distancia X3. 

Por tanto, la aplicación de la ley de Newton F = ma a las tres masas (como en el 
ejemplo 1 de la sección 4.1) obtiene sus ecuaciones de movimiento: 


niix'l =-kixi +k2ÍX2 — Xi), 

1712X2 = -k 2 {X 2 - Xi) -h k3(X3 - X2), ( 1 ) 

m^x^ = —k^ixT, — X2) — ^4X3. 

Aunque al escribir estas ecuaciones se asumió que los desplazamientos de las masas 
son todos positivos, éstas en realidad se comportan bajo las leyes de Hooke y Newton, 
cualquiera que sea el sentido de sus desplazamientos. 

En términos del vector de desplazamiento x = [xj X2 X3]^, de la matriz de 
masas 


M = 


m\ 

0 

0 


0 0 

1712 0 

0 «3 


y de la matriz de rigidez 


K = 


— {k\ + ^2) 

h 

0 


k2 

— (^2 + ^3) 

h 


0 

h 

— {kj, + kí) 


( 2 ) 


(3) 


el sistema en (1) toma la forma matricial 


í«i Wlñ ni2 H ■■■ m„ 




n f 


P - P P 

I r_ I r . I V 


- I -^n 


FIGURA 5.3.2. Sistema de n 
masas acopladas a resortes. 


> Mx" = Kx. (4) 

La notación en las ecuaciones (1) a la (4) generaliza de manera natural un sis¬ 
tema de n masas acopladas a través de resortes que se muestran en la figura 5.3.2. 
Sólo es necesario escribir 


* Esta sección es opcional y puede omitirse sin perder continuidad. Proporciona una muestra de 
una aplicación más técnica de los eigenvalores a la física y a los problemas de ingeniería. 
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y 


m\ 0 • •• 0 

0 m2 ■ 0 

M = 


0 0 ■ ■ ■ m„ 


( 5 ) 


-{ki+k2) k2 0 

^2 “fe +^ 3 ) ^3 

0 ^3 —(A^3 -j-A^4) 

K = I 0 0 k^ 

0 0 * * * {kyi—\ kfj') kji 

0 0 * * * kfi {kfi 

para las matrices de masas y de rigidez en la ecuación (4). 

La matriz diagonal M es obviamente no singular; para obtener su inversa M“' 
es suficiente con reemplazar cada elemento de su diagonal por su recíproco. En con¬ 
secuencia, la multiplicación por de cada lado en la ecuación (4) obtiene el sis¬ 
tema de segundo orden homogéneo 

> x" = Ax, (7) 

donde A = M“^K. Existe una gran variedad de sistemas mecánicos libres de fricción 
para los cuales se pueden definir un desplazamiento o vector de posición x, una ma¬ 
triz de masas no singular M y una matriz de rigidez K, de tal manera que satisfagan 
la ecuación (4). 

Solución de sistemas de segundo orden 

Para encontrar una solución de la ecuación (7), se sustituye (como en la sección 5.2 
para un sistema de primer orden) una solución de prueba de la forma 

x(í) = ve“', (8) 

donde v es un vector constante. Entonces x" = así la sustitución de la ecua¬ 

ción (8) en (7) obtiene 

= Ave“', 



la cual implica que 

Av = a^v. (9) 

Por tanto x(í) = ve“' es una solución de x" = Ax si y sólo si = X, sea un eigenva- 
lor de la matriz A y v sea un eigenvector asociado. 

Si x" = Ax modela un sistema mecánico, entonces es común que los eigenva- 
lores de A sean números reales negativos. Si 

= X = —o? < 0, 

entonces a = ±a>i. En este caso la solución dada por la ecuación (8) es 
x(f) = ye‘“‘ = V (eos cot + i sen cot). 
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Ejemplo 1 



Posiciones de equilibrio 


FIGURA 5.3.3. Sistema masa y 
resorte del ejemplo 1. 


Las partes real e imaginaria 

Xi(í) = V eos (üt y X2(í) = V sen mt (10) 

de x(f) son entonces las soluciones del sistema de valores reales linealmente inde¬ 
pendientes. Este análisis conduce al siguiente teorema. 


TEOREMA 1 Sistemas lineales homogéneos de segundo orden 

Si la matriz A de « X n tiene eigenvalores negativos distintos —(ü\, —cú\,. —a>\ 

con eigenvectores [reales] asociados Vi, V2,..., v,¡_ entonces una solución general de 

> x" = Ax 

está dada por 

n 

>■ x(í) = ^(a, eos CDit + bi sen cú¡f)yi (11) 

¡=i 

con constantes arbitrarias a¡ y b¡. En el caso especial de un eigenvalor cero no 
repetido Aq con eigenvector asociado Vq, 


xo(í) = (ao -h ¿?oí)vo (12) 

es la parte correspondiente de la solución general. 


Observación. El vector diferente de cero vq es un eigenvector correspon¬ 
diente a Aq = 0 siempre que Avq = 0. Si x(í) = (ao + boO^o, entonces 

x" = 0 ■ Vo = (ao -h bot) • 0 = (ao -h boO ■ (Avq) = Ax, 

de este modo se verifica la forma de la ecuación (12). ■ 


Considérese el sistema masa-resorte con n = 1 mostrado en la figura 5.3.3. Debido a 
que no hay un tercer resorte conectado a la pared del lado derecho, se fija kj, = 0. Si 
mi =2,012= 1> ^1 = 100 y k 2 = 50, entonces la ecuación Mx" = Kx es 


'2 

0' 

// 

■ -150 

50' 

0 

1 

X = 

50 

-50 


la cual se reduce a x" = Ax con 

r -75 25 

50 -50 


(13) 


Ea ecuación característica de A es 

(-75 - A) (-50 - A) - 50 • 25 = A^ -b 125A -f 2500 

= (A-b 25)(A-b 100) = 0, 

en consecuencia A tiene eigenvalores negativos Ai = —25 y A2 = —100. Por el teo¬ 
rema 1, el sistema dado en (13) por tanto tiene soluciones con frecuencia [angular] 
(i>i = 3 y CO 2 — 10. 
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Caso 1. Aj = — 25. La ecuación del eigenvector (A — AI)v = 0 es 


-50 

50 


25 

-25 



así un eigenvector asociado con Aj = — 25esvi = [1 2]^. 

Caso 2. ^2 = —100. La ecuación del eigenvector (A — A.I)v = 0 es 


'25 

25' 

a 


'0' 

50 

50 

b 


0 


así un eigenvector asociado con ^2 = —100 es V 2 = [1 — 1]^. 



o K 2n 


t 

FIGURA 5.3.4. Oscilaciones en 
la misma dirección con frecuencia 
tt»! = 5; la amplitud del 
movimiento de la masa 2 es el 
doble del de la masa 1. 


Por la ecuación (11) se sigue que una solución general del sistema dado en (13) es 

x(í) = (fli eos 5t + bi sen 5í)vi + (^2 eos lOí + ¿2 sen 10í)v2. (14) 

Como en la presentación del ejemplo 3 de la sección 4.2, los dos términos en el lado 
derecho de la ecuación (14) representan oscilaciones libres del sistema masa-resor¬ 
te. Éstas describen los dos modos de oscilación natural del sistema físico en sus dos 
frecuencias naturales [angulares] ü)\ = 5 y coi = 10. El modo natural 


Xi(f) = (fli eos 5t + b\ sen 5í)vi 


c\ eos (5f — cci) 


(con c\ = yaf+~^, eos ai = ai/ci y sen ay = bi/ci) tiene las ecuaciones de com¬ 
ponentes escalares 


xi{t) = ci cos(5í — ai), 
V 2 (í) = 2ci cos(5í — ai), 


(15) 



1 

X = X]it 

IMÍ]I 

|l] I 1 I 1 

1 

) 

mi 

íññí 

/ wl/\/ 

A í ñ A f A 

iíp 

X = X2{t 

_^_ 

li 

) 

J_ 


o 71/2 71 371/2 


t 

FIGURA 5.3.5. Oscilaciones en 
direcciones opuestas con 
frecuencia W 2 = 10; las amplitudes 
de movimiento de las dos masas 
son las mismas. 


y por tanto describe una oscilación libre en la cual las dos masas se mueven en sin¬ 
cronía en la misma dirección y con la misma frecuencia «1=5, pero con amplitud 
de movimiento de « 2 , el doble que la de nii (véase fig. 5.3.4). El modo natural 


X 2 (í) = («2 eos lOí -f bi sen 10í)v2 = C 2 eos (lOí — a 2 ) 


tiene las ecuaciones de componentes escalares 

xi{t) = C 2 cos(10í — a 2 ), 
xiit) = —C 2 cos( 10 í — a 2 ), 


(16) 


y por consiguiente describe la oscilación libre en la cual las dos masas se mueven en 
sincronía en direcciones opuestas con la misma frecuencia 022 = ÍO y con amplitudes 
de oscilación iguales (véase fig. 5.3.5) ■ 























5.3 Sistemas de segundo orden y aplicaciones mecánicas 323 


Ejemplo 2 


m. 

«■m 

(«2 

^^3 

'«3 






FIGURA 5.3.6. Los tres carros 
de ferrocarril del ejemplo 2. 


La figura 5.3.6 muestra tres carros de ferrocarril interconectados por resortes de 
amortiguación que reaccionan cuando se comprimen, pero que se separan en vez 
de alargarse. Con n = 3, k 2 = kj = ky ki = A :4 = 0 en las ecuaciones (2) a la (4), se 
obtiene el sistema 


mi 

0 

0 ” 


— k 

k 

0 

0 

«2 

0 

x" = 

k 

-2k 

k 

0 

0 

«13 


0 

k 

—k 


el cual es equivalente a 


X 


// 


-Cl 

C 2 

0 


Cl 0 

-2c2 C2 

C3 -C3 


X 


(18) 


con 



(¿ = 1,2,3). 


(19) 


Si se asume además que nii = m^, de tal manera que Ci = C 3 , entonces un breve 
cálculo proporciona 


—A, (A + ci)(A + Cl + 2 c2) — 0 (20) 

para la ecuación característica de la matriz de coeficientes A en la ecuación (18). En 
consecuencia, la matriz A tiene eigenvalores 

Al = 0, A 2 = —Cl, A 3 = —Cl — 2 c 2 ( 21 a) 

correspondiendo a las frecuencias naturales 

(X)\ =0, ÍW2 = \/cT, <^3 = -^01+ 2c 2 (21b) 


del sistema físico. 

Para un ejemplo numérico, supóngase que el primer y el tercer vagones del 
ferrocarril pesan cada uno 12 ton, que el vagón de en medio pesa 8 ton y que la cons¬ 
tante del resorte es k = 1.5 ton/pie, es decir, k = 3000 Ib/ft. Utilizando unidades fps 
con la masa medida en slugs (un peso de 32 Ib tiene una masa de 1 slug), se tiene 


m\ = m^, = 750, mi = 500, 


y 


Cl 


3000 


C 2 


3000 

^oo" 


De este modo, la matriz de coeficientes A es 


A = 


-4 

6 

0 




( 22 ) 


y las parejas de eigenvalores de frecuencia dados por ( 21 a) y ( 21 b) son Ai = 0 , cui = 0 ; 
A 2 = —4, &)2 = 2 y A 3 = —16, «3 = 4. 
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Caso 1. Ai = 0, wi = 0. La ecuación del eigenvector (A — AI)v = 0 es 


■ -4 4 0 ■ 


a 


0 

6—12 6 


b 

= 

0 

0 4-4 


c 


0 


así, es claro que Vi = [1 1 l]^es un eigenvector asociado a Ai =0. De acuerdo 

con el teorema 1, la parte correspondiente de la solución general de x" = Ax es 


xi(0 = (ai + ¿ií)vi. 


Caso 2. A 2 = —4, cü 2 = 2, La ecuación del eigenvector (A — AI)v = 0 es 


(A + 4I)v 


0 4 0 


a 


0 

6-8 6 


b 

= 

0 

0 4 0 


c 


0 


así, es claro que V 2 = [1 0 — l]^es un eigenvector asociado a A 2 = —4. De acuer¬ 

do con el teorema 1, la parte correspondiente de la solución general de x" = Ax es 


X 2 (í) = (a 2 eos 2t + ¿2 sen 2 í)v 2 . 


Caso 3. A 3 = —16, («3 = 4. La ecuación del eigenvector (A — AI)v = 0 es 


(A -|- 16I)v = 


12 4 0 


a 


0 

6 4 6 


b 

= 

0 

0 4 12 


c 


0 


así, es claro que V 3 = [1 —3 l]^es un eigenvector asociado a A 3 = —16. De acuer¬ 

do con el teorema 1, la parte correspondiente de la solución general de x" = Ax es 


X 3 (í) = (03 eos 4f -I- 63 sen 4 í)v 3 . 


La solución general x = Xi -I- X 2 + X 3 de x" = Ax está dada en consecuencia por 


x(í) = ai 


1 


1 


1 

1 

-\- b\t 

1 

+ C 12 

0 

1 


1 


-1 


+ 62 

1 

0 

sen 2 í - 1 - a 3 

1 

-3 

eos 4í -|- ¿13 

1 

-3 

-1 


1 


1 


sen 4í. (23) 


Para determinar una solución particular, supóngase que el carro que está más a la 
izquierda se mueve a la derecha con una velocidad Vq en el tiempo í = 0 y golpea a 
los otros dos carros, los cuales están juntos pero en reposo. Las condiciones iniciales 
correspondientes son 


Xi(0) = X2(0) = X3(0) = o 


(24a) 


xí(0) = vo, xm = xj(0) = 0. 


(24b) 
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Entonces la sustitución de (24a) en (23) proporciona las ecuaciones escalares 

a\ + a 2 + <23 = 0, 
a\ — 3<23 = 0, 

ü-l — 0-2 <23 = 0 , 


de las cuales se observa fácilmente que ai = a 2 = = O.De aquí que las funciones de 

la posición de los tres carros son 


xi(í) = + ¿2 sen 2 í + ¿ 3 sen 4 í, 

X2Ít) = bit — 3¿3sen4í, (25) 

X 3 (í) = bit — ¿2 sen2í + ¿3 sen4í, 

y las funciones para la velocidad son 

x[(t) = ¿>1 + 2 ¿i 2 Cos 2 í + 4 ¿ 3 Cos 4 í, 

X 2 (í) = ¿>i — 12¿3 Cos4í, (26) 

x'-¡{t) = ¿>1 — 2¿i2Cos2í + 4¿3 Cos4í. 

La sustitución de (24b) en (26) obtiene las ecuaciones 

bi + 2b2 + 4Í73 = vo, 

bi - 12Í73 = 0, 

bi — 2b2 + 4Í73 = 0 

de donde se obtiene que bi = ^Vq, ¿2 = 4 y ^3 “ ^ Finalmente, las funciones 
para la posición dadas en (25) son 

xi(t)= ^Va{l2t + 8sen2í+ sen4í), 

X 2 (í) = ^?;o(12í — 3sen4í), (27) 

3 ^ 3 ( 0 = j^fo(12í— 8sen2í+ sen4í). 

Pero estas ecuaciones son válidas únicamente cuando los dos resortes de amor¬ 
tiguación están comprimidos; esto es, mientras que tanto 

X 2 — xi <0 como X 3 — X 2 < 0 . 

Para conocer lo que esto implica en el tiempo í, se realizan los siguientes cálculos 
X 2 {t) — xi{t)= 3 Lí;q (—8 sen2í — 4sen4í) 

= — 2 L^;q (8 sen 2 í-f 8 sen 2 ícos 2 í) 

= — |t;o(sen2í)(l + cos2í) 


y de manera similar 


X 3 (í) — X 2 (í) = “ ^ Vq (sen 2í)(l — eos 2t). 
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De aquí se concluye que X 2 — Xj < 0 y X 3 — X 2 < 0 hasta que t = nl'l'^ 1.57 (s), 
tiempo para el cual las ecuaciones (26) y (27) proporcionan los valores 

(Tt\ ín\ (Tt\ 3nvo 

Se concluye que los tres carros de ferrocarril permanecen enganchados y moviéndo¬ 
se hacia la derecha hasta que se desenganchan en el tiempo í = 7 r/ 2 . Después de que 
esto ocurre, el carro 1 y el 2 permanecen en reposo (!), mientras que el carro 3 conti¬ 
nua a la derecha con velocidad Vq. Si, por ejemplo, Vq = 48 ft/seg (cerca de 33 mi/h), 
entonces los tres carros viajan a una distancia de 97t ~ 28.27 (ft) durante los 1.57 s 
que permanecen enganchados, y 


xi(í) = X 2 (í) = 97 r, X 3 (í) = 48í — 15:7 (27') 



para t > tz jl. La figura 5.3.7 ilustra las situaciones “antes” y “después”, y la figu¬ 
ra 5.3.8 muestra las gráficas de las funciones xi(í), X 2(0 y X 3 (í) de las ecuaciones (27) 
y (27'). 


En reposo 
(a) 


En reposo 


(b) 



FIGURA 5.3.7. (a) Antes; (b) después. 


FIGURA 5.3.8. Funciones de la 
posición de los tres carros de 
ferrocarril del ejemplo 2. 


Oscilaciones forzadas y resonancia 

Supóngase ahora que la masa í-esima del sistema masa-resorte en la figura 5.3.2 está 
sujeta a una fuerza externa F, (/ = 1 , 2 ,..., n) además de las fuerzas ejercidas por los 
resortes unidos a ella. Entonces la ecuación homogénea Mx" = Kx se reemplaza con 
la ecuación no homogénea 


Mx" = Kx -F F (28) 

donde F = [Fi ... F„]^ es el vector de fuerzas externas para el sistema. 

Multiplicando por se obtiene 


x" = Ax -F f (29) 

donde f es el vector de fuerzas externas por unidad de masa. Si se está interesado 
especialmente en el caso de la fuerza externa periódica 


f(í) = Fq eos cot 


(30) 




















5.3 Sistemas de segundo orden y aplicaciones mecánicas 327 


(donde Fq es un vector constante). Entonces se puede anticipar una solución particu¬ 
lar periódica 

Xp(í) = c eos cuf (31) 

con la frecuencia externa conocida co y con un vector de coeficientes c aún por deter¬ 
minar. Debido a que Xp = —o/c eos wt, la sustitución de (30) y (31) en (29) permite, 
por cancelación del factor común eos cot, obtener el sistema lineal 

(A -f (üh)c = - Fo (32) 

para resolverse encontrando los valores de c. 

Obsérvese que la matriz A -f es no singular —en cuyo caso la ecuación (32) 
puede resolverse para c— a menos de que un eigenvalor de A sea —ex?' = A. Así, una 
solución particular periódica de la forma dada en la ecuación (31) existe siempre que 
la frecuencia de la fuerza externa no sea igual a alguna de la frecuencia natural ü)\, 
ai 2 ,..., (tín del sistema. El caso en el cual w es una frecuencia natural corresponde al 
fenómeno de resonancia presentado en la sección 3.6. 


Ejemplo 3 


Supóngase que la segunda masa en el ejemplo 1 está sujeta a la fuerza periódica ex¬ 
terna 50 eos cot. Si mi = 2, m 2 = l,k\ = 100, k 2 = 50 y Fq = 50, en la figura 5.3.9, 
la ecuación (29) toma la forma 


*1 

_ 

ki 

_ 

F(t) 


[-75 

25 1 


[ Oí 

MWWWWWW 

m^ 


1712 


X = 

50 

-50 

X -h 

50 


eos cot. 


FIGURA 5.3.9. Sistema forzado 
masa y resorte del ejemplo 3. 


y la sustitución x = c eos cot obtiene a la ecuación 


■ «2 - 75 

25 


0' 

50 

ftj2 - 50 _ 

c = 

-50 


(33) 


(34) 


para el vector de coeficiente c= [ci Este sistema se resuelve fácilmente para 

obtener 


Cl 


1250 _ 50(oj2 - 75) 

(ft;2 -25)(tu2 - 100)’ ~ («2 - 25)(«2 - IQO) ’ 


(35) 


Por ejemplo, si la frecuencia externa al cuadrado es co^ = 50, entonces (35) 
obtiene que ci = — 1, C 2 = — 1. Ea oscilación periódica forzada resultante se descri¬ 
be por 

X\{t) = — COSftJÍ, V2(í) = — eos cot. 



FIGURA 5.3.10. Gráfica de 
frecuencia-amplitud para el 
ejemplo 3. 


De este modo, las dos masas oscilan en sincronía con amplitudes iguales y en la 
misma dirección. 

Si la frecuencia externa al cuadrado es = 125, entonces (35) obtiene que 
Cl = 2 ’ C 2 = — 1. Ea oscilación periódica forzada resultante se describe por 


xi(í) = j cosmf, X 2 Ít) = —eos cot, 

y ahora las dos masas oscilan en sincronía en direcciones opuestas, pero con ampli¬ 
tud de movimiento de m 2 , el doble que la de m^ 

Es evidente, de los denominadores en (35), que ci y C 2 se aproximan a -foo 
conforme co se aproxima a una u otra de las dos frecuencias naturales «i = 5 y 
C 02 = 10 (encontradas en el ejemplo l).Ea figura 5.3.10 muestra una gráfica de la amplitud 

y/cl + Cj de la solución periódica forzada x(í) = c eos cot como una función de la 
frecuencia forzada co. Eos picos enco2 = 5 y C02 = 10 muestran visualmente el fenó¬ 
meno de resonancia. ■ 
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Soluciones periódica y transitoria 

A partir del teorema 4 de la sección 5.1 se concluye que una solución particular del 
sistema forzado 


x" = Ax + Fq eos cot 


(36) 


será de la forma 

> x(í) = Xc(í)+Xp(f), (37) 

donde Xp(í) es una solución particular del sistema no homogéneo y x^.(í) es la solu¬ 
ción del sistema homogéneo correspondiente. Por los efectos de la resistencia, debi¬ 
da a la fricción en sistemas mecánicos, es común que se amortigüe la función solución 
complementaria x^.(f), dado que 

Xc(í) ^ 0 conforme t -foo. (38) 

Por tanto, x^.(f) es una solución transitoria que depende solamente de las condicio¬ 
nes iniciales; ésta desaparece con el tiempo, dejando la solución periódica en estado 
permanente Xp(t) como resultado de la fuerza externa: 

x(í) ^ Xp(í) conforme t -foo. (39) 

En la práctica, todo sistema físico cuenta con resistencia por la fricción (no obstante 
pequeña) que de esta manera amortigua las soluciones transitorias. 


5.3 


Problemas 


En los problemas 1 al 7 se trabaja con el sistema masa-resorte 
mostrado en la figura 5.3.11 con matriz de rigidez 


K = 


— (^1 -|- ¿2) ¿2 

^2 “t ^2 + ^3) 


y con los valores dados en unidades mks, para las masas y las 
constantes de los resortes. Encuentre las dos frecuencias natu¬ 
rales del sistema y describa sus dos modos naturales de osci¬ 
lación. 


^1 

mmum 

m, 

Ki 

nio 

L 

n 


^9 


FIGURA 5.3.11. Sistema masa- 
resorte para los problemas 1 al 7. 


En los problemas 8 al 10 el sistema masa-resorte indicado se 
pone en movimiento partiendo del reposo (xí(0) = X 2 ( 0 ) = 0) 
hasta su posición de equilibrio (xi(0) = X 2 ( 0 ) = 0) con las 
fuerzas externas dadas Eff) y E 2 {t) actuando sobre las masas 
mi y « 12 . respectivamente. Encuentre el movimiento resultante 
del sistema y descríbalo como una superposición de oscilacio¬ 
nes en tres frecuencias diferentes. 

8. El sistema masa-resorte del problema (2), con Eiif) = 96 
eos 5í, ^ 2(0 = 0. 

9. El sistema masa-resorte del problema (3), con Ei(f) = 0, 
Fiit) = 120 eos 3í. 

10 . El sistema masa-resorte del problema (7), con Ei(t) = 30 
eos t y E 2 {t) = 60 eos t. 

11 . Considere un sistema masa-resorte que contiene dos ma¬ 
sas «ii = 1 y «12 = 1. cuyas funciones de desplazamiento 
x(t) y y{t) satisfacen la ecuación diferencial 


1. «Ji = «12 = 1; ki = 0, k 2 = 2, ki = 0 (sin muros) 

2. «ij = «12 = 1; ki = l, k2 = 4, kj = l 

3. ffii = 1, «12 = 2; ki = \, k2 = kj = 2 

4. »ii = «12 = 1; ki = l, k2 = 2, k^ = l 

5. «ij = «12 = 1; ki = 2, k2 = l, k^ = 2 

6. »ii = 1, «í2 = 2; ki = 2, k2 = kj, = 4 

7. «¡1 = «i2 = 1; ki = 4, k2 = 6, ki = 4 


x" = -40x 8y, 

y" = I2x - 60y. 

(a) Describa los dos modos fundamentales de oscilación 
libre del sistema, (b) Asuma que las dos masas inician 
su movimiento con las condiciones iniciales 


x(0) = 19, x'(0) = 12 
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y 

y(0) = 3, y(0) = 6 

y son excitadas por la misma fuerza F^{t) = F 2 (t) = —195 
eos It. Describa el movimiento resultante como una su¬ 
perposición de las oscilaciones de tres frecuencias 
diferentes. 


En los problemas 12 y 13 encuentre las frecuencias naturales 
del sistema de tres masas de la figura 5.3.1, utilice las masas y 
las constantes de los resortes dadas. Para cada frecuencia na¬ 
tural ü)proporcione la relación a 1 .a 2 .aT, de las amplitudes para 
un modo natural correspondiente axi = ai eos wt, X 2 = 02 eos 
tút, X 3 = «3 eos wt. 


12 . mi = m2 = ffi3 = 1 ; = k2 = = k¿i = 1 

13. mi = m2 = niT, = l’, ki = k2 = liT, = k¿i = 2 

(Sugerencia: un eigenvalor es A = —4.) 

14. En el sistema de la figura 5.3.12, asuma que mi = \,ki = 
50, ^2 = 10 y Fq = 5 en unidades mks y que w = 10. 
Encuentre m 2 , de tal manera que en las oscilaciones perió¬ 
dicas resultantes de estado estable, la masa mi permanez¬ 
can en reposo (!). Por tanto, el efecto del segundo par de 
masa y resorte será neutralizar el efecto de la fuerza sobre 
la primera masa. Esto es un ejemplo de amortiguamiento 
dinámico; y tiene una analogía eléctrica que algunas com¬ 
pañías de cable usan para prevenir la recepción de ciertos 
canales. 


F(t) = Fg eos tof 



"'1 

L ^2 j 



1 1 


1 X, 1 Xp 


FIGURA 5.3.12. Sistema 
mecánico del problema 14. 


15. Suponga que mi = 2,m2 = ^,ki = 75,k2 = 25, Fq = 100 
y « = 10 (todos en unidades mks) en el sistema forzado 
masa-resorte de la figura 5.3.9. Encuentre la solución del 
sistema Mx" = Kx -f F que satisface las condiciones ini¬ 
ciales x(0) = x'(0) = 0 . 

16. En la figura 5.3.13 se muestran dos carros de ferrocarril 
con un resorte de amortiguación. Se desea investigar la 
transferencia del momentum en que ocurre después de que 
el carro 1 con velocidad inicial Vq impacta al carro 2 
que está en reposo. La analogía de la ecuación (18) en el 
texto es 

x" = r 1 X 

C2 -C2 


con C; = kjmi para ¿ = 1, 2. Muestre que los eigenvalores 
de la matriz de coeficiente A son Xi = 0 y A .2 = — Ci — C 2 , 
con eigenvectores asociados Vi = [1 1]^ y V 2 = 

[C, -C2]^. 


a:i'(0) = 0 x ^( 0 ) = 0 



FIGURA 5.3.13. Los dos carros de 
ferrocarril para los problemas 16 al 19. 


17 . Si los dos carros del problema 16 pesan 16 ton cada uno 
[de tal manera que mi= m 2 = 100 (slugs)] y k = \ ton/ft 
(esto es, 2,000 Ib/ft), muestre que los carros se separan 
después de jr/2 s, y que x[(f) = 0 y X 2 (t) = Vq, después de 
que esto sucede. Así, el momentum original del carro 1 se 
transfiere completamente al carro 2. 

18 . Si los carros 1 y 2 pesan 8 y 16 toneladas respectiva¬ 
mente, y k = 3000 Ib/ft, muestre que los dos carros se se¬ 
paran después de nl3 s y que 

= y X 2 {t) = 3-\vo 

después de que esto sucede. Por tanto, los dos carros rebo¬ 
tan en direcciones opuestas. 

19 . Si los carros 1 y 2 pesan 24 y 8 toneladas respectiva¬ 
mente, y k = 1500 Ib/ft, demuestre que los carros se se¬ 
paran después de jtl2 s y que 

■*í(0 = +^t^o y X 2 (t) = -\-lvo 

después de que esto sucede. Así, ambos carros continúan 
en la dirección original del movimiento, pero con veloci¬ 
dades diferentes. 

En los problemas 20 al 23 se trabaja con el mismo sistema de 
los tres carros de ferrocarril (con las mismas masas) y los dos 
resortes de amortiguación (con las mismas constantes) como 
se muestra en la figura 5.3.6 y se presenta en el ejemplo 2. Los 
carros se enganchan en el tiempo t = 0 con Xi(0) = X 2 ( 0 ) = 
xfiO) = 0 y con las velocidades iniciales dadas (donde Vq = 48 
ft/s). Muestre que los carros del ferrocarril permanecen en¬ 
ganchados hasta el t = Ttl2 (s), después de este tiempo los 
carros siguen sus respectivos caminos con velocidades cons¬ 
tantes. Determine los valores de estas velocidades constantes 
finales x[(t), xfrt) y xfii) de los tres carros para t > 7r/2. En 
cada problema se debe encontrar (como en el ejemplo 2) que 
el primer y el tercer carros del ferrocarril de alguna manera 
intercambian sus comportamientos. 

20. xí(0) = Do, x^(0) = 0, xj(0) = -vo 

21. x¡(0) = 2vü, X 2 ( 0 ) = 0, xj(0) = —iiQ 

22. x¡(0) = vo, X 2 ( 0 ) = Vo, XjlO) = —2vo 

23. x¡(0) = 3 vq, x 2(0) = 2vo, XjfO) = 2vo 

24. En el sistema de tres carros de ferrocarril de la figura 
5.3.6, suponga que cada uno de los carros 1 y 3 pesan 32 
ton, que el carro 2 pesa 8 ton y que cada constante de re¬ 
sorte es de 4 ton/ft. Si Xi'(O) = Vq y X2(0) = xj(0) = 0, 
muestre que los dos resortes están comprimidos hasta el 
tiempo t = Tt¡2 y que 

x[(t) = -\vo y X 2 (t) = x'frt) =+lvo 

después de que esto sucede. De este modo, el carro 1 re¬ 
bota, pero los carros 2 y 3 continúan con la misma 
velocidad. 

El automóvil con dos ejes 

En el ejemplo 4 de la sección 3.6 se investigaron las oscilacio¬ 
nes verticales de un auto de un solo eje — en realidad un uni- 
ciclo—. Ahora se puede analizar en un modelo más realista: un 
auto con dos ejes y con sistemas de suspensión delantera y 
trasera separados. La figura 5.3.14 representa el sistema de 
suspensión de un auto de este tipo. Se asume que la masa del 
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auto actúa como lo haría una barra sólida de masa m y longi¬ 
tud L = L\ + ¿ 2 - Éste tiene momento de inercia I respecto a su 
centro de masa C, el cual está a una distancia ¿i desde el fren¬ 
te del auto. El auto tiene un resorte de suspensión delantera y 
otro para la trasera con constantes de Hooke ki y ki, respecti¬ 
vamente. Cuando el auto está en movimiento, x(t) representa el 
desplazamiento vertical del centro de masa del auto desde el equi¬ 
librio; sea 6(f) su desplazamiento angular (en rad) desde la 
horizontal. Las leyes de movimiento de Newtonpara aceleración 
angular y lineal pueden utilizarse para obtener las ecuaciones 

mx" = —{ki + k 2 )x + (kiLi — k2L2)9, 

(40) 

le" = (kiLi - k2L2)x - (kiL\ + k2Ll)e. 



FIGURA 5.3.14. Modelo de un 
automóvil con dos ejes. 

25. Suponga que m = 15 slugs (el auto pesa 2400 Ib), Lx = 1 
fi, L 2 = 3 ft (es un auto con motor trasero), ki= k 2 = 2000 
Ib/ft e / = 1000/í'/¿>'5^. Entonces las ecuaciones en (40) 
toman la forma 

15x" + 4000x - 80006» = 0, 

10006»" - 8000x + 116,0006» = 0. 


(a) Encuentre las dos frecuencias naturales del auto a>i y 
(JÜ 2 . (b) Suponga que el auto se maneja a una velocidad de 
w ft/s a lo largo de una rampa de lavado con forma de curva 
senoidal con longitud de onda de 40 ft. El resultado es una 
fuerza periódica sobre el auto con frecuencia w = 2 ttv /40 
= TTv/lO. La resonancia se presenta cuando co = a>i o 
cú = ( 1 ) 2 . Obtenga las dos velocidades críticas correspon¬ 
dientes del auto (en ft/s y en mi/h). 

26. Suponga que k\ = k 2 = k y L\ = L 2 = en la figura 
5.3.14 (una situación de simetría). Muestre que cada osci¬ 
lación libre es una combinación de una oscilación vertical 
con frecuencia 

(l>l = yfikjm 

y una oscilación angular con frecuencia 
«2 = ^kL^KlI). 

En los problemas 27 al 29, el sistema de la figura 5.3.14 se 
toma como modelo para un auto sin amortiguamiento con pa¬ 
rámetros dados en unidades fps. (a) Encuentre las dos fre¬ 
cuencias naturales de oscilación (en Hz). (b) Asuma que el 
auto se maneja a lo largo de una rampa de lavado senoidal 
con longitud de onda de 40 ft. Obtenga las dos velocidades 
críticas. 

27 . m = 100, 7 = 800, h = L 2 = 5, ki = k 2 = 2000 

28 . m = 100, 7 = 1000, Li = 6, ¿2 = 4, ki=k 2 = 2000 

29 . m = 100, 7 = 800, h = L 2 = 5, ki = 1000, /tj = 2000 


5.3 Aplicación 


Vibraciones inducidas por sismos en edifieios de varios pisos 



X^it) 

x¿t) 

x¡(t) 

Xíjt) 

x^iú 

X2(t) 

Xi(t) 


I -Suelo 

Oscilación 

sísmica 


FIGURA 5.3.15. Edificio de siete 
pisos. 




m — 

FIGURA 5.3.16. Fuerzas sobre 


el i'-ésimo piso. 


En esta aplicación se investiga la respuesta a oscilaciones transversales sísmicas de 
un edificio de siete pisos como el que se ilustra en la figura 5.3.15. Supóngase que 
cada uno de los siete pisos (por arriba del piso) pesa 16 ton, de tal manera que la 
masa de cada uno es de m = 1000 (slugs). Asuma también una fuerza horizontal de 
restitución de ^ = 5 (ton/ft) entre los pisos adyacentes. Esto es, las fuerzas internas 
en respuesta a los desplazamientos horizontales de los pisos individuales son las que 
se muestran en la figura 5.3.16. Se sabe que las oscilaciones transversales libres in¬ 
dicadas en la figura 5.3.15 satisfacen la ecuación Mx" = Kx con n = 1, m, = 1000 
(para cada i) y ki = 10,000 (Ib/ft) para 1 ^ ^ 7. El sistema se reduce a la forma x" 
= Ax con 
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0 
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0 

10 
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0 

0 

0 

0 

0 

10 
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Una vez que se introduce la matriz A, en una TI-86, la instrucción eigVl A 
toma alrededor de 15 s para calcular los siete eigenvalores mostrados en la columna 
A de la tabla de la figura 5.3.17. De manera alternativa puede utilizarse la instrucción 
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Periodo (s) 


FIGURA 5.3.18. Vibraciones de 
resonancia de un edificio de siete 
pisos con amplitud máxima como 
una función del periodo. 


eigenvals(A) de Maple, la instrucción eig(A) de Matlab o la instrucción 
Eigenvalues (A) de Mathematica. Entonces, calcúlense las entradas en las co¬ 
lumnas restantes de la tabla que muestran las frecuencias naturales y los periodos de 
oscilación de los siete pisos del edificio. Nótese que un sismo estándar que produ¬ 
ce oscilaciones de la tierra con un periodo de 2 s se encuentra peligrosamente cercana 
a la quinta frecuencia natural (con periodo de 1.9869) del edificio. 


i 

Eigenvalor 

X 

Frecuencia 

O) = 

Periodo 

2:;r ^ ^ 

P = — (sec) 

(O 

1 

-38.2709 

6.1863 

1.0157 

2 

-33.3826 

5.7778 

1.0875 

3 

-26.1803 

5.1167 

1.2280 

4 

-17.9094 

4.2320 

1.4847 

5 

-10.0000 

3.1623 

1.9869 

6 

-3.8197 

1.9544 

3.2149 

7 

-0.4370 

0.6611 

9.5042 


FIGURA 5.3.17. Frecuencias y periodos de oscilaciones naturales del 
edificio de siete pisos. 


Una oscilación sísmica horizontal E eos cot del suelo, con amplitud E y acele¬ 
ración a = —EüP' eos cot, produce una fuerza de inercia opuesta E = ma = niEco^ sen 
cot en cada uno de los pisos del edificio. El sistema no homogéneo resultante es 


x" = Ax -|- {Eco^ eos mí)b. 


( 2 ) 


donde b = [1 11111 l]^y A es la matriz de la ecuación (1). Ea figu¬ 

ra 5.3.18 muestra una gráfica de amplitud máxima (para las oscilaciones forzadas en 
cualquier piso) contra el periodo de las vibraciones sísmicas. Eos picos correspon¬ 
den a las primeras seis de las siete frecuencias de resonancia. Se observa, por ejemplo, 
que mientras un sismo con periodo de 2 (s) podría producir vibraciones de resonan¬ 
cia destructiva en el edificio, esto probablemente no sería perjudicial para un sismo 
con periodo de 2.5 (s). Edificios distintos tienen frecuencias naturales diferentes de 
vibración y así es que un sismo dado puede demoler un edificio pero dejar intacto 
uno que esté junto. Este fenómeno se observó en la ciudad de México después del 
devastador sismo del 19 de septiembre de 1985. 

Como ejercicio, considere su propio edificio de siete pisos, tomando el peso 
(en ton) de cada piso como el dígito más grande de su matrícula de estudiante y sea 
k (en ton/pie) igual al dígito más pequeño diferente de cero. Obténganse los resulta¬ 
dos numéricos y gráficos como los que se ilustran en las figuras 5.3.17 y 5.3.18. ¿Es 
su edificio susceptible al daño de un sismo con periodo en el intervalo de 2 a 3 s? 

Puede iniciar el trabajo manualmente dando respuesta a los siguientes pro¬ 
blemas: 

1, Encuéntrense los periodos de vibración naturales de una construcción de dos 
pisos por encima del suelo, cada uno pesando 16 ton, y cada uno con una fuer¬ 
za de restitución de A: = 5 ton/ft. 
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2. Obténganse los periodos de vibración naturales de un edificio de tres pisos por 
encima del nivel del suelo, cada uno con un peso de 16 ton y cada uno con 
fuerza de restitución de A: = 5 ton/ft. 

3. Verifiqúense las frecuencias naturales y los modos naturales de la vibración de 
un edificio con tres pisos arriba del nivel del suelo como en el problema 2, 
excepto que los dos pisos superiores pesan 8 ton cada uno, en lugar de 16. Pro¬ 
porciónense las relaciones de las amplitudes A, 5 y C de las oscilaciones de los 
tres pisos en la forma A.B.C con A = 1. 

4. Supóngase que el edificio del problema 3 está sujeto a un sismo en el cual la 
tierra se mueve horizontalmente con oscilaciones senoidales en un periodo de 
3 s y una amplitud de 3 in. Encuéntrense las amplitudes de las oscilaciones 
periódicas en estado permanente resultantes en los tres pisos arriba del suelo. 
Asúmase el hecho de que un movimiento del suelo de la forma E sen cot, con 
aceleración a = —Ea? sen cot, produce una fuerza de inercia opuesta E = —nía 
= niEü? sen cot en un piso de masa m. 


Soluciones para eigenvalores múltiples 


En la sección 5.2 se estudió que si la matriz A de n X n tiene n eigenvalores distintos 
(reales o complejos) Aj, A 2 ,..., con los respectivos eigenvectores asociados Vi, V 2 , 
..., v„, entonces una solución general del sistema 



( 1 ) 


está dada por 


x(í) = ciVie^i' + C2\2e^^‘ H-h Cn'tne^’'' (2) 

con constantes arbitrarias ci, C2,..., c„. En esta sección se presenta el caso en que la 
ecuación característica 


|A - AI| = 0 


(3) 


no tiene n raíces distintas, de este modo cuenta con al menos una raíz repetida. 

Un eigenvalor es de multiplicidad k si es una raíz de multiplicidad k de la 
ecuación (3). Para cada eigenvalor A, la ecuación del eigenvector 

(A - AI)v = 0 (4) 

tiene al menos una solución diferente de cero v, de esta manera existe al menos un 
eigenvector asociado a A. Pero un eigenvalor de multiplicidad A: > 1 puede tener 
menos de k eigenvectores asociados linealmente independientes. En este caso no se 
puede encontrar un “conjunto completo” de n eigenvectores linealmente indepen¬ 
dientes de A, como se necesitan para formar la solución general en (2). 

Se llama eigenvalor de multiplicidad k completo si tiene k eigenvectores aso¬ 
ciados linealmente independientes. Si todo eigenvalor de la matriz A es completo, 
entonces —debido a que los eigenvectores asociados con diferentes eigenvalores son 
linealmente independientes— se concluye que A tiene un conjunto completo de n 
eigenvectores linealmente independientes Vi_ V2,..., v„ asociados con A; A 2 ,..., A„ 
(cada uno repetido con su multiplicidad). En este caso la solución general de x' = Ax 
sigue aún dada por la combinación usual en (2). 
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Ejemplo 1 


Solución 


Encuéntrese la solución general del sistema 


X = 



4 

-1 

4 


X. 


( 5 ) 


La ecuación característica de la matriz de coeficiente A en la ecuación (5) es 


|A - kl\ 


9-k 4 0 

-6 -1-X 0 

6 4 3 -4 


= (3-4)[(9-4)(-l-4) + 24] 
= (3-4)(15-84 + 42) 

= (5 - 4)(3 - kf = 0. 


Así, A tiene el eigenvalor distinto ki = 5 y el eigenvalor repetido 42 = 3 de multi¬ 
plicidad k = 2. 

Caso 1. 4i = 5. La ecuación del eigenvector (A — 41)v = 0, donde v = [a b cY, 


es 


(A - 5I)v = 


4 4 0 

-6 -6 0 
6 4-2 


a 


0 

b 

= 

0 

c 


0 


Cada una de las primeras dos ecuaciones 4a + 4fi = 0 y — 6a — = 0 hacen que 

= — a. La tercera ecuación se reduce a 2a — 2c = 0, de tal manera que c = a. La 
elección a = 1 produce el eigenvector 

v, = [l -1 1]" 

asociado con el eigenvalor 4i = 5. 

Caso 2. 42 = 3. Ahora la ecuación del eigenvector es 


(A - 3I)v = 


6 4 0 

-6 -4 0 

6 4 0 


a 


0 

b 

= 

0 

c 


0 


de tal manera que el vector diferente de cero v = [a b cY es un eigenvector si y 
sólo si 


6a -h 4¿i = 0; (6) 

esto es,b= “ f El hecho de que la ecuación (6) no involucre a c significa que c 
es arbitraria, sujeta a la condición v =4 0. Si c = 1, entonces se puede seleccionar a = 
b = 0, esto obtiene el eigenvector 

V2 = [0 0 1]^ 

asociado con 42 = 3. Si c = 0, entonces a debe seleccionarse diferente de cero. Por 
ejemplo, si a = 2 (para evitar fracciones), entonces b = —3, de tal manera que 

V3 = [2 -3 0]^ 
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es un segundo eigenvector linealmente independiente asociado con el eigenvalor de 
multiplicidad 2 A 2 = 3. 

De este modo, se ha encontrado un conjunto completo de tres eigenvectores Vi_ 
V 2 , V 3 asociados con los eigenvalores 5, 3, 3. La solución general correspondiente de 
la ecuación (5) es 

x(í) = civie^' + (7) 


C\ 

1 

-1 

e^‘ + C2 

1 

0 0 

_1 

+ C3 

2 

-3 


1 


1 


0 


con funciones componentes escalares dadas por 

xi{t) = cie^‘+ 2c3e^^ 

X2{t) = -cie^* - 3c3e^^ ■ 

X3(í) = Cle^' + C2e^^ 

Observación. La elección en el ejemplo 1 de los dos eigenvectores 

V 2 = [0 0 1]^ y V 3 = [2 -3 0]^ 

asociados con el eigenvalor repetido A 2 = 3 sostiene el comentario: el hecho de que 
b = — para cualquier eigenvector asociado con A 2 = 3 significa que cualquier 
eigenvector de este tipo puede escribirse como 


a 


" 0 " 


2 " 

-¡a 

= c 

0 

+ 

-3 

c 


1 


0_ 


= CV 2 + \a\2,. 


y de esta manera es una combinación de V 2 y V 3 Por tanto, dadas ay c, ambas dife¬ 
rentes de cero, puede seleccionarse a v en lugar de V 3 como el tercer eigenvector y la 
nueva solución general 


x(í) = ciVie^' -f C 2 V 2 e^' -f 

será equivalente a la proporcionada en la ecuación (7). De esta manera, no es nece¬ 
sario preocuparse por hacer la elección “correcta” de los eigenvectores independien¬ 
tes asociados con un eigenvalor múltiple. Se elegirá cualquiera, generalmente el más 
simple que pueda hacerse. ■ 


Eigenvalores incompletos 

El ejemplo siguiente muestra que —desafortunadamente— no todos los eigenvalo¬ 
res múltiples son completos. 


Ejemplo 2 


La matriz 


1 -3 
3 7 


A = 


( 8 ) 
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tiene ecuación característica 


|A - A.II 


_ 1-1 -3 

“ 3 7-1 

= (1 -l)(7-l)+9 
= 1^ - 81 + 16 = (1 


4f = 0. 


Así, A tiene un solo eigenvalor li = 4 de multiplicidad 2. La ecuación del eigenvector 


(A - 4I)v = 



conduce a que se obtengan las ecuaciones escalares equivalentes 


— 3a — 3b = 0, 3a + 3b = 0. 

Por tanto, b = — a si v = [a bY es un eigenvector de A. Entonces cualquier eigen- 
vector asociado con Ij = 4 es un múltiplo diferente de cero de v = [1 ~ 1]^- Así, 

el eigenvalor li = 4 de multiplicidad 2 tiene solamente un eigenvector independiente 
y en consecuencia está incompleto. ■ 


Un eigenvalor 1 de multiplicidad k > l se llama incompleto si no se pueden 
obtener los k vectores linealmente independientes. Si 1 tiene solamente p < k eigen- 
vectores linealmente independientes, entonces el número 

d = k- p (9) 

de eigenvectores “fallantes” se denomina defecto del eigenvalor incompleto A. De 
este modo, el eigenvalor defectuoso A; = 4 del ejemplo 2 tiene multiplicidad k = 2y 
defecto d = l, debido a que se observa que tiene sólo p = \ eigenvectores asociados. 

Si los eigenvalores de una matriz A de n X n no son todos completos, entonces 
el método del eigenvalor como el que se ha descrito obtiene un número menor de las 
n soluciones linealmente independientes del sistema x' = Ax que se necesitan. Por 
tanto, es necesario buscar cómo encontrar las “soluciones fallantes” correspondien¬ 
tes a los eigenvalores incompletos A de multiplicidad ^ > 1 . 

Caso de multiplicidad k — 2 

Iniciando con el caso en que k = 2,y suponiendo que se ha encontrado (como en el 
ejemplo 2) que existe solamente un eigenvector asociado Vi con eigenvalor incom¬ 
pleto A, entonces hasta este punto se ha encontrado una sola solución 

> xi(f) = vie"' (10) 

de x' = Ax. Por analogía con el caso de raíces características repetidas para una sola 
ecuación diferencial lineal (secc. 3.3), se puede esperar obtener una segunda solu¬ 
ción de la forma 


X2(f) = (V20e"' = y2te^‘. (11) 

Cuando se sustituye x = V 2 te^‘ en x' = Ax, se encuentra la ecuación 

V2e^' = Av2fe^* = A\2te^‘. 

Pero, debido a que los coeficientes tanto en e^‘ como en te^‘ deben equilibrarse, se 
concluye que V 2 = 0, y por tanto que X 2 (f) = 0. Esto significa que —contrario a lo que 
se esperaba— el sistema x'= Ax no cuenta con una solución no trivial de la forma 
propuesta en (11). 
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En lugar de simplemente tomar la idea de atrás de la ecuación (11), es conve¬ 
niente profundizar un poco más reemplazando V 2 Í con Vií -I- V 2 . Así, se explora la 
posibilidad de una segunda solución de la forma 

>► X2(í) = (vií + V2)e^' = + V2e^' (12) 

donde Vi y V 2 son vectores constantes diferentes de cero. Cuando se sustituye x = 
Viíe^' -f V 2 e^' en x'= Ax, se obtiene la ecuación 

yie^‘ + Xyite^' + Av2e^' = Avife^' -f Av2e^'. (13) 

Igualando los coeficientes de y te^‘ se obtienen las dos ecuaciones 

(A - AI)vi = 0 (14) 


y 


(A - AI)v2 = Vi (15) 

que los vectores Vi y V 2 deben satisfacer para que la ecuación (12) proporcione una 
solución de x'= Ax. 

Nótese que la ecuación (14) sólo confirma que Vi es un eigenvector de A aso¬ 
ciado al eigenvalor A. Entonces la ecuación (15) dice que el vector V 2 satisface la 
ecuación 


(A - AI)^V2 = (A - AI)[(A - AI)v2 ] = (A - AI)vi = 0. 

Se concluye que para resolver simultáneamente las dos ecuaciones en (14) y (15) es 
suficiente con encontrar una solución V 2 de la ecuación (A — AI)^V 2 = 0, tal que el 
vector resultante Vi = (A — AI)^V 2 sea diferente de cero. Esto es posible siempre que 
el eigenvalor incompleto A de A sea de multiplicidad 2. En consecuencia, el procedi¬ 
miento descrito en el algoritmo siguiente siempre tiene éxito para encontrar las dos 
soluciones independientes asociadas con un eigenvelor con estas características. 


ALGORITMO Eigenvalores incompletos de multiplicidad 2 

1. Encuéntrese primero una solución V 2 diferente de cero de la ecuación 

(A - AI)2v2 = 0 (16) 

tal que 

(A - X\fy2 = Vi (17) 

sea diferente de cero y por tanto sea un eigenvector Vi asociado con A. 

2. Eórmense las dos soluciones independientes 

xi(f) = yie^‘ (18) 

y 

X2(f) = (Vií + V2)e"' (19) 


de x' = Ax correspondiente a A. 
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Ejemplo 3 


Obténgase la solución general del sistema 


1 

3 



( 20 ) 


Solución En el ejemplo 2 se encontró que la matriz de coeficiente A en la ecuación (20) tiene un 
eigenvalor incompleto A = 4 de multiplicidad 2. Por tanto, se comienza por calcular 


(A - 41)2 



Así, la ecuación (16) es 


0 

0 


V2 = 0, 


y por consiguiente se satisface por cualquier valor de V2. En principio, podría suceder 
que (A — 4 I)v2 fuera diferente de cero (como se desea) para algunas selecciones de 
V2 aunque no para otras. Si se intenta con V2 = [1 0]^^ se encuentra que 


(A - 41) V2 = 



Vi 


es diferente de cero, y por tanto es un eigenvector asociado con A = 4. (Esto es, tres 
veces el eigenvector encontrado en el ejemplo 2.) En consecuencia, las dos solucio¬ 
nes de la ecuación (20) dadas por las ecuaciones (18)y(19) son 


xi(f) = 2 

X2(í) = (vií-HV2)e'‘' = 


Ea solución general resultante 


\ A \\ 
-x X. \ \ \ ^ 
^ -xX \ 

^ ^ X^\ 

5 

« 5 Y ^ t 

^ Y ti T r 1 ! 
M r H 

^ 4 MM ^ 

a ir i U ir, V 

— ‘V í "V ^ ^ 

^ -V 4^ ^ ^ 

¿i ■\^ 'V 1V \V ^ 

■%x. / /,í r tr 

-V 

X A \ X 

^ i 

X |\,^1 ^ 


_ W ^ V !■» \1» -^1 - I- T -I I '-I 

- 4 - 3 - 2-1 0 12 3 4 


FIGURA 5.4.1. Campo 
direccional y curvas solución para 
el sistema lineal x[ = Xi — 3x2, 

X 2 = 3jci -t 1x2 del ejemplo 3. 


x(í) = CiXi(í) -hC 2 X 2 (í) 


tiene las funciones componentes escalares 


Vi(í) = (-3 c2í -i- C2 - 3ci)e'^‘, 
xiit) = (3c2í -f 3ci)e^\ 

Con C2 = 0 estas ecuaciones solución se reducen a las ecuaciones X\(t) = 

X 2 ÍO — 3cie"^^ las cuales parametrizan la línea Xi = —X 2 en el plano x¡ X 2 . El punto 
(x¡(t), X 2 (t)), se aleja entonces del origen a lo largo de esta línea conforme í ^ -foo, 
al noroeste si Ci > 0 y al sureste si Ci < 0. Como se indica en la figura 5.4.1, cada 
una de las curvas solución con C2 3^ 0 es tangente a la línea Xi = —X 2 en el origen; el 
punto (xi(í), X2(í)) se aproxima al origen conforme t —^ —00 y tiende a -foo a lo largo 
de la curva solución conforme í —> -foo. ■ 
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Eigenvectores generalizados 

El vector V2 en la ecuación (16) es un ejemplo de un eigenvector generalizado. Si A 
es un eigenvalor de la matriz A, entonces un eigenvector generalizado de rango r 
asociado con A es un vector v tal que 

>■ (A — AI)''v = 0 pero (A — AI)''“'v7^0. (21) 

Si r = 1, entonces (21) simplemente significa que v es un eigenvector asociado a A 
(recordando la convención de que la potencia cero de una matriz cuadrada es la ma¬ 
triz identidad). De este modo, un eigenvector generalizado de rango 1 es un eigen¬ 
vector ordinario. El vector V2 en (16) es un eigenvector generalizado de rango 2 (y 
no un eigenvector ordinario). 

El método de multiplicidad 2 descrito anteriormente se reduce a encontrar un 
par {vi, V2} de eigenvectores generalizados, uno de rango 1 y otro de rango 2, tales 
que (A — AI)v 2 = Vi. Métodos de multiplicidad más alta involucran “cadenas” más 
largas de eigenvectores generalizados. Una cadena de longitud k de eigenvectores 
generalizados basada en el eigenvector vi es un conjunto {vi, V 2 ,..., v¿} de k 
eigenvectores generalizados tales que 

(A - AI)v;t = yk-i, 

(A - AI)Ví:-l = Yk-l, 

> ( 22 ) 

(A - AI)v 2 = Vi. 

Debido a que Vi es un eigenvector ordinario, (A — AI)vi = 0. Por tanto, se concluye 
de (22) que 


(A - AI)V = 0. (23) 

Si {vi, V2, V3} es una cadena de longitud 3 de eigenvectores generalizados aso¬ 
ciados con el eigenvalor múltiple A de la matriz A, entonces es fácil verificar que las 
tres soluciones linealmente independientes de x' = Ax están dadas por 


xi(í) = vie^', 

> X2(í) = (Vií -f V2)e^^ (24) 

X3(í) = {\y\t^ + V2Í -b V3) . 


Por ejemplo, las ecuaciones en (22) proporcionan 

AV 3 = V 2 -b AV 3 , AV 2 = Vi-bAV 2 , Avi=Avi, 


Ax 3 = [jAvií^ -b Av 2 í -b Avs] 

= [^Avií^ -b (vi -b Av 2 )í “b (v 2 “b AV 3 )] 

= (Vií -b V2)e^' -b A (jVií^ -b V2Í -b V3) e^‘ 



De esta forma, X3(í) en (24) define, realmente, una solución de x' = Ax. 
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En consecuencia, para “manejar” un eigenvalor k de multiplicidad 3, es sufi¬ 
ciente con encontrar una cadena de longitud 3 de eigenvalores generalizados {vi, V 2 , 
V 3 } asociados a k. Observando la ecuación (23), se aprecia que sólo se necesita en¬ 
contrar una solución V 3 de 


(A - kl)\, = 0 


tal que los vectores 


V2 = (A - 4 I)v 3 y Vi = (A - AI)v 2 

son ambos diferentes de cero (aunque, como se verá más adelante, esto no es siempre 
posible). 


Ejemplo 4 


Encuéntrense tres soluciones linealmente independientes del sistema 


0 1 2 
-5 -3 -7 
1 0 0 


X. 


(25) 


Solución Ea ecuación característica de la matriz de coeficientes en la ecuación (25) es 


|A - kl\ 


-k 1 2 

-5 -3-4 -7 
1 0 -4 


= 1 • [-7 - 2 • (-3 - 4)] + (-4)[(-4)(-3 - 4) + 5] 
= -4^ - 342 - 34 - 1 = -(4 -b 1)^ = 0, 


y de este modo A tiene el eigenvalor 4 = — 1 de multiplicidad 3. Ea ecuación del 
eigenvector (A — 4I)v = 0 para un eigenvector v = [a b cY es 


(A + I)v 


1 1 2 


a 


0 

-5 -2 -7 


b 

= 

0 

1 0 1 


c 


0 


El tercer renglón c + c = 0 hace que c = —a, entonces del primer renglón a + b + 
2c = 0 resulta que = a. De esta manera, con un múltiplo constante, el eigenvalor 
4 = — 1 tiene solamente el eigenvector asociado v = [a a —aY con a =4 0, y así 
el defecto de 4 = — 1 es 2. 

Para aplicar el método descrito aquí para eigenvalores triples, primero se calcula 


(A + If 


y 


1 1 2 


1 1 2 


-2 -1 -3 

-5 -2 -7 


-5 -2 -7 

= 

-2 -1 -3 

1 0 1 


1 0 1 


1 

(N 

_I 


1 1 2 


-2 -1 -3 


000 

-5 -2 -7 


-2 -1 -3 

= 

000 

1 0 1 


2 1 3 


000 


(A +1)' = 
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De este modo, cualquier vector diferente de cero V 3 será una solución de la ecuación 
(A + I)^ V3 = 0. Iniciando con V3 = [1 0 0]^, por ejemplo, se calcula 



1 

1 

2 


V2 = (A -f I)V3 = 

-5 

-2 

-7 



1 

0 

1 

_ 


1 

1 

2 ” 

- 

Vi = (A -f I)V2 = 

-5 

-2 

-7 



1 

0 

1 



Nótese que Vi es el eigenvector v encontrado previamente con a = —2; esta concor¬ 
dancia sirve para verificar la precisión de los cálculos hechos con la matriz. 

De esta manera, se ha encontrado una cadena de longitud 3 {vi, V2, V3} de eig- 
envectores generalizados asociada con el eigenvalor triple X = — 1. La sustitución en 
(24) produce ahora las soluciones linealmente independientes 


xi(í) = vie ' = 


-2 

-2 

2 


X2(0 = (vií -h V2)e ' = 


- 2 í -f 1 
-21-5 
2t + 1 


X3(í) = + yit + V3) e ' = 


-í^ + í + 1 
—— 5í 
+1 


del sistema x' = Ax. 


El caso general 

Un teorema fundamental de álgebra lineal establece que cada matriz A de n X n 
tiene n eigenvectores generalizados linealmente independientes. Estos n eigenvecto- 
res generalizados pueden arreglarse en cadenas, con la suma de las longitudes de las 
cadenas asociadas con un eigenvalor X dado, igual a la multiplicidad de X. Pero la 
estructura de estas cadenas depende del defecto de A y puede llegar a ser bastante 
complicado. Por ejemplo, un eigenvalor de multiplicidad 4 puede corresponder a: 

• Cuatro cadenas de longitud 1 (defecto 0); 

• Dos cadenas de longitud 1 y una cadena de longitud 2 (defecto 1); 

• Dos cadenas de longitud 2 (defecto 2); 

• Una cadena de longitud 1 y una cadena de longitud 3 (defecto 2); o 

• Una cadena de longitud 4 (defecto 3). 

Nótese que, en cada uno de estos casos, la longitud de la cadena más larga es de al 
menos í¿ + 1, donde d es el defecto del eigenvalor. En consecuencia, una vez que se 
han encontrado todos los eigenvectores ordinarios asociados con el eigenvalor múl¬ 
tiple X, y por tanto se conoce el defecto d de X, se puede iniciar con la ecuación 

>■ (A - = 0 (26) 

para comenzar la construcción de las cadenas de eigenvectores generalizados asocia¬ 
dos a X. 
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ALGORITMO Cadenas de eigenvectores generalizados 

Comiéncese con una solución Ui diferente de cero de la ecuación (26) y multipli¬ 
qúese sucesivamente por la matriz A — AI hasta obtener el vector cero. Si 

(A - AI)ui = U 2 # 0, 

(A - AI)ui;-i = Ui; 0, 
pero (A — AI)u^ = 0, entonces los vectores 

{Vi, V2,..., Vj = {U^, Ui:-i,...,U2, Ui} 

(tomados en orden inverso de como se presentan) forman una cadena de eigenvec¬ 
tores generalizados de longitud k basados en el eigenvector (ordinario) Vj. 


Cada cadena de longitud k de eigenvectores generalizados {Vi, V 2 ,..., Ví-} (con 
un eigenvector ordinario Vi asociado a A) determina un conjunto de k soluciones 
independientes de x' = Ax correspondientes al eigenvalor A: 


xi(í) = 

X2(0 = (Vií-hV2)É’^', 

X3(í) = (jVií^ -f V2Í -f V3) 

> . (27) 


^k{t) = 


{(k-í)\ 


+ ••• + 


2 ! 


+ \k~it +yk ]e 




Nótese que (27) se reduce a la ecuación (18) por medio de (19) y (24) en los casos en 
que k = 2y k = 3, respectivamente. 

Para asegurar que se obtienen n eigenvectores generalizados de la matriz A de 
n X n que son en efecto linealmente independientes, y por tanto proporcionan un 
conjunto completo de n soluciones linealmente independientes de x' = Ax cuando 
se unen todas las “cadenas de soluciones” correspondientes a las diferentes cadenas 
de eigenvectores generalizados, se puede confiar en los dos hechos siguientes: 

• Cualquier cadena de eigenvectores generalizados constituye un conjunto de 
vectores linealmente independientes. 

• Si dos cadenas de eigenvectores generalizados están basadas en eigenvectores 
linealmente independientes, entonces la unión de estas dos cadenas es un con¬ 
junto de vectores linealmente independientes (ya sea que los dos eigenvectores 
base están asociados con eigenvalores diferentes o con el mismo eigenvalor). 


Ejemplo 5 


Supóngase que la matriz A 6 X 6 tiene dos eigenvalores Ai = — 2 yA 2 = 3de mul¬ 
tiplicidad 3 con defectos 1 y 2, respectivamente. Entonces A; debe tener un eigenvector 
asociado Ui y una cadena de longitud 2 {vi, V 2 } de eigenvectores generalizados (con 
los eigenvectores Ui y Vi linealmente independientes), mientras que A 2 debe tener 
una cadena de longitud 3 {wi, W 2 , W 3 } de eigenvectores generalizados basada en su 
eigenvector Wi Los seis eigenvectores generalizados Ui, Vi, V 2 , Wi, W 2 y W 3 son li- 
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nealmente independientes y producen las seis soluciones independientes de x' = Ax 
siguientes: 

xi(í) = 

X2(í) = 

X3(í) = (Vií +V2)e“^', 

X4(í) = Wle^^ 
xsCí) = (wif+ W2)e^', 

X6(í) = (iwií^ + W2Í+ W3)e^'. ■ 


Como ilustra el ejemplo 5, el cálculo de soluciones independientes correspon¬ 
diente a los diferentes eigenvalores y cadenas de eigenvalores generalizados es cosa 
de rutina. La determinación de la estructura de la cadena asociada con un eigenvalor 
múltiple dado puede ser más interesante (como en el ejemplo 6 ). 


Una aplicación 


1 1 - 

m. 

k 

mi 



x,lt) 

^lit) 


FIGURA 5.4.2. Los carros de 
ferrocarril de ejemplo 6. 


La figura 5.4.2 muestra dos carros de ferrocarril que están conectados con un resorte 
(unido de manera permanente en ambos carros) y con un amortiguador que ejerce 
fuerzas opuestas sobre los dos carros, de magnitud c{x[ — proporcional a su velo¬ 
cidad relativa. Los dos carros están sujetos también a fuerzas de resistencia por fric¬ 
ción cix[ y C 2 X 2 proporcionales a sus respectivas velocidades. La aplicación de la ley 
de Newton ma = F (como en el ejemplo 1 de la sección 4.1) obtiene las ecuaciones 
de movimiento 


mix" = k{x 2 — x\) — c\x[ — c{x[ — X 2 ), 

« 2 X 2 = k{xi — X 2 ) — C 2 X 2 — c(x 2 — x[). (28) 


En términos del vector de posición x(f) = [xi(í) X 2 (í)]^, estas ecuaciones pueden 
escribirse en forma de matriz 


Mx" = Kx -f Rx'. (29) 

donde M y K son las matrices de masas y de rigidez [como en las ecs. (2) y (3) de la 
sección 5.3], y 


-(c-bci) c 
c -(C-I-C 2 ) 


es la matriz de resistencia. Desafortunadamente, debido a la presencia del término 
que involucra a x', los métodos de la sección 5.3 no pueden emplearse. 

En su lugar, se puede escribir la ecuación (28) como un sistema de primer or¬ 
den en las cuatro funciones xi(í), X 2 ( 0 , X 3 (f) = xí(f) y X 4 (f) = X 2 (f) como incógnitas. 
Si mi = m 2 = 1 se obtiene 

x' = Ax (30) 

donde ahora x = [xi X 2 


—k k —(c-fci) c 
k —k c —(C + C 2 ) 


X 3 X4]^ y 

0 0 1 0 

0 0 0 1 
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Ejemplo 6 


Con nii = m 2 = 


c = 


1 y ¿ = Ci = C 2 = 2, el sistema de la ecuación (30) es 


“ 0010 “ 
0 0 0 1 
-2 2-3 1 
2-2 1-3 


(32) 


No es tedioso calcular manualmente —aunque un sistema de álgebra en computado¬ 
ra tal como Maple, Mathematica o Matlab aquí es útil— la ecuación característica 

4“^ -h 61^ -b 124^ -b 8A = -b 2)^ = 0 

de la matriz de coeficientes A en la ecuación (32). Así, A tiene un eigenvalor Aq = 0 
distinto y un eigenvalor triple X\ = —2. 

Caso 1. Aq = 0. La ecuación del eigenvalor (A — AI)v = 0 para el eigenvector 
V = [a b c dY Qs 


“0010“ 


~ a~ 


“0“ 

0 0 0 1 


b 


0 

-2 2-3 1 


c 


0 

_ 2 -2 1 -3 _ 


.d_ 


_ 0 . 


Los primeros dos renglones obtienen que c = d = 0, entonces los últimos dos ren¬ 
glones llevan a que a = b. Así 


Vo = [l 1 0 Of 


es un eigenvector asociado con Aq = 0 . 


Caso 2. Ai = —2. La ecuación del eigenvalor (A — AI)v = 0 es 


(A + 2I)v 


-2010“ 


~ a~ 


“0“ 

0 2 0 1 


b 


0 

-2 2-1 1 


c 


0 

2-2 1-1 


^d_ 


_ 0 _ 


La tercera y cuarta ecuaciones escalares son las diferencias de la primera y segunda 
ecuaciones, y por tanto son redundantes. En consecuencia, v se determina por las 
primeras dos ecuaciones 


2 a -b c = 0 y 2b + d = 0. 

Asignando valores a a y de manera independiente, se resuelve para c y d. Por lo 
cual se obtienen dos eigenvectores asociados al eigenvalor triple Ai = —2. La elec¬ 
ción de a = 1, = 0 hace que c = —2yd = 0, por tanto el eigenvector 

ui = [1 0 -2 Of. 

La elección a = 0,b = 1 produce c = 0 y íí = —2, y por consiguiente, el eigenvector 


U2 = [0 1 0 -2f. 
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Debido a que X¡ = —2 tiene defecto 1, se necesita un eigenvector generalizado 
de rango 2 y de este modo una solución V 2 diferente de cero de la ecuación 


Obviamente, 


(A + 2I)2v2 


-2 2 1 
2 2 1 
0 0 0 
0 0 0 


1 - 
1 
0 
0 


V2 = 0. 


V 2 = [0 0 1 -If 


es un vector de este tipo, y se encuentra que 


(A + 2I)v2 


- 2010 - 


- 0 - 


- 1 - 

0 2 0 1 


0 


-1 

-2 2-1 1 


1 


-2 

_ 2 -2 1 - 1 _ 


_ -1 _ 


2 _ 


Vi 


es diferente de cero, y por tanto es un eigenvector asociado a = —2. Así, {vi, V 2 } es 
la cadena de longitud 2 que se necesitaba. 

El eigenvector Vi recién encontrado no es de ninguno de los dos eigenvectores 
Ui y U 2 hallados previamente, pero se observa que Vi = Uj — U 2 . Para una cadena Wi 
de longitud 1, que complete el cuadro, se puede elegir cualquier combinación lineal de 
Ui y U 2 independientemente de Vi- Por ejemplo, se podría seleccionar Wi = Ui o 
Wi = U 2 . Sin embargo, se observa momentáneamente que la elección particular 


Wi = Ui + U 2 = [1 1 —2 —2]^ 


produce una solución del sistema que es de interés físico. 

Finalmente, las cadenas {vq}, {wi} y {vi, V2} obtienen las cuatro soluciones 
independientes 


Xi(í) 

X2(í) 

X 3 (í) 

X4(í) 


Voe°'' = [ 1 1 

0 


1 1 

-2 

-2]%-2' 

= [ 1 -1 

-2 

2]^-2^ 

(vií-hV2)e-^^ 



r t — t — 2t 1 

21 



del sistema x' = Ax en (32). 

Las cuatro componentes escalares de la solución general 


x(í) = CiXi(í) + C2X2(í) + C3X3(í) + C4X4(í) 


se describen por las ecuaciones 

Vi(í) = ci + e ^'(c2 + C3 + C4Í), 

X 2(0 = Ci + e“^'(c2 - C3 - C4Í), 

X3(t) = e~^‘(—2c2 — 2 c 3 + C 4 — 2 c 4 í), 
V4(í) = 2 c2 + 2c3 — C4 + 2c4í). 


(33) 


(34) 


Recordando que xi(í) y X 2 (f) son las funciones de la posición de las dos masas, mien¬ 
tras que x^it) = x[(t) y X 4 (í) = X 2 (f) son sus respectivas funciones de velocidad. 



5.4 Soluciones poro eigenvolores múltiples 345 

Por ejemplo, supóngase que Xi(0) = X2(0) = 0 y que Xi'(O) = xjCO) = Vq. En¬ 
tonces las ecuaciones 

Xl(0) = Ci -|- C2 -|- C3 = o, 

X 2 ( 0 ) = C1 -I- C2 — C3 = 0 , 

x[ ( 0 ) = - 2c2 - 2c3 -i- C4 = Vo, 

X2(0) = — 2c2 -|- 2c 3 — C4 = l>0 

se resuelven para ci = ^ Vq, C 2 = ^ Vq y C 3 = C 4 = 0 , así 

xi(í) = X2(í) = ^vo (1 - e~^*), 
x[{t) = Xjíí) = Voe~^‘. 

En este caso los dos carros del ferrocarril continúan en la misma dirección con igual 
velocidad pero amortiguada exponencialmente, aproximándose a los desplazamien¬ 
tos Xi = X 2 = ^ f o conforme í ^ + 00 . 

Es interesante interpretar físicamente de manera individual la solución de los 
eigenvectores generalizados dados en (33). Ea solución degenerada (Aq = 0) 

xi(f) = [1 1 0 Of 

describe las dos masas en reposo con funciones de posición xi(í) — 1 y X 2 (í) — 1. 

Ea solución 


X 2 (f) = [l 1 -2 -2fe-2^ 

correspondiente a la cuidadosa elección del eigenvector Wi describe los movimientos 
amortiguados Xi(f) = e~^‘ y X 2 (f) = e~^‘ de las dos masas, con iguales velocidades en 
la misma dirección. Einalmente, las soluciones X 3 (f) y X 4 (í) resultantes de la cadena 
{vi, V 2 } de longitud 2, describen movimientos amortiguados con las dos masas mo¬ 
viéndose en direcciones opuestas. ■ 

Eos métodos de esta sección se aplican a eigenvalores múltiples complejos de 
la misma manera que a los eigenvalores múltiples reales (aunque los cálculos nece¬ 
sarios tienden a ser un poco largos). Dado un par conjugado complejo a ± /ií de 
eigenvalores de multiplicidad k, se trabaja con uno de ellos (digamos, a — pi) como 
si fuera real para encontrar k soluciones de valores complejos independientes. Eas 
partes real e imaginaria de estas soluciones de valores complejos proporcionan 2 k 
soluciones con valores reales asociadas con los dos eigenvalores X = a — [ii y 
X = a + pi, cada una de multiplicidad k. Véanse los problemas 33 y 34. 


3 Problemas 


En los problemas del 1 al 22 encuentre la solución general de los 
sistemas. En los problemas 1 al 6 , utilice un sistema de cómputo 
o una calculadora gráfica para construir el campo direccional 
y las curvas solución típicas para los sistemas dados. 


1. x' = 

3. x' = 
5. x' = 



2. x' = 

4. x' = 

6. x' = 


-1 

1 

-1 

5 

-4 

9 


X 


X 


X 


7. x' = 


2 0 
-7 9 

0 0 


0 

7 

2 


x 


8. x' = 


25 

-18 

6 


12 

-5 

6 


0 

0 

13 


X 


9. x' = 


-19 

0 

-8 


12 84 

5 0 

4 33 


X 
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10. x' = - 


-13 40 -48 

-8 23 -24 X 

0 0 3 


24. x' = 


-3 0 -4 

-1 -1 -1 X 

1 0 1 

-1 0 1 " 

0-1 1 X 

1 -1 - 1 _ 

-1 0 r 

0 1 -4 X 

0 1 -3 

0 0 r 

—5 —1 —5 X 

4 1 -2 

-2-9 0" 

1 4 0 X 

1 3 1 _ 

1 0 0 " 

-2 -2 -3 X 

2 3 4_ 

1 0 o" 

18 7 4 X 

-27 -9 -5 _ 

1 0 Oí 


11. X = - 


12. x' = 


13. x' = 


14. X = 


15. X = 


16. x' = 


17. x' = 


18. x' = 


19. x' = 


20. x' = 


21. x' = 


22. x' = 


En los problemas 23 al 32 se proporcionan los eigenvalores 
de la matriz de coeficientes A. Obtenga una solución general 
del sistema x' = Ax indicado. Especialmente en los proble¬ 
mas 29 al 32, el uso de un sistema de álgebra en computadora 
(como en los materiales de aplicación de esta secc.) puede 
ser útil. 


3 

1 

X 

-4 

-1 


-4 

0 

-2 

1 

0 

0 

-12 

-1 

-6 

-4 

0 

-1 

1 

0 

1 - 

2 

1 

0 

0 

2 

1 

0 

0 

2_ 

-4 

0 

0 

3 

0 

0 

2 

1 

0 

1 

0 

1 

3 

7 

0 

-1 

-4 

0 

1 

3 

0 

-6 

-14 

1 


28 

50 

100 

15 

33 

60 x; A = -2, 3, 3 

-15 

-30 

-57 

-2 

17 

4l 

-1 

6 

1 x; X = 2,2,2 


26. x' = 


27. x' = 


28. x' = 


29. x' = 


30. x' = 


31. x' = 


32. x' = 


5 -1 


0 x; A = 3, 3, 3 
1 


-3 5 -5 

3 -1 3 x; X = 2,2,2 


8 

-8 

10 

J 

-15 

-7 


4 

34 

16 

— 

11 

17 

7 


5 

-1 

1 

1 


7 

-4 

-6 


5 

-1 

1 


6 

-2 

-2 


2 

1 - 

-2 


0 

3 - 

-5 


0 - 

-13 

22 

- 

0 - 

-27 

45 

- 

35 

-12 


4 

22 

-8 


3 

-10 

3 


0 

-27 

9 

- 

-3 

11 

-1 


2i 

0 

3 


( 

-9 

0 

- 

-2- 

3 

0 


1 

-48 

-3 

— 

13 : 


x; ;t = -l,-l,2,2 


x; A = -1,-1, 2, 2 


x; A = l, 1, 1, 1 


6 -3- 
0 0 
-6 3 x; 

5 -1 


23. x' = 


39 

8 

-16 

-36 

-5 

16 

72 

16 

-29 


16 x; = -1, 3, 3 


X = 2,2, 3, 3, 3 

33. La ecuación característica de la matriz de coeficientes A 
del sistema 


3-410 
4 3 0 1 

0 0 3 -4 

0 0 4 3 


<f)(X) = (X^ -6X + 25Y = 0. 

Por tanto, A tiene un par de eigenvalores complejos con¬ 
jugados repetidos 3 ± Ai. Primero muestre que los vecto¬ 
res complejos 

Vi = [1 i 0 0]^ y V 2 = [9 0 1 íY 

forman una cadena {vi, V 2 } de longitud 2 asociada al ei- 
genvalor X = 3 —Ai. Entonces, calcule las partes real e 
imaginaria de las soluciones de valores complejos 

Vie^' y (vií + V 2 )e^' 

para encontrar las cuatro soluciones de valores reales in¬ 
dependientes de x' = Ax. 
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34. La ecuación característica de la matriz de coeficientes A 
del sistema 



- 2 

0 

-8 

- 3 - 


-18 

-1 

0 

0 

x' = 

-9 

-3 

-25 

-9 


33 

10 

90 

32 _ 


(p{X) = - 44 + 13)2 = 

Por tanto, A tiene un par de eigenvalores complejos con¬ 
jugados repetidos 2 ± 3i. Primero demuestre que los vec¬ 
tores complejos 

Vi = [ —¡ 3 + 3i 0 —í ]^ , 

V2 = [3 -10-P9¡ -i 0]^ 


forman una cadena {vi, V 2 } de longitud 2 asociada con el 
eigenvalor X = 2 + 3i. Después calcule (como en el pro¬ 
blema 33) las cuatro soluciones de valores reales indepen¬ 
dientes de x' = Ax. 

35. Encuentre las funciones de la posición Xiit) y X2(t) de los 
carros del ferrocarril de la figura 5.4.1 si los parámetros 
físicos están dados por 

nti = m2 = Ci = C2 = c = k = l 
y las condiciones iniciales son 

xi(0) = X 2 ( 0 ) = o, xj(0) = XjCO) = vo- 

¿Cuánta distancia viajan los carros antes de detenerse? 

36. Repita el problema 35 bajo la consideración de que el 
carro 1 es protegido de la resistencia del aire por el carro 
2, de tal manera que ahora Ci = 0. Verifique que, antes de 
detenerse, los carros viajan el doble de distancia que 
los del problema 35. 


5.4 Aplicación 


Eigenvalores incompletos y eigenvectores generalizados 


Un sistema de álgebra por computadora típico puede calcular tanto los eigenvalores 
de una matriz dada A como los eigenvalores (ordinarios) linealmente independientes 
asociados a cada uno de los eigenvalores. Por ejemplo, considérese la matriz de 4 X 4 


35 

-12 

4 

30- 

22 

-8 

3 

19 

-10 

3 

0 

-9 

-27 

9 

-3 

-23 


del problema 31 de esta sección. Una vez que la matriz A ha sido capturada, el 
cálculo con Maple 

wlth(llnalg): elgenvectors(A); 

[1, 4, {[-1, 0, 1, 1], [0, 1, 3, 0]}] 

O el cálculo con Mathematica 

Elgensystem[A] 

{{ 1 , 1 , 1 ,!}, 

{{-3,-1,0,3}, {0,1,3,0}, {0,0,0,0}, {0,0,0,0}}} 

revela que la matriz A de la ecuación (1) tiene un solo eigenvalor A = 1 de multipli¬ 
cidad 4 con sólo dos eigenvectores asociados independientes Vi y V 2 . La instrucción 
de MATLAB 

[V, D] = eig(sym(A)) 

proporciona la misma información. El eigenvalor A = 1 por tanto tiene defecto d = 2. 
Si B = A - (1)1, se debe encontrar que 7 ^ 0, pero B^ = 0. Si 


Ui = [1 0 0 0]^, U2 = Bui, U3 = Bu2, 


entonces {ui, U 2 , U 3 } debe ser una cadena de longitud 3 de eigenvectores generaliza¬ 
dos basados en el eigenvector ordinario U 3 (el cual debe ser una combinación lineal 
de los eigenvectores originales Vi y V 2 ). Utilícese un sistema de álgebra en computadora 
para realizar esta construcción, y finalmente escríbanse cuatro soluciones linealmente 
independientes del sistema lineal x' = Ax. 
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Para investigar una matriz más especial, considérese la matriz ejemplo ga- 

llery(5) de Matlab 



■ -9 

11 

-21 

63 

-252 


70 

-69 

141 

-421 

1684 

A = 

-575 

575 

-1149 

3451 

-13801 


3891 

-3891 

7782 

-23345 

93365 


1024 

-1024 

2048 

-6144 

24572 


Utilícense comandos apropiados, como los ilustrados aquí, para mostrar que A tiene 
un solo eigenvalor A = 0 de multiplicidad 5 y defecto 4. Observando que A — (0)1 
= A, debe encontrarse que A"^ 7 ^ 0 pero que A^ = 0. De este modo, calcúlense los 
vectores 

Ui = [1 0 0 0 0 ]^, U2 = AUi, U3 = AU2, U4 = AU3, U5 = AU4. 

Debe obtenerse que U 5 es un vector diferente de cero tal que Aus = 0, y por tanto 
es un eigenvector (ordinario) de A asociado con el eigenvalor A = 0. De este modo 
{ui, U2, U3, U4, U5} es una cadena de eigenvectores generalizados de longitud 5 de la 
matriz A dada en la ecuación (2); finalmente pueden escribirse las cinco soluciones 
linealmente independientes del sistema lineal x' = Ax. 


5.5 


Matriz exponencial y sistemas lineales 


Los vectores solución de un sistema lineal homogéneo de n X n 

> x'=Ax (1) 

pueden utilizarse para construir una matriz cuadrada X = $(í) que satisface la ecua¬ 
ción diferencial matricial 


X' = AX 


(!') 


asociada con la ecuación (1). Supóngase que Xi(f), X 2 (f),..., x„(f) son n soluciones 
linealmente independientes de la ecuación (1). Así, la matriz de n X n 


> 


4»(í) = 


Xi(í) X2(í) 



( 2 ) 


que tiene estos vectores solución, como sus vectores columna, se llama matriz fun¬ 
damental del sistema dado en ( 1 ). 


Soluciones de la matriz fundamental 

Debido a que el vector columna x = Xy(í) de la matriz fundamental $(í) dada en (2) 
satisface la ecuación diferencial x' = Ax, se concluye (de la definición de multi¬ 
plicación de matrices) que la matriz X = $(í) en sí misma satisface la ecuación 
diferencial matricial X' = AX. Debido a que sus vectores columna son linealmente 
independientes, también se concluye que la matriz fundamental $(í) es no singular 
y por consiguiente cuenta con matriz inversa $(f)“^ Recíprocamente, cualquier 
solución matricial no singular ^(í) de la ecuación ( 1 ') tiene vectores columna lineal¬ 
mente independientes que satisfacen la ecuación ( 1 ); así ^(í) es la matriz fundamental 
del sistema dado en ( 1 ). 
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En términos de la matriz fundamental $(í) dada en (2), la solución general 

> x(í) = CiXi(í) + C 2 X 2 (f) + ... + C„X„(í) (3) 

del sistema x' = Ax puede escribirse en la forma 

> x(í) = $(f)c (4) 

donde c = [ci, C 2 ,..., c„]^es un vector constante arbitrario. Si ^(í) es cualquier otra 
matriz fundamental para (1), entonces cada vector columna de ^(í) es una combi¬ 
nación lineal de los vectores columna de ^(í), de tal manera que se concluye de la 
ecuación (4) que 

Í»(í) = 4»(í)C (4') 

para alguna matriz constante C de n X n. 

Para que la solución x(f) en (3) satisfaga una condición inicial dada 

x(0) = xo, (5) 

es suficiente que el vector de coeficiente c en (4) sea tal que $(0)c = xq; esto es, que 

c = 4>(0)-ixo. (6) 

Cuando se sustituye (6) en la ecuación (4), se obtiene la conclusión del siguiente 
teorema. 


TEOREMA 1 Soluciones de lo matriz fundamental 

Sea $(í) una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo x'= Ax. Enton¬ 
ces la solución [única] del problema de valores iniciales 

>■ x' = Ax, x(0) = Xo (7) 

está dada por 

>► x(f) = 4>(f) «&(0)-'xo. (8) 


En la sección 5.2 se mostró cómo encontrar una matriz fundamental para el 
sistema 

> x' = Ax (9) 

con matriz A de coeficientes constantes de n X n, al menos en el caso donde A tiene 
un conjunto completo de n eigenvectores linealmente independientes Vi, V2,..., v„ 
asociados a los (no necesariamente distintos) eigenvalores Aj, A 2 ,..., 7.„, respectiva¬ 
mente. En este caso los vectores solución correspondientes de la ecuación (9) están 
dados por 

x,(f) = 


para i = 1, 2,..., n. Por tanto, la matriz de n X n 





4>(í) = 


( 10 ) 
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Ejemplo 1 


Solución 


que tiene las soluciones Xj, X2,.--, x„ como vectores columna, es una matriz funda¬ 
mental para el sistema x' = Ax. 

Para aplicar la ecuación (8), debe tenerse la capacidad de calcular la matriz 
inversa $(0)“'. La inversa de una matriz de 2 X 2 no singular 


es 



( 11 ) 


donde A = det(A) = ad - 
A = [oy] está dada por 

A-i 


be ^ 0. La inversa de una matriz de 3 X 3 no singular 


+Aii 

-Ai 2 

+ Ai3 

-A21 

+A22 

— A23 

+A31 

—A32 

+ A33 


( 12 ) 


donde A = det(A) 0 y Ay representa el determinante de la submatriz de 2 X 2 de 
A obtenida al eliminar el renglón i-ésimo y la y-ésima columna de A. [No pasar por 
alto el símbolo T para la transpuesta en la ec. (12).] La fórmula en (12) es también 
válida, por generalización, para matrices de n X n, pero en la práctica el cálculo de 
matrices inversas grandes se realiza comúnmente utilizando métodos de reducción 
de renglones (véase cualquier texto de álgebra lineal) o empleando una calculadora 
o sistema de álgebra en computadora. 


Encuéntrese la matriz fundamental para el sistema 


x' = 4x + 2y, 
y = 3x- y. 


(13) 


entonces utilícese esto para obtener la solución de (13) que satisfaga las condiciones 
iniciales x(0) = 1, y(0) = — 1. 


Las soluciones linealmente independientes 

-2t 


Xi(í) = 


e 

-3e"2' 


y X 2 (í) = 




„5t 


encontradas en el ejemplo 1 de la sección 5.2 obtienen la matriz fundamental 

-2t 2e5f 


$(í) = 


e 


(14) 


Entonces 


$( 0 ) = 


1 2 
-3 1 


y la fórmula en (11) proporciona la matriz inversa 


^( 0 )^' = - 


1 -2 
3 1 


(15) 
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En consecuencia, la fórmula en (8) obtiene la solución 


x(í) = 
y de esta manera 


2e^‘ ' 


■ 1 

-2' 

1 ■ 


r e-2r 2e^‘ 1 

'3' 

_3e-2í g5í 

177 

3 

1 

-1 

177 

-1 

VT) 

1 

1 

_1 

2 


x(í) = - 
7 


3e“2í 4g5r 

-9e“2í + 2 e^‘ 


Así, la solución del problema de valores iniciales original está dada por 


x(í) = y(t) = -^e + ^e 


9„-2t : 2„5t 


Observación. Una ventaja del enfoque de la matriz fundamental es que, 
una vez que se conoce la matriz fundamental $(í) y la matriz inversa $(0)“', pueden 
calcularse rápidamente las soluciones correspondientes a las diferentes condiciones 
iniciales por multiplicación matricial. Por ejemplo, supóngase que se busca la solu¬ 
ción del sistema dado en (13) que satisfaga las nuevas condiciones iniciales x(0) = 77, 
y(0) = 49. Entonces la sustitución de (14) y (15) en (8) proporciona la nueva so¬ 
lución particular 


1 

e-^‘ 2e^‘ ■ 

■ 1 

2' 

' 11' 


7 

_ -3e-^‘ e^‘ _ 

3 

1 

49 


1 

r e-^‘ 2e^‘ 1 

■ -21 ■ 


■ -3e-^‘ + ' 

7 

-1 

VT) 

1 

1 

_ 1 

280 


9e-2r + 40e5r 


Matriz exponencial 

Se presenta ahora la posibilidad de construir una matriz fundamental del sistema li¬ 
neal de coeficientes constante x' = Ax directamente de la matriz de coeficientes A, 
esto es, sin aplicar en primera instancia los métodos de las secciones anteriores para 
encontrar un conjunto de vectores solución linealmente independientes. 

Se ha visto que las funciones exponenciales juegan un papel muy importante 
en la solución de ecuaciones diferenciales y en sistemas lineales, que van desde 
la ecuación escalar x' = kx con solución x(í) = Xoe*^ hasta el vector solución 
x(í) = ve^' del sistema lineal x' = Ax, cuya matriz de coeficientes A tiene un eigen- 
valor X con eigenvector asociado v. Se define ahora la matriz exponencial de la 
siguiente manera 


X(f) = 

donde la matriz solución de la ecuación diferencial matricial 


X = AX 


con matriz de coeficiente A de n X n —en analogía con el hecho de que la función 
exponencial ordinaria x(í) = e"'— es una solución escalar de la ecuación diferencial 
de primer orden x' = ax. 

El exponencial de el número complejo z puede definirse (como en la sec¬ 
ción 3.3) por medio de la serie exponencial 

z" 

e —H-z-h — -h — -I--■ 

2! 3! n\ 


( 16 ) 
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Ejemplo 2 


De manera similar, si A es una matriz den X n, entonces la matriz exponencial e'^ 
es la matriz den X n definida por la serie 

A" 

>• = I + A + — + • • • H-- + • • • , (17) 

2! n\ 

donde I es la matriz identidad. El significado de la serie infinita del lado derecho en 
(17) está dado por 


OO 


E 

11=0 




(18) 


donde A'* = I, A^ = AA, A^ = AA^, y así sucesivamente; por inducción, A”^* = 
AA” si n g 0. Puede demostrarse que el límite en (18) existe para cada matriz 
cuadrada A de orden n X n. Esto es, la matriz exponencial está definida [por la 
ec. (17)] para toda matriz cuadrada A. 


Considérese la matriz diagonal de 2 X 2 

A = 

Entonces es obvio que 

A" = 


a 0 
0 b 


a" 0 
0 


para cada entero n ^ 1. Por tanto, se concluye que 


= I + A + — 

2 ! 


1 0 
0 1 


+ 


a 0 
0 b 


+ 


a^/l\ 

0 




+ 


\ n -\~ n^/2! -1- * * * 0 

0 l+b + b^/2\ + 


En consecuencia 




0 

0 


de modo que la exponencial de la matriz diagonal A de 2 X 2 se obtiene simplemente 
por la exponenciación de cada elemento de la diagonal principal de A. ■ 

El análogo nX n del resultado 2 X 2 en el ejemplo 2 se establece de la misma 
manera. Ea exponencial de la matriz diagonal denX n 


D = 


ai 0 
0 «2 

o 0 


0 

0 


(19) 
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es la matriz diagonal de n X n 

■ 0 • • • 0 “I 

0 • • • 0 


0 0 • • • e"" 


( 20 ) 


obtenida por exponenciación de cada elemento de la diagonal principal de D. 

La matriz exponencial satisface la mayoría de las relaciones exponenciales 
comunes para el caso de exponentes escalares. Por ejemplo, si 0 es la matriz cero de 
nX n, entonces la ecuación (17) obtiene 


e^ = \. 


( 21 ) 


la matriz identidad de n X n. En el problema 31 se pide al lector demostrar que, para 
matrices de n X n que conmutan, se cumple una ley útil de los exponentes: 

Si AB = BA, entonces (22) 


En el problema 32 se pide que demuestre que 

(gA)-! = g-A_ ( 23 ) 

En particular, la matriz es no singular para toda matriz A de n X n (recuérdese el 
hecho de que 7^ 0 para todo z). Se puede decir, del álgebra lineal elemental, que 
los vectores columna de son siempre linealmente independientes. 

Si t es una variable escalar, entonces de la sustitución de Ai por A en la ecua¬ 
ción (17) resulta 

= \ + Xt + + ■ ■ ■ + A" ^— + ■ ■ ■ . (24) 

(Por supuesto. Ai se obtiene simplemente multiplicando cada elemento de A por i.) 


Ejemplo 3 


Si 


entonces 


A = 


0 

0 

0 


3 4 
0 6 
0 0 


0 

0 

18 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

y A^ = 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 


así A" = 0 para n S 3. Por tanto, se concluye de la ecuación (24) que 
= \ + At + 


1 0 0 


“o 3 4' 


0 0 

18 

0 1 0 

0 0 1 

+ 

0 0 6 

0 0 0 

f+\ 

0 0 

0 0 

0 

0 


e 


Af 


1 3i 4i -h 9f 
0 1 6i 

0 0 1 


esto es. 
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Observación. Si A" = 0 para algún entero positivo n, entonces la serie 
exponencial dada en (24) termina después de un número finito de términos, de tal 
manera que la matriz exponencial (o e^‘) se calcula fácilmente como en el ejemplo 3. 
Una matriz como ésta —con una potencia que se anula— se dice que es nilpotente. ■ 


Si 


entonces 



2 

3 

4 

A = 

0 

2 

6 


0 

0 

2 


2 

0 

0 


0 

3 

4 

0 

2 

0 

+ 

0 

0 

6 

0 

0 

2 


0 

0 

0 


D + B 


donde D = 21 es una matriz diagonal y B es la matriz nilpotente del ejemplo 3. De 
esta manera (20) y (22) proporcionan 



e^t 

0 

0 


1 

3í 

4í + 

^Ar ^ ^(D+B)r ^ ^ 

0 


0 


0 

1 

6í 


0 

0 



0 

0 

1 




3íe2' 

(4í + 9í2)e2r 

= 

0 




0 

0 

eit 


Soluciones por medio de la matriz exponencial 

Resulta que la derivación de la serie, término a término, como la dada en (24), es 
válida con el resultado 

(e^^) = A + A^t + A^^- + ■ ■ ■ = a(i + At + X^^- + ■ ■ - y, 

esto es, 

> —(e^‘)=Ae^‘, 25 

dt ^ ' 

por analogía con la fórmula = ke'^\ de cálculo elemental. Así, la función ma- 

tricial 

> X(í) = 
satisface la ecuación diferencial matricial 

> X' = AX. 

Debido a que la matriz e^‘ es no singular, se concluye que la matriz exponencial 
es la matriz fundamental para el sistema lineal x' = Ax. En particular, es la matriz 
fundamental X(í) tal que X(0) = I. Por tanto, el teorema 1 implica el resultado 
siguiente. 
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TEOREMA 2 Soluciones por matriz exponencial 

Si A es una matriz de n X n, entonces la solución del problema de valores iniciales 
>• X' = Ax, x(0) = xq (26) 

está dada por 

>• x(f) = e^'xo_ (27) 

y esta solución es única. 


De este modo, la solución de los sistemas lineales homogéneos se reduce a la 
tarea de calcular matrices exponenciales. Recíprocamente, si ya se conoce la matriz 
fundamental $(í) para el sistema lineal x'= Ax, entonces el hecho de que = 
$(í)C [por la ec. (4')] y = e** = I (la matriz identidad) resulta en 

= $(f)$(0)“‘. (28) 

Así, puede encontrarse la matriz exponencial resolviendo el sistema lineal x' = Ax. 


Ejemplo 5 


En el ejemplo 1 se encontró que el sistema x' = Ax con 



tiene matriz fundamental 


$(í) = 


e 2e^' 

_3g-2r g5r 


con $(0) ^ 


1 1 -2 
7 3 1 


Por tanto, la ecuación (28) obtiene 


e 


At 


1 

e 2e^* 

■ 1 

-2' 

7 

_3e-2í gSt 

3 

1 


1 

7 


e + 6e^* —2e + 2 e^‘ 

+ 3e5í ^^-2; 


Ejemplo 6 


Utilícese la matriz exponencial para resolver el problema de valores iniciales 



2 3 4 


19 

x' = 

0 2 6 

II 

o 

29 


0 0 2 


39 


(29) 


Solución La matriz de coeficientes A en (29) evidentemente tiene la ecuación característica 
(2 — A)^ = 0, y por tanto el eigenvalor triple A = 2,2, 2. Es fácil ver que la ecuación 
del eigenvector 


“o 3 4' 


a 


0 

0 0 6 


b 

= 

0 

0 0 0 


c 


0 


(A - 2I)v = 
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tiene (dentro de un múltiplo constante) la única solución v = [1 0 0]^. Así, existe 

sólo un eigenvector asociado con el eigenvalor 1 = 2 y de este modo aún no se tienen 
las tres soluciones linealmente independientes necesarias para la matriz fundamen¬ 
tal. Pero, nótese que A es la misma matriz cuya matriz exponencial 


e 


Ai 


g2í 3íg2f ("4^ _j_ 9í2^g2í 

0 

0 0 


se calculó en el ejemplo 4. Por tanto, empleando el teorema 2, la solución del proble¬ 
ma de valores iniciales en (29) está dada por 


x(í) = e^'x(O) 


3íe2í (4í -b ' 


" 19" 

0 


29 

0 0 


39 


(19-h243í-h351í2)e2A 

(29 -f 234í)e2' 

39e2f 


Observación. La misma solución particular x(í) del ejemplo 6 puede ob¬ 
tenerse utilizando el método del eigenvector generalizado de la sección 5.4. Podría 
iniciarse encontrando una cadena de eigenvectores generalizados 



“ 18“ 


4 


0 

Vi = 

0 

, V2 = 

6 

, V3 = 

0 


0 


0 


1 


correspondientes al eigenvalor triple A = 2 de la matriz A. Entonces se pueden utili¬ 
zar las ecuaciones (27) de la sección 5.4 para armar las soluciones linealmente inde¬ 
pendientes 


Xi(í)=vie^', X2(í) = (vií-b V2)e^', X3(í) = (^Vií^-f V2Í-b V3) 

de la ecuación diferencial x' = Ax dada en (29) — . El paso final debe ser determinar 
los valores de los coeficientes Ci, C2, C3, de tal manera que la solución particular x(í) 
= CiXi(f) -b C2X2(f) + C3X3(f) Satisface las condiciones iniciales dadas en (29). En este 
punto debe ser obvio que —especialmente si se cuenta sin problema con la matriz 
exponencial (por ejemplo, por medio de un sistema de álgebra por computado¬ 
ra)— el método ilustrado en el ejemplo 6 bien puede ser una “rutina computacional” 
más que el método del eigenvector generalizado. 


Matriz exponencial general 

El cálculo relativamente simple de realizado en el ejemplo 4 (y utilizado en el 
ejemplo 6) se basó en la observación de que si 

234“ 

0 2 6 , 

0 0 2 


A = 
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entonces A — 21 es nilpotente: 


(A - 21)3 


0 

3 

4 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

= 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 


(30) 


Un resultado similar se cumple para cualquier matriz A de 3 X 3 que tenga un 
triple eigenvalor r, en cuyo caso su ecuación característica se reduce a (A — r)^ = 0. 
Para una matriz como ésta, un cálculo explícito similar al de la ecuación (30) mues¬ 
tra que 

(A-rI)3 = 0. (31) 

(Este resultado particular es un caso especial del teorema de Cayley-Hamilton del 
álgebra lineal avanzada, de acuerdo con el cual toda matriz satisface su propia ecua¬ 
ción característica.) Así, la matriz A — rl es nilpotente y se concluye que 

gAí ^ g(rI+A-rI)r ^ ^rlt . ^(A-rl)r ^ . |-I -h i (A - rll^í^] , (32) 


la serie exponencial termina aquí debido a la ecuación (31). De esta manera, se pue¬ 
de calcular más fácilmente la matriz exponencial e^‘ para cualquier matriz cuadrada 
que tenga sólo un eigenvalor. 

La solución de la ecuación (32) sugiere un método de cálculo de para cual¬ 
quier matriz AáenX n. Como se presentó en la sección 5.4, A tiene n eigenvectores 
generalizados linealmente independientes Ui, U2,..., u„. Cada eigenvector generalizado 
u está asociado con un eigenvalor A de A y tiene un rango r g 1 tal que 

(A — AI)''u = 0 pero (A — AI)''“'u ^ 0. (33) 


(Si r = 1, entonces u es un eigenvector ordinario tal que Au = Au.) 

Incluso, si aún no se conoce explícitamente se puede considerar la función 
x(í) = e^'u, la cual es una combinación lineal de los vectores columna de y por 
eso es una solución del sistema lineal x' = Ax con x(0) = u. De hecho, se puede 
calcular x explícitamente en términos de A, u, A y r. 


x(í) = e^'vL = AI)ry _ 


= e^‘\ 


^r-l 


I -b (A - AI)í H-h (A - AI) 




(r-1)! 


u, 


de tal manera que 

x(í) = e^‘ 


(A — AI)uí -b (A - AIl^u— -b 


2 ! 


tr-l n 


(A - AI)''“^u 


(r-l)!j’ 


(34) 


utilizando (33) y el hecho de que 

Si las soluciones linealmente independientes Xi(í), X2 (t ),..., x„ (í) de x' = Ax 
se calculan utilizando (34) con eigenvectores generalizados linealmente indepen¬ 
dientes Ui, U2,..., u„, entonces la matriz de n X n 


$(í) = [Xi(f) X2(f) ... X„(í)] 


(35) 


es una matriz fundamental del sistema x' = Ax. Finalmente, la matriz fundamental 
específica X(í) = $(í)$(0)“' satisface la condición inicial X(0) = I, y por tanto es 
la matriz exponencial deseada De esta manera, se ha presentado la forma de 
probar el siguiente teorema. 
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TEOREMA 3 Cálculo de 

Sean Ui, U 2 ,. Un los n eigenvectores generalizados linealmente independientes 
de la matriz A de n X n. Para cada i, í ^ i ^ n, sea x¿(í) la solución de x' = Ax 
dada por (34), sustituyendo u = u„ el eigenvalor asociado A y el rango r del eigen- 
vector generalizado u,. Si la matriz fundamental $(í) se define por (35), entonces 

> gAí = $(f)$(0)-i. (36) 


Ejemplo 7 


Encuéntrese e 


At 


si 


A = 


3 4 5 
0 5 4 
0 0 3 


(37) 


Solución El teorema 3 puede aplicarse aun cuando la matriz A no sea triangular superior. Pero, 
debido a que la matriz A es triangular superior, este hecho permite ver rápidamente 
que su ecuación característica es 

(5 - A)(3 - kf = 0. 


De este modo, A tiene el eigenvalor Ai = 5 y el eigenvalor repetido A 2 = 3. 

Caso 1. Ai = 5. Ea ecuación del eigenvalor (A — AI)u = 0 para u = [a b cj^es 


(A - 5I)u = 


-2 4 5 


a 


0 

0 0 4 


b 

= 

0 

0 0-2 


c 


0 


Eas últimas dos ecuaciones escalares 4c = 0 y —2c = 0 resultan en que c = 0. Ea 
primera ecuación —2a + 4b+ 1 se satisface con a = 2 y b = 1. Así, el eigenvalor 
Al = 5 tiene el eigen vector (ordinario) Ui = [2 1 0]^. Ea solución correspondien¬ 

te del sistema x' = Ax es 


Xi(í) = e^'ui = [2 1 0]^. 


(38) 


Caso 2. A 2 = 3. Ea ecuación del eigenvector (A — AI)u = 0 para u = [a b cY es 


(A 


'o 4 5' 


a 


0 

0 2 4 


b 

= 

0 

0 0 0 


c 


0 


Eas primeras dos ecuaciones 4fi -f 5c = 0 y 2fi -f 4c = 0 implican que = c = 0, lo 
cual hace que a pueda tomar cualquier valor arbitrario. Así, el eigenvalor A 2 = 3 
tiene el único eigenvector (ordinario) U 2 = [1 0 0]^. Ea solución correspondiente 

del sistema x' = Ax es 


X2(í) = e^'u2=e^' [1 0 Of. (39) 

Para buscar un eigenvector generalizado de rango r = 2 en la ecuación (33), se con¬ 
sidera la ecuación 


0 8 16 


a 


0 

0 4 8 


b 

= 

0 

0 0 0 


c 


0 


(A - 3I)2u = 
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Las primeras dos ecuaciones + 16c = 0 y + 8 c = 0 se satisfacen con b = 2y 
c = — 1, pero a permanece libre pudiendo tomar cualquier valor arbitrario. Con c = 0 
se obtiene el eigenvector generalizado U 3 = [0 2 — 1 ]^ de rango r = 2 asociado 

al eigenvalor A = 3. Debido a que (A — 31)^ u = 0, la ecuación (34) obtiene la ter¬ 
cera solución 


X3(í) = e^‘ [U3 -b (A - 3I)u3í] 


/ 

0 


0 

4 

5' 


0 

\ 

3í“ 


2 

+ 

0 

2 

4 


2 

t\=e^‘ 

2 

V 

-1 


0 

0 

0 


-1 

) 

-1 


(40) 


Con las soluciones presentadas en las ecuaciones (39) y (40), la matriz fundamental 

$(í) = [ Xi(í) X2(í) X3(í)] 

definida por la ecuación (35) es 


$(í) = 

2e^* 

eSt 

0 

_1 

con $(0) ^ = 

0 

1 

1 

-2 

2 

-4 


0 

0 



0 

0 

-1 


Así, el teorema 3 finalmente obtiene 
= $(í)$(0)“^ 



2e^' 


3te^‘ ■ 


0 1 2 

= 


0 

2e3' 


1 -2 -4 


_0 

0 



1 

0 

0 

1 

1_ 



2e^* 

-2^3' 

4e5f - (4 -b 3t)e^‘ 

= 

0 


eSt 

2e^‘ - 2e^* 


0 


0 



Observación. Como en el ejemplo 7, el teorema 3 es suficiente para 
calcular ya que puede encontrarse una base que consiste de los eigenvectores 
generalizados de A. De manera alternativa, se puede utilizar un sistema de álgebra 
por computadora como se indica en el material de proyecto de esta sección. ■ 


Problemas 


Encuentre la matriz fundamental de cada uno de los sistemas en 
los problemas 1 al 8, después aplique la ecuación (8) para obte¬ 
ner una solución que satisfaga las condiciones iniciales dadas 


1 . X = 

2. x' = 

3. x' = 

4. X = 


2 1 
1 2 

2 -1 
-4 2 

2 -5 

4 -2 

3 -1 

1 1 


X, x(0) = 

, x(0) = 


3 

-2 

2 

-1 


5. x' = 


6. x' = 


7. x' = 


-3 -2 

9 3 

7 -5 

4 3 


X, x(0) = 


1 

-1 


X, x(0) = 


5 0-6 

2 -1 -2 


X, x(0) = 


II 

0 

1-1 

'0' 

1 


L J 

■ 322 ’ 

L 

J 

1 " 

1_1 

0 

II 

■ 1 ■ 
0 

8. x' = 

-5 -4 -2 

5 5 3 

II 

0 

0 

-1 
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Calcule la matriz exponencial e^‘para cada sistema x' = Ax 
dado en los problemas 9 al 20. 


9. x[ 

10 . x[ 

11 . x[ 

12 . x[ 

13. x[ 

14. x[ 
15 

16. x[ 

17. x[ 

18. x[ 

19. x[ 

20. xí 


: 5xi — 4X2, 
: 6 xi — 6 x 2 , 
: 5xi — 3 X 2 , 
: 5xi — 4 X 2 , 
: 9xi — 8 X 2 , 


Xj = 2xi — X 2 
Xj = 4xi — 4 x 2 

Xj = 2xi 

x '2 = 3xi — 2x2 
xt = 6x1 — 5x2 


= lOxi — 6x2, X2 = 12 xi — 7x2 
X¡ = 6x1 — 10x2, x '2 = 2 xi — 3 x 2 
= llxi — 15 x 2 , x '2 = 6x1 — 8x2 
= 3 xi + X 2 , XÓ = Xl + 3 x 2 


: 4xi + 2 X 2 
: 9xi + 2 X 2 , X 2 
: 13xi + 4 x 2 , X'. 


'2 — 2xi 4x2 
= 2xi + 6x2 
2 = 4xi + 7x2 


En los problemas 21 al 24, muestre que la matriz A es nilpo- 
tente y utilice este hecho para encontrar (como en el ejemplo 
3) la matriz exponencial e^. 


21. A = 

23. A = 


1 -1 

1 -1 

1 -1 -1 

1 -1 1 

0 0 0 


22. A : 

24. A : 


6 4 

-9 -6 
'3 0 -3 
5 0 7 

3 0-3 


Cada matriz de coeficiente A en los problemas 25 al 30, es la 
suma de una matriz nilpotente y un múltiplo de la matriz iden¬ 
tidad. Utilice este hecho (como en el ejemplo 6) para resolver 
el problema de valores iniciales dado 


25. x' = 

26. x' = 

27. x' = 

28. x' = 

29. x' = 


2 

0 

7 
11 
■ 1 
0 


5 

2 

0 

7 

2 

1 


X, x(0) = 

X, x(0) = 

3' 

2 


5 

-10 



- 3 

0 

0 

0 - 



- 1 - 


6 

3 

0 

0 


x( 0 ) = 

1 

x' = 

9 

6 

3 

0 

X, 

1 


_ 12 

9 

6 

3_ 



_ 1 _ 


31. Suponga que las matrices A y B de n X w son conmutati¬ 
vas; esto es, que AB = BA. Pruebe que e^'*'® = e^e®. 
(Sugerencia: Agrupe los términos en el producto de las 
dos series del lado derecho para obtener la serie del lado 
izquierdo.) 

32. Del resultado del problema 31 deduzca que, para cada 
matriz cuadrada A, la matriz e^ es no singular con 

= e~^. 

33. Admita que 

"0 r 
1 0 


A = 


Muestre que A^" = I y que A^"^* = A, si w es un entero 
positivo. Concluya que 

gAí _ I í -I- A senh t, 

y aplique lo anterior para encontrar una solución general 
de x' = Ax. Verifique que esto es equivalente a la solu¬ 
ción general encontrada por el método del eigenvalor. 

34. Suponga que 


A = 


0 

-2 


Demuestre que e^' = I eos 2f -I- A sen 2t. Aplique este 
hecho para encontrar una solución general de x' = Ax y 
verifique que es equivalente a la solución encontrada por 
el método del eigenvalor. 

Aplique el teorema 3 para calcular la matriz exponencial e^‘ 
en cada una de las matrices de los problemas 35 al 40. 


0 0 1 
5 0 

10 5 

20 30 
12 3 4 
0 16 3 

0 0 12 
0 0 0 1 




■4 



■ 3 

4 ' 



1 

2 3 

X 

, x(0) = 

5 


35. A = 

0 

3 


36. A = 

0 

1 4 



6 







0 

0 1 

oí 

1 


[401 


[2 

3 

41 


■ 5 

20 30 


X, x(0) = 


50 

60 


37. A = 


0 1 3 

0 0 1 


38. A = 


0 10 20 
0 0 5 


1 

- 1 - 


- 1 

3 

3 

3 - 


-2 

4 

4 

4 - 

II 

0 

1 

39. A = 

0 

1 

3 

3 

40. A = 

0 

2 

4 

4 

1 

0 

0 

2 

3 

0 

0 

2 

4 

J 

. 1 _ 


.0 

0 

0 

2. 


.0 

0 

0 

3_ 


5.5 Aplicación 


Soluciones automatizadas de la matriz exponencial 


Si A es una matriz denX n, entonces primero puede utilizarse un sistema de álgebra 
en computadora para calcular la matriz fundamental e^‘ del sistema x' = Ax, y luego 
calcular el producto matricial x(í) = e^'xo para obtener una solución que satisfaga las 
condiciones iniciales x(0) = Xq. Por ejemplo, supóngase que se desea resolver el 
problema de valores iniciales 

x[ = 13xi + 4x2, 
x '2 = 4xi -f 1X2, 
xi(0) = ll, X2(0) = 23. 
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Después de que las matrices 


A = 


13 4 
4 7 


xo 


11 

23 


se han introducido, la instrucción de Maple 

with(linalg)lexponential(A*t) 

la instrucción de Mathematica 

MatrixExp[A t] 

o la instrucción de Matlab 


syms t, expm(A*t) 

proporcionan la matriz exponencial 

-2e^' + 

4e5r gl5r 


expAt = i 


gSr 4gl5r 

-2e^* + 2e^^‘ 


Posteriormente, ya sea el producto en Maple muít iply (expAt, xO ), el producto 
en Mathematica expAt. xO o el producto en Matlab expAt *xO proporcionan el 
vector solución 


-le^‘ + 18e*^' 

14e5r 9gl5r 


Obviamente ésta, al final, ¡es la manera de hacerlo! 

Para un ejemplo de tres dimensiones, resuélvase el problema de valores iniciales 

x[ = — 149vi — 50x2 “ 154x3, 

X 2 = 537xi + 180x2 + 546x3, 
xj = —27xi — 9x2 — 25x3; 

xi(0) = 17, X2(0) = 43, X3(0) = 79. 


Y aquí se presenta un problema de cuatro dimensiones: 


x[ = 4xi + X 2 + X 3 + 7 x 4 , 

X 2 = Xi + 4x2 + 10x3 + ■^4» 

xj = Xi + 10 x 2 + 4 x 3 + ■^4» 

X 4 = 7xi + X 2 + X 3 + 4 x 4 ; 

Xi(0) = 15, X2(0) = 35, X3(0) = 55, X4(0) = 75. 


Si hasta este punto se ha entretenido con las matrices exponenciales como para 
detenerse, se sugiere que se realicen algunos ejercicios por cuenta propia. Por ejem¬ 
plo, selecciónese cualquier sistema lineal homogéneo que aparezca en este capítulo 
y experiméntese con diferentes condiciones iniciales. La matriz especial A de 5 X 5, 
de la aplicación en la sección 5.4, puede sugerir algunas posibilidades interesantes. 
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Sistemas lineales no homogéneos 


En la sección 3.5 se presentaron dos técnicas para encontrar una solución particular 
de una sola ecuación diferencial lineal de n-ésimo orden no homogénea —el método de 
coeficientes indeterminados y el método de variación de parámetros. Cada uno 
de estos puede generalizarse para sistemas lineales no homogéneos. En un sistema 
lineal que modela una situación física, los términos no homogéneos normalmente 
corresponden a influencias externas, tales como el flujo de entrada de algún líquido 
a una cascada de tanques de salmuera o una fuerza externa que actúa sobre un siste¬ 
ma masa-resorte. 

Dado el sistema lineal de primer orden no homogéneo 


> 


x' = Ax -f f(í) 


( 1 ) 


donde A es una matriz constante de n X n y el “término no homogéneo” f(í) es un 
vector de funciones continuas, se sabe del teorema 4 de la sección 5.1 que la solución 
general de la ecuación (1) tiene la forma 

> x(í) = x,(t) + Xpit), (2) 

donde 


• x^.(í) = CiXi(f) -f €2X2(1) -f ... 1 c„x„(t) es la solución general del sistema ho¬ 
mogéneo asociado x' = Ax, y 

• Xp(t) es una sola solución particular del sistema no homogéneo original dado en 

( 1 ). 

En las secciones anteriores se ha trabajado para obtener x^t), el objetivo ahora es 
encontrar Xp(t). 

Coeficientes indeterminados 

Se supone primero que el término no homogéneo f(í) en (1) es una combinación 
lineal (con un vector de coeficientes constantes) de productos de polinomios, funcio¬ 
nes exponenciales y senos y cosenos. Así, el método de coeficientes indeterminados 
para sistemas es esencialmente el mismo que para una sola ecuación diferencial 
lineal. Se hace una suposición inteligente acerca de la forma general de la solución 
particular Xp, y posteriormente se intenta determinar los coeficientes de Xp, por susti¬ 
tución en la ecuación (1). Además, la elección de esta forma general es esencialmente 
la misma que la del caso para una sola ecuación (presentada en la sección 3.5); sólo 
se modifica para utilizar coeficientes vectoriales indeterminados, en lugar de escala¬ 
res indeterminados. Por lo que esta presentación se limita a mostrar algunos ejem¬ 
plos ilustrativos. 


Ejemplo 1 


Encuéntrese una solución particular del sistema no homogéneo 


3 2 
7 5 


3 

2í 


(3) 


Solución El término no homogéneo f = [3 2í]^ es lineal, por lo que es razonable escoger una 

solución particular lineal tentativa de la forma 


a\ 

02 


b\ 

bi 


Xp(t) = ai -f b = 


(4) 
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Después de sustituir x = Xp en la ecuación (3), se obtiene 


ai 


■3 2' 

aií + bi 


3' 

. *^2 . 


7 5 

a2t -f ¿2 

+ 

2í 


3a 1 + 2a2 
1 ci\ Sü 2 ~\~ 2 


3b\ -j- 2¿72 “h 3 
7bi + 5b2 


Igualando los coeficientes de í, así como los términos constantes (en las componen¬ 
tes en Xi como en X 2 ), se obtienen las ecuaciones 


3ai -|- 2a2 = 0, 

1 ci\ -\- Sci 2 “h 2 = o, 

3¿>i + 2(^2 “h 3 = ai, 
lb\ + 5b2 = a2- 

Resolviendo las dos primeras ecuaciones en (5) se obtiene que ai = 4 y a 2 = —6. 
Con estos valores se pueden resolver las dos últimas ecuaciones en (5), resultando 
que b\ = 17 y ¿2 = —25. La sustitución de estos coeficientes en la ecuación (4) pro¬ 
porciona la solución particular x = [xi x^ de (3) descrita en forma escalar por 

x\{t) = At + 17, 

X2{t) = —6t — 25. 


Ejemplo 2 



FIGURA 5.6.1. Los tres tanques 
de salmuera del ejemplo 2. 


La figura 5.6.1 muestra el sistema de tres tanques de salmuera estudiados en el ejem¬ 
plo 2 de la sección 5.2. Los volúmenes de los tres tanques son Vi = 20,1^2 = 40 y 
= 50 (gal), y la velocidad de flujo común es de r = 10 (gal/min). Supóngase que los 
tres tanques contienen inicialmente agua fresca, pero al tanque 1 le entra salmuera 
con 2 Ib de sal por gal, de tal manera que al tanque 1 le entran 20 Ib de sal por min. 
Refiriéndose a la ecuación (18) de la sección 5.2, se observa que el vector x(f) = 
[xi(í) X 2 Ít) X 3 (f)]^ representa las cantidades de sal (en Ib) en los tres tanques en el 
tiempo t que satisface el problema de valores iniciales no homogéneos 


dx 

dt 


-0.5 0 0 

0.5 -0.25 0 

0 0.25 -0.2 


20 


0 

0 

, x(0) = 

0 

0 


0 


( 6 ) 


El término no homogéneo f = [20 0 0]^ corresponde al flujo de entrada de 20 
Ib/min de sal al tanque 1, sin entradas (externas) de sal a los tanques 2 y 3. 

Debido a que el término no homogéneo es constante, de manera natural se se¬ 
lecciona una función tentativa constante Xp = [ai a 2 para la cual Xp = 0. Así, 

la sustitución de x = Xp en (6) obtiene el sistema 


0 " 

0 


"-0.5 

0.5 

0 

-0.25 

0 

0 


1 

— <N 

1_ 

+ 

■20' 

0 

0 


0 

0.25 

-0.2 


«3 


0 


que se resuelve fácilmente para ai = 40, a 2 = 80 y a 3 = 100, respectivamente. De 
este modo, la solución particular es Xp(í) = [40 80 100]^ 
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En el ejemplo 2 de la sección 5.2 se encontró la solución general 


Xc(t) = Ci 

3 " 

-6 

e-'/2 + C2 

0 " 

1 

e + 

1 

0 0 
_1 


5 


-5 


1 


del sistema homogéneo asociado, tal que una solución general x = . + Xp del siste¬ 

ma no homogéneo en (6) está dada por 


x(í) = Ci 

3 " 

-6 

e-'/2 + C2 

0 ” 

1 

C-'/^ + C3 

1 

0 0 
_1 

-f 

T 

40“ 

80 


5 


-5 


1 


100 


Cuando se aplican las condiciones iniciales nulas en (6), se obtienen las ecuaciones 
escalares 



3cI 40 = 0, 

— 6 ci C2 80 = 0 , 

5 ci — 5 c 2 “h C3 -j- 100 = 0 

que se resuelven fácilmente para ci = C 2 = —160 y C 3 = —Sustituyendo 
estos coeficientes en la ecuación (7), se encuentra que las cantidades de sal en el 
tiempo t en los tres tanques están dadas por 

xi(í) =40-40e■'/^ 

X 2 (í) = 80 -f - 160é;“'/\ ( 8 ) 

X 3 (í) = 100 -f (-2e“'/2 24e"'/4 - 25e“'/^). 


FIGURA 5.6.2. Curvas solución 
para la cantidad de sal definida 
en (8). 


Como se ilustra en la figura 5.6.2, vemos que la sal en cada uno de los tres tanques 
se aproxima, conforme t -foo, a una densidad uniforme de 2 Ib/gal —la misma 
densidad de sal que la de la entrada al tanque 1. ■ 


En el caso de expresiones duplicadas en la función complementaria y los 
términos no homogéneos, existe una diferencia entre el método de coeficientes indeter¬ 
minados para sistemas y el que se aplica para ecuaciones solas (regla 2 en la secc. 3.5). 
Para un sistema, normalmente la primera elección de la solución tentativa debe 
multiplicarse no solamente por la potencia entera más pequeña de t que elimine la 
duplicidad, sino también por todas las potencias inferiores (enteras no negativas) de t 
y todos los términos resultantes deben incluirse en la solución tentativa. 


Ejemplo 3 


Considérese el sistema no homogéneo 


X = 


4 2 
3 -1 


X — 


15 

4 


te 


-2t 


(9) 


En el ejemplo 1 de la sección 5.2 se encontró la solución 


Xc(í) = Ci 


1 ■ 

-2t , 

' 1 

-3 

e +C 2 

1 


( 10 ) 


del sistema homogéneo asociado. Una solución tentativa preliminar Xp(í) = + 

hte~^‘ presenta duplicación con la función complementaria en (10). Por tanto se debe 
seleccionar 


Xp{t) = at^e + hte -f ce 


como la solución tentativa, debiendo tener seis coeficientes escalares por determinar. 
Es más simple usar el método de variación de parámetros, el cual se presenta a con¬ 
tinuación. ■ 
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Variación de parámetros 

Recuérdese de la sección 3.5 que el método de variación de parámetros puede apli¬ 
carse a una ecuación diferencial lineal con coeficientes variables y no está restringido 
a términos no homogéneos que involucren solamente polinomios, exponenciales y 
funciones senoidales. El método de variación de parámetros para sistemas cuenta 
con la misma flexibilidad y tiene una formulación matricial concisa que es conve¬ 
niente tanto para propósitos prácticos como teóricos. 

Se desea encontrar una solución particular Xp del sistema lineal no homogéneo 


> x' = P(í)x -f f(í), (11) 

dado que ya se ha encontrado una solución general 

> X,.(0 = C¡Xi(t) + C2X2(t) -f ... 1 C„X„(t) (12) 

del sistema homogéneo asociado 

> x' = P(í)x. (13) 

Se utiliza primero la matriz fundamental $(í) con vectores columna x¡, X 2 ,..., 
x„ para reescribir la función complementaria en (12), como 

x,(í) = $(í)c, (14) 

donde c representa el vector columna cuyas entradas son los coeficientes Ci, C 2 ,..., c„. 
La idea es reemplazar el vector “parámetro” c con el vector variable u(í). De este 
modo, se busca una solución particular de la forma 

> Xp(t) = ^(t)u(t). (15) 

Se debe determinar u(í) de tal manera que Xp en realidad satisfaga la ecuación (11). 
La derivada de Xp(t) es (por la regla del producto) 

x;(í) = «&'(f)u(f) + $(f)u'(f). (16) 

En consecuencia, la sustitución de las ecuaciones (15) y (16) en (11) obtiene 

í>'(í)u(í) + Í»(í)u'(í) = P(í)$(í)u(í) + f(í). (17) 


Pero 


f'(í) = P(t)^(t) (18) 

debido a que cada vector columna de $(í) satisface la ecuación (13). Entonces, la 
ecuación (17) se reduce a 


<&(f)u'(í) = f(í). 

(19) 

Así, es suficiente con seleccionar u(f) de tal manera que 


II 

1 

(20) 

esto es 


II 

1 

(21) 


Después de sustituir (21) en (15) finalmente se obtiene la solución particular desea¬ 
da, como se establece en el teorema siguiente. 
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TEOREMA 1 Variación de parámetros 

Si $(í) es la matriz fundamental del sistema homogéneo x' = P(í)x en algún in¬ 
tervalo donde P(í) y f(í) son continuas, entonces la solución particular del sistema 
no homogéneo 


x' = P(í)x -f f(í) 


está dada por 

> 


Xp(í) = $(í) 


/ 




( 22 ) 


Ésta es la fórmula de variación de parámetros para sistemas lineales de pri¬ 
mer orden. Si se agrega esta solución particular, además de la función complementa¬ 
ria en (14), se obtiene la solución general 

> x(t) = ^{l)c + ^il) j (23) 

del sistema no homogéneo en (11). 

La elección de la constante de integración en la ecuación (22) es irrelevante, 
porque sólo se necesita una solución particular. Para resolver los problemas de valo¬ 
res iniciales es conveniente seleccionar la constante de integración, de modo que 
Xp(a) = 0 , y así integrar de a a í: 

Xp(í) = ^(í) í $(5)“‘f(í)í/5. (24) 

Ja 

Si se agrega la solución particular del problema no homogéneo 
x' = P(í)x -f f(í), x(a) = 0 

en (24) a la solución Xc(í) = $(í)$(a)~*XQ del problema homogéneo asociado x' = 
P(í)x, x(a) = Xa, se obtiene la solución 

x(í) = 4»(f)$(fl)^4„ -h 4>(f) í <^isy^íis)ds (25) 

J a 

del problema de valor inicial no homogéneo 

x' = P(í)x + f(í)> x(a) = Xa- (26) 

Las ecuaciones (22) y (25) se cumplen para cualquier matriz fundamental $(í) 
del sistema homogéneo x' = P(í)x. En el caso de coeficientes constantes P(í) = A se 
puede utilizar la matriz exponencial $(í) para —esto es, la matriz fundamental 
particular tal que $(0) = I— . Entonces, debido a que (e^0~* = la sustitución de 
$(í) = en (22) obtiene la solución particular 


Xp(t) = e^‘ j e 


(27) 
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del sistema no homogéneo x' = P(í)x + f(í)- De manera similar, la sustitución de 
$(í) = en la ecuación (25) con c = 0, obtiene la solución 

>- x(t) = e^'xo + í e~^‘í(t)dt (28) 

Jo 

del problema de valores iniciales 

>- x' = P(f)x + f(í), x(0) = Xq. (29) 

Observación. Si se mantiene a t como la variable independiente, pero se 
emplea s para la variable de integración, entonces las soluciones en (27) y (28) se pue¬ 
den volver a escribir en las formas 

Xp(í) = j ds y x(í) = e'^'xo-h j ds. ■ 


Ejemplo 4 


Resuélvase el problema de valores iniciales 


/ 

'4 2' 


■ 15' 

_//X\ 


X = 

3 -1 

X — 

4 

le , x(0) = 

3 


(30) 


Solución La solución del sistema homogéneo asociado se muestra en la ecuación (10). Ésta 
proporciona la matriz fundamental 


4»(í) = 


2e^‘ ■ 


con $(0) ' 


1 

7 


1 -2 
3 1 


Se concluye de la ecuación (28), en la sección 5.5, que la matriz exponencial para la 
matriz de coeficientes A en (30) es 


e 


At 


= 4>(í)4>(0) 


1 _ 

e-2f 2e5f ■ 

1 

■ 1 

-2' 



7 

3 

1 


1 

7 


e-2t _2g-2t 2e^‘ 


Entonces la fórmula de variación de parámetros en la ecuación (28) resulta en 


e ^'x(í) = xo -I- 



e ^‘''f(í)í/í 


7' 

+ Ti 


-2e2-' + ' 

r — lóíe 1 

3 

+ / 7 

Jo 

_ -3e2-' + 3e-5* 

+ e~^^ 

1 

<N 

1 

>1 

1 


ds 


f 


—s — í4-se 
3s — lse~^^ 


ds 



1 1 

■ -4 - If + 4e-^' -f 28íe-^^' 

3 

+ 14 

-2-f 21í2-f 2e-'^'-h 14íe-^' 
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Por tanto, 




J_ 

14 


94- 7í 2 + + 28íe“'^' 

40 + 21í2 + 2e-^' + 14íe-'^' 


Aquí, con la multiplicación del lado derecho por se encuentra que la solución del 
problema de valores iniciales en (30) está dado por 


1 

e -)- (¡gSt 

-2e“2í + 2e^‘ ' 

1 

■ 94 - 7í 2 -P 4e“2f + 2Ste -'^‘' 

7 

-3e“2f + 3^51 


14 

40-p21í2-p2e-2^-P 14íe'2i 


14 


(6 + 28í - 7í2)e-2í + 92e^‘ 


í'_/1 _L l/lf _L 01 (■2', 


En conclusión, debe investigarse cómo la fórmula de variación de parámetros 
dada en (22) se “ajusta” con la fórmula correspondiente del teorema 1 de la sección 
3.5, para la ecuación diferencial lineal de segundo orden. 


/ + Py’ + Qy =f(t). 


(31) 


Si se escribe y = Xj, y' = x{ = X 2 , y" = x'( = xj, entonces la ecuación particular dada 
(31) es equivalente al sistema lineal x[ = X 2 , xj = —Qx¡ —Px 2 + /(í), esto es. 


x' = P(í)x + f(f), (32) 

donde 


1 - 1 

to — 

1_1 

= 

1 1 

1_1 

II 

1 1 

1 

to 0 

1 

1_1 

II 

1 - 1 

0 s 

1 _ 1 


Ahora, dos soluciones linealmente independientes yiyy 2 del sistema homogé¬ 
neo y" + Py' + Qy = 0, asociado con (31), proporcionan las dos soluciones lineal¬ 
mente independientes 


Xl 


/i 


y X 2 


y2 

y '2 


del sistema homogéneo x' = P(í)x, asociado con (32). Obsérvese que el determinan¬ 
te de la matriz fundamental $ = [xi X 2 ] es simplemente el wronskiano 


ly = 


yi y2 

yí 


de las soluciones yi y y 2 , de tal manera que la matriz fundamental inversa es 


$ 1 = — 

W 


yz -y2 


-yi yi 

Por tanto, la fórmula de variación de parámetros Xp = <^ J ^~^ídt en (22) obtiene 


yp 


1 

_1 

í- 

yz - 

-y2 

0 

y'p. 


[yí y2j 

J ly 


yi _ 

_/ 



1 

_1 

f- 

-yz/ 

dt. 




1 

1 _ 

J ly 

yif 
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El primer componente de este vector columna es 


yp = [y\ 



-yif 

yif 


dt = -y\ j ^dt + y 2 j 


yif 

lE 


dt. 


Si, finalmente, se sustituye la variable independiente f, el resultado en el lado dere¬ 
cho es simplemente la fórmula de variación de parámetros de la ecuación (33) de la 
sección 3.5 (donde, no obstante, la variable independiente se representó por x). 



Problemas 


Aplique el método de coeficientes indeterminados para encon¬ 
trar la solución particular de cada uno de los sistemas en los 
problemas 1 al 14. Si se proporcionan las condiciones inicia¬ 
les, encuentre la solución particular que satisfaga estas condi¬ 
ciones. Las primas representan derivadas con respecto a t. 

1. x' = X -é 2y 3, y' = 2x -é y — 2 

2. x' = 2x -H 3y -h 5, y' = 2x -H y - 2t 

3. x' = 3x -H 4y, y' = 3x -H 2y -h í^; x(0) = y(0) = 0 

4. x' = 4x -H y -H e', y' = 6x — y — e‘; x(0) = y(0) = 1 

5. x' = 6x — 7y -H 10, y' = x — 2y — 2e^‘ 

6 . x' = 9x -H y -H 2e', y' = — 8x — 2y -I- te' 

7. x' = — 3x -t-4y -H sen t, y' = 6x — 5y; x(0) = 1, y(0) = 0 

8 . x' = X — 5y -H 2 sen í, y' = x — y — 3 eos t 

9. x' = X — 5y -H eos 2/, y' = x — y 

10 . x' = X — 2y, y' = 2x — y -h e' sen t 

11. x' = 2x -H 4y -h 2, y' = x -I- 2y -I- 3; x(0) = 1, y(0) = — 1 

12. x' = X -H y -H 2/, y' = X -h y — 2í 

13. x' = 2x -H y -H 2e', y' = x -é2y — 3e' 

14. x' = 2x -H y -H 1, y' = 4x -H 2y -h e""' 

Los problemas 15 y 16 son similares al ejemplo 2, pero con dos 
tanques de salmuera (con volúmenes V] y V 2 gal como en la 
fig. 5.6.2) en lugar de tres tanques. Inicialmente cada tanque 
contiene agua fresca, y el flujo que entra al tanque 1, a una 
velocidad de r gal/min, tiene una concentración de sal de Cq 
I b/gal. (a) Encuentre las cantidades xft) y X 2 (t) de sal en los 
dos tanques después de tmin. (b) Obtenga la cantidad de satu¬ 
ración (a largo plazo) de sal en cada uno de los tanques, (c) 
Determine cuánto tiempo tarda cada tanque en alcanzar la 
concentración de sal de 1 Ib!gal. 

15. y, = 100, V 2 = 200, r = 10, co = 2 

16. Vi = 200, V 2 = 100, r = 10, Co = 3 


18. Repita el problema 17, pero eon f(í) reemplazada por 
lOOí 1 
-50í ■ 


19. A = 



180í 

90 


, x(0) = 


0 

0 


e 


Ai _ 1 
5 


g 3í _|_ 4g2í _2g 3í _|_ 2g2í 

—2e^^' + 2e^' 4e^^' + 


20 . 


21 . 


Vuelva al problema 19, pero eon f(/) reemplazada eon 


■ 75e^' ■ 

0 ■ 

0 
0 


A = 


4 -1 

5 -2 


f(0 = 


18 e 2 ' 

30e^‘ 


x(0) = 


e 


A? _ i 
4 


-e-' + 5e^‘ e-' - e^' 

—5e^‘ + 5e^' 5e^‘ — e^‘ 


22. Insista en el problema 21, pero eon f(í) reemplazada eon 
■ 28 e ^'1 
20e^' ■ 


23. A = 


3 -1 
9 -3 


,f(0 = 


x(0) = 


1 + 3t —t 
9t 1-3/ 


24. Repita el problema 23, pero eon f(í) = 

"3 " 

7 


0 

f-2 


y x(i) = 



'2 -5' 


'4/ ' 


'o' 

25. A = 

1 -2 

,f(0 = 

1 

, x(0) = 

0 


eos / + 2 sen / —5 sen / 

sen / eos / — 2 sen / 



En los problemas 17 al 34, utilice el método de variación de 
parámetros (con algún sistema de álgebra en computadora, 
opcionalmente) para resolver el problema de valores iniciales 

x' = Ax + f(/), x(a) = Xq. 

En cada problema proporcione la matriz exponencial e^' dada 
a través de un sistema de álgebra en computadora. 


'6 -7' 


'60' 


'0' 

1 -2 

. f(í) = 

90 

. x(0) = 

0 


26. Repita el problema 25, pero eon f(í) = 


27. A = 


2 -4 
1 -2 


f(0 = 


36/^ 

6/ 


x(0) 


1 + 2/ -4/ 

/ 1 - 2 / 


28. Repita el problema 27, pero eon f(/) = 


1 

—e ' -t- le^‘ 

le-' - le^' ' 


1 ■ 

6 

_ -e-‘ + e^‘ 

le-' - e^' 


-1 


4 eos/ 
6 sen / 


y x(0) = 


o 

o 


41n/ 

/-' 


y x(i) = 
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29. A = 


30. A = 


'0 -r 
1 0 

. f(í) = 

secí 

0 

,x(0) = 

'0 ■ 
0 

gAí _ 

e‘ 

0 

3íe' 

e' 

(-13-9í)e'-M3e2»- 

-3e' + 3e^‘ 

cosí 

— sen í 





0 

0 

e^‘ 


sen t 

0 -2 
2 0 


cosí 


. f(r) = 


/ eos 2f 
í sen 2/ 


x(0) = 


cos2í — sen2í 
sen2í eos 2/ 


1 

2 

3 ■ 


' 0 


'o' 

31. A = 0 

1 

2 

, m = 

0 

, x(0) = 

0 

0 

0 

1 


6e' 


0 


2íe' 

e' 

0 


(3í +2t^)e' 
2te' 
e' 



"1 

3 

4 ■ 


0 


'o' 

32. A = 

0 

1 

3 

, f(í) = 

0 

,x(0) = 

0 


0 

0 

2 


2e^‘ 


. 0 . 










33. A = 

-0480- 
0 0 3 8 

0 0 0 4 

, f(í) = 30 

- í - 

í 

í 

, x(0) = 

1- 

o o o 

1_ 


O 

o 

o 

o 


_ í _ 


.o_ 


1 4í 8f + 6f^ 

0 1 3í 

0 0 1 

0 0 0 


32t^ + 8í^ 
8í 6í^ 
At 
1 


34. A = 


0 

4 

8 

0- 


- 0- 


-4- 

0 

0 

0 

8 


6í 


2 

0 

0 

2 

4 

, f(t) = 

0 

, x(0) = 

2 

0 

0 

0 

2. 


.e^‘ _ 


. 1 _ 

‘ 1 

4í 



16í(- 

1 -f e^‘) ■ 


0 

1 



0 

4(-l + e^‘) 


0 

0 




4te^‘ 


0 

0 



0 





5.6 Aplicación 


Variación de parámetros automatizada 


La aplicación de la fórmula de variación de parámetros en la ecuación (28) motiva a 
una aproximación con el uso de un sistema de álgebra por computadora. Las instruc¬ 
ciones de Mathematica siguientes se usaron para verificar los resultados del ejemplo 4 
de esta sección. 


A = {{4,2}, {3,-1}}; 
xO ={{7}, {3}}; 

f[t ] := {{-15 t Exp[-2t]},{-4 t Exp[-2t]}}; 
exp[A_] := MatrlxExp[A] 

X = exp[A*t].(xO + Integrate[exp[-A*s].f[s], {s,0,t}]) 

Las instrucciones para exponenciales de matrices ilustradas en la aplicación de la 
sección 5.5 proporcionan las bases para los cálculos análogos en Maple y en Ma 
TLAB. Se pueden verificar sistemáticamente las respuestas de los problemas 17 al 34 
de esta sección. 




















































Sistemas no lineales 
y fenómenos 


6.1 


Estabilidad y plano de fase 


U na amplia variedad de fenómenos naturales se modelan por medio de sistemas 
de primer orden de la forma 


dx 

dt 


Fix, y), 


dy 

dt 


G(x, y) 


( 1 ) 


en los cuales la variable independiente t no aparece explícitamente. Normalmente se 
piensa en las variables dependientes xyy como variables de posición en el plano xy, 
y en í como la variable del tiempo. Aquí se estudiará que la ausencia de la variable í 
en el lado derecho de (1) hace al sistema más fácil de analizar y a su solución más 
sencilla de visualizar. Haciendo uso de la terminología de la sección 2.2, un sistema 
de ecuaciones diferenciales como el que se menciona, en donde los valores de las 
derivadas son independientes (o “autónomas”) del tiempo f, se conoce como sistema 
autónomo. 

Por lo general se asumirá que las funciones F y G son continuas y derivables 
en una región R del plano xy. Así, de acuerdo con los teoremas de existencia y unici¬ 
dad del Apéndice, dado íq y cualquier punto (xq, yo) de R, existe sólo una solución 
X = x(f), y = y(0 de (1) definida en algún intervalo abierto (a, b) que contiene íq y 
que satisface las condiciones iniciales 


x(ío) = Xo, y(fo) = yo- (2) 

Las ecuaciones x = x(í), y = y(í) describen entonces una curva solución parametri- 
zada en el plano de fase. Cualquier curva solución de este tipo se denomina trayec¬ 
toria del sistema en (1); y precisamente la trayectoria pasa a través de cada punto de 
la región R (problema 29). Un punto crítico del sistema en (1) es un punto (x*, y*) 
tal que 


F(x*, y*) = G(x*, y*) = 0. 


(3) 
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Si (x*, y*) es un punto crítico del sistema, entonces las funciones constantes 

x(í) = X*, y(t) = y* (4) 

tienen derivadas x'(í) — 0 y y'(f) — 0, y por tanto satisfacen automáticamente las 
ecuaciones en (1). Una solución constante de este tipo se llama solución de equili¬ 
brio del sistema. Nótese que la trayectoria de la solución de equilibrio en (4) consis¬ 
te de un solo punto (x*, y*). 

En algunas situaciones prácticas estas simples soluciones y trayectorias son de 
gran interés. Por ejemplo, supóngase que el sistema x' = F(x, y), y' = G(x, y) mode¬ 
la dos poblaciones de animales x(í) y y(í) que cohabitan el mismo ambiente y que 
posiblemente compiten por la misma comida o presa de uno u otra; x(í) podría repre¬ 
sentar el número de conejos y y(í) el número de ardillas en el tiempo í. Así, el punto 
crítico del sistema (x*, y*) especifica una población constante x* de conejos y una 
población constante de ardillas y* que pueden coexistir una con otra en el medio 
ambiente. Si (xq, yo) no es un punto crítico del sistema, entonces no es posible para 
esa población constante de conejos xq y de ardillas yo que puedan coexistir, una o las 
dos deben cambiar con el tiempo. 


Ejemplo 1 


Solución 


Encuéntrense los puntos críticos del sistema 

dx _ ^2 

— = 14x — 2x — xy, 
dt 

dy T 

— = 16y - 2y^ - xy. 

Cuando se observan las ecuaciones 


14x — 2x^ — xy = x(14 — 2x — y) = 0, 
16y — 2y^ — xy = x(16 — 2y — x) = 0 


que deben satisfacer el punto crítico (x, y), se observa que 


X = 0 o 14 — 2x — y = 0, 


(5) 


(6a) 


y que 


y = 0 o 16 — 2y — X = 0. (6b) 

Si X = 0 y y 7^ 0, entonces la segunda ecuación en (6b) obtiene que y = 8. Si y = 0 y 
X 7^ 0, entonces la segunda ecuación en (6a) encuentra que x = 7. Si tanto x como y 
son diferentes de cero, entonces se resuelven las ecuaciones simultáneas 

2x -f y = 14, X -f 2y = 16 

encontrando que x = 4, y = 6. Así, el sistema en (5) tiene cuatro puntos críticos: 
(0, 0), (0, 8), (7, 0) y (4, 6). Si x(í) y y(í) representan respectivamente el número de 
conejos y de ardillas, y si ambas poblaciones son constantes, se concluye que las 
ecuaciones en (5) permiten sólo tres soluciones no triviales: ningún conejo y 8 ardi¬ 
llas, 7 conejos y ninguna ardilla o 4 conejos y 6 ardillas. En particular, el punto crí¬ 
tico (4,6) describe la única posibilidad para la coexistencia de poblaciones constantes 
diferentes de cero de ambas especies. ■ 
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Plano de fase 

Si el punto inicial (xq, yo) no es un punto crítico, entonces la trayectoria correspon¬ 
diente es una curva en el plano xy a lo largo de la cual se mueve el punto (x(í), y(f)) 
conforme t se incrementa. Esto permite ver que cualquier trayectoria que no consista 
de un solo punto es una curva no degenerada sin intersecciones propias (problema 30). 
Puede mostrarse cualitativamente el comportamiento de las soluciones de sistemas 
autónomos como en (1) construyendo un diagrama que muestre sus puntos críticos 
junto con una colección de curvas solución típicas o trayectorias en el plano xy. Un 
diagrama de este tipo se conoce como plano de fase (o imagen del plano de fase) 
debido a que ilustra “fases” o estados xy del sistema e indica cómo cambian con el 
tiempo. 

Otra forma de visualizar el sistema es construir un campo de pendientes en el 
plano de fase xy trazando los segmentos de línea con pendiente 


G(x,y) 
dx x' F{x,y)' 


o un campo direccional por el trazo de vectores que apuntan a la misma dirección 
en cada punto (x, y) como lo hace el vector (E(x, y), G(x, y)). Un campo de vectores 
de este tipo indica la dirección a lo largo de la cual viaja una trayectoria para “ir con 
el flujo” descrito por el sistema. 

Observaciones. Es importante enfatizar que si nuestro sistema de ecua¬ 
ciones diferenciales fuera no autónomo, entonces sus puntos críticos, trayectorias y 
vectores de dirección por lo general cambiarían con el tiempo. En este caso, no se 
podría contar con una visualización concreta que pudiera alcanzarse por medio de un 
plano de fase (Ajo) o un campo direccional. De hecho, ésta es la principal razón por 
la cual un estudio introductorio de sistemas no lineales se concentra en sistemas au¬ 
tónomos. ■ 

Ea figura 6.1.1 muestra un campo direccional y un plano de fase para el sis¬ 
tema conejos-ardillas del ejemplo 1. Eas flechas del campo direccional indican la 
dirección de movimiento del punto (x(f), y(f)). Se observa que dados cualesquiera 
números iniciales positivos xq 7 ^ 4 y yo 7^ 6 de conejos y ardillas, este punto se 
mueve a lo largo de una trayectoria que tiende al punto crítico (4,6) conforme t 
se incrementa. 



FIGURA 6.1.1. Campo direccional y plano de fase para 
el sistema conejos-ardillas x' = 14x — 2x^ — xy, 
y' = 16y — 2y^ — xy del ejemplo 1. 
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Ejemplo 2 



FIGURA 6.1.4. Los dos puntos 
críticos (—1, —1) y ( + 1, +1) del 
ejemplo 2 como la intersección de 
las curvas F{x, y) = x — y = Q 
y G{x,y) = \ - X? = 0. 


Ejemplo 3 


Para el sistema 


x' = X — y, 

y' = l- x^ (7) 

se observa en la primera ecuación que x = y y en la segunda que x = ± 1 en cada 
punto crítico. Así, este sistema tiene dos puntos críticos ( — 1, — 1) y (1, 1). El campo 
direccional en la figura 6.1.2 sugiere que las trayectorias por alguna razón se “propa¬ 
gan” en sentido de las manecillas del reloj alrededor del punto crítico (—1, — 1), 
observando que algunas trayectorias pueden aproximarse, mientras que otras se alejan 
del punto crítico (1, 1). Este análisis se confirma con la imagen del plano de fase de 
la figura 6.1.3 para el sistema en (7). ■ 


^ ^ ^ ^ 

i 

xí X 

i . 


V . ^ 

. (Ll) ^ 

^ -i ^ X, 

4 . 

, V- 
V . 

./ y 

" t 

'i 'í(-L-l). 

í í i, . 

^ 1. . 1 --- 

\ y 

^ \ 
^ ^ -Sí 

-b J ■ _ 


.a _ L_L _ _ I .-> -b ' .1 . _ 

-3-2-1 0 1 2 3 


X 

FIGURA 6.1.2. Campo 
direccional para el sistema en la 
ecuación (7). 



FIGURA 6.1.3. Imagen del plano 
de fase para el sistema en la 
ecuación (7). 


Observación. Se podrían escribir sin cuidado los puntos críticos en el 
ejemplo 2 como (±1, ±1) y llegar a la conclusión errónea de que el sistema en (7) 
tiene cuatro puntos críticos en lugar de dos. Cuando sea posible, un camino seguro 
para determinar el número de puntos críticos de un sistema autónomo es graficar las 
curvas F(x, y) = 0 y G(x, y) = 0 y observar sus intersecciones, cada una de las cuales 
representa un punto crítico del sistema. Por ejemplo, la figura 6.1.4 muestra la curva 
(línea) F(x, y)=x — y = 0yel par de líneas x = +lyx = —1 que constituyen la 
“curva” G(x, y) = 1 — x^ = 0. De esta manera se puede visualizar que los (únicos) 
dos puntos de intersección son( — 1 ,—l)y(-l-l,-l-l) ■ 

Comportamiento del punto crítico 

El comportamiento de las trayectorias cercanas a un punto crítico aislado de un sis¬ 
tema autónomo es de particular interés. En lo que resta de la sección se ilustra con un 
ejemplo simple algunas de las posibilidades más comunes. 


Considérese el sistema lineal autónomo 
dx 
dt 

dy 

— = —ky (k es una constante diferente de cero), 
dt 


(8) 







































6.1 Estabilidad y plano de fase 375 

el cual tiene al origen (0, 0) como único punto crítico. La solución con el punto ini¬ 
cial (xo, yo) es 


x{t) = xoe y{t) = yoe 

Si xo 7^ o, se puede escribir 


(9) 


m nn i 
“ \ \i i 

- \\ \ ^ i 

\ 'AA i, 

-í ^ 

1 1 1 m 

liJZZZ- 

], ÍN vT Z r 

l / Z 

—^ — y —^ ^ ^ 

- 

Z' / t 
Z NT 1 
- /< Z 7'f f T 

_1_ lZj _1_ 

í- ^ 

t \ \ 

t W N Cu ,. 
5 5 \\ \u- 
í \ \\ \ \ _ 

_1_ lAj _l_ 


I 1/1 I I I I \I I 
- 2-1012 


X 


y = yoe 




yo 


= ^(xoe = bx\ 


( 10 ) 


donde b = yo/xo. La naturaleza del punto crítico (0,0) depende de si el parámetro k, 
diferente de cero, es positivo o negativo. 

Caso 1 . k>0.Sik es positivo, entonces de (9) se observa que el punto (x(í), y (f)) 
se acerca al origen a lo largo de la curva y = ¿x^ conforme f ^ -foo. La forma de esta 
curva depende de la magnitud de k: 


FIGURA 6.1.5. Nodo propio: las 
trayectorias se acercan al origen, 
por tanto es un nodo convergente. 


2 

1 

^ 0 

-1 

-2 


FIGURA 6.1.6. Nodo impropio: 
Todas las trayectorias son 
tangentes a una recta, se 
aproximan al origen, por tanto es 
un nodo convergente. 
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• Si ^ = 1, entonces y = bx con b = yo/xo es una línea recta a través del punto 
(xo, yo). Estas trayectorias en línea recta se ilustran en la imagen del plano de 
fase de la figura 6.1.5. 

• Si A: > 1, y si xq y yo, en la ecuación (10), son ambos distintos de cero, entonces 
la curva y = bx^ es tangente al eje x en el origen. Este caso se ilustra por la 
imagen del plano de fase de la figura 6.1.6, donde ^ = 2 y las trayectorias son 
parábolas. De manera precisa, las trayectorias son los semiejes y las mitades 
derecha e izquierda de estas parábolas. 

• Si 0 < A: < 1 y si Xo y yo son ambos distintos de cero, entonces la imagen del 
plano de fase es similar a la de la figura 6.1.6, excepto que cada curva y = fix^ 
es tangente al eje y (y no al eje x) en el origen. 

El tipo de puntos críticos ilustrados en las figuras 6.1.5 y 6.1.6 se llama nodo. 
En general, el punto crítico (x*, y*) del sistema autónomo en (1) se llama nodo siem¬ 
pre que 

• Ya sea que toda trayectoria se aproxime a (x*, y*) conforme t -foo o cada 
trayectoria se aleje de (x*, y*) conforme t —> -foo y 

• Toda trayectoria sea tangente en (x*, y*) para alguna línea recta que pase por el 
punto crítico. 

Se dice que un nodo es propio siempre que dos pares diferentes de trayectorias 
“opuestas” no sean tangentes a la misma línea recta que pasa por el punto crítico. 
Esto es lo que sucede en la figura 6.1.5 (en la cual las trayectorias son líneas rectas, 
no sólo tangentes a líneas rectas). Un nodo propio puede llamarse “punto estrella”. 
En la figura 6.1.6 todas las trayectorias, excepto por un sólo par opuesto, son tangen¬ 
tes a una única línea recta que pasa por el punto crítico. Este tipo de nodos se dice 
que es impropio. 

Un nodo también se llama convergente si todas las trayectorias se aproximan 
al punto crítico, y un nodo divergente si todas las trayectorias se alejan (o emanan) 
de éste. De este modo, el origen en la figura 6.1.5 es un nodo propio convergente, 
mientras que en la figura 6.1.6 es un nodo impropio convergente. Si se invirtieran las 
flechas del campo direccional en cada una de las figuras, entonces el origen sería un 
nodo divergente en cada figura. 
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X 


FIGURA 6.1.7. Punto silla cuyas 
trayectorias se asemejan al 
contorno de las curvas de un punto 
silla sobre una superficie. 


Ejemplo 3 


Continuación 


Caso 2. A: < 0. Si A: es negativo, entonces las trayectorias se asemejan a las del caso 
de A: = —1, el cual se ilustra en la figura 6.1.7. Si ni Xo ni yo son cero, entonces la 
trayectoria correspondiente en la figura 6.1.7 es una rama de la hipérbola rectangular 
xy = b,y |y(í)| —> +oo, conforme í ^ +oo. Si xq o yo son cero, entonces la trayectoria 
es un semieje de la hipérbola. El punto (x(í), y (0) se aproxima al origen a lo largo 
del eje x, pero se aleja de éste a lo largo del eje y, conforme t +oo. De este modo, 
hay dos trayectorias que se acercan al punto crítico (0,0), pero todas las demás están 
no acotados conforme í ^ +oo. Este tipo de puntos críticos, ilustrados en la figura 
6.1.7, se llaman puntos silla. ■ 

Estabilidad 

Un punto crítico (x*, y*) del sistema autónomo dado en (1) se dice que es estable 
siempre que el punto inicial (xq, yo) esté suficientemente cercano a (x*, y*), entonces 
(x(f), y(f)) permanece cercano a (x*, y*) para toda í > 0. En notación vectorial, con 
x(í) = (x(í), y(í)), la distancia entre el punto inicial Xq = (xq, yo) y el punto crítico 
X* = (x*, y*) 

|Xo - X*| = V(Xo - X*)2 + (yo _ y^)2 . 

Así, el punto crítico x* es estable siempre que, para cada e > 0, exista una 5 > 0 tal que 

>• |xo — x*| < (5 implica que |x(f) — x*| < e (11) 

para toda í > 0. Nótese que la condición en (11) se cumple si x(f) ^ x* conforme 
t + 00 , como en el caso de un nodo convergente. De este modo, los nodos conver¬ 
gentes ilustrados en las figuras 6.1.5 y 6.1.6 pueden también describirse como nodos 
estables. 

El punto crítico (x*, y*) se llama inestable en caso contrario (cuando no es es¬ 
table). El punto silla en (0, 0) en la figura 6.1.7 es un punto crítico inestable porque 
el punto (x(f), y(í)) tiende al infinito conforme t —>■ -I-cxd (asumiendo que xoyo 0), y 
por tanto, la condición en (11) no se satisface. 


Si los signos del lado derecho de (8) se cambian para obtener el sistema 


dx 

dt 


dy 

dt 


= ky 


(k una constante diferente de cero). 


( 12 ) 


entonces la solución es x(í) = XQe‘, y(f) = yoe^'. Así, con k = 1 y Ac = 2, las trayecto¬ 
rias son las mismas a las mostradas en las figuras 6.1.5 y 6.1.6, respectivamente, pero 
con las flechas invertidas, de tal manera que el punto (x(f), y(f)) tiende al infini¬ 
to conforme t -foo. El resultado en cada caso es un nodo divergente —esto es, un 
nodo inestable — en (0, 0). ■ 


Si (x*, y*) es un punto crítico, entonces la solución de equilibrio x(f) = x*, y(f) 
= y* se llama estable o inestable dependiendo de la naturaleza del punto crítico. En 
aplicaciones, la estabilidad de una solución de equilibrio es de fundamental impor¬ 
tancia. Por ejemplo, supóngase en el ejemplo 1 que x(í) y y(í) representan las pobla¬ 
ciones de conejos y ardillas, en cientos, respectivamente. Se verá en la sección 6.3 
que el punto crítico (4,6) en la figura 6.1.1 es estable. Se concluye que si se inicia con 
una población cercana a 400 conejos y a 600 ardillas —en lugar de estos valores de 
equilibrio de manera exacta— entonces para cualquier tiempo futuro las poblaciones 
permanecerán cercanas a 400 conejos y a 600 ardillas. De este modo, la consecuen- 
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cia práctica de estabilidad es que cambios ligeros (tal vez debido a nacimientos y 
muertes aleatorias) en las poblaciones de equilibrio no alterarán el equilibrio, como 
resultaría en grandes desviaciones de las soluciones de equilibrio. 

Es posible para las trayectorias que permanezcan cercanas a un punto crítico 
estable sin acercarse a él, como lo muestra el ejemplo 4. 


Ejemplo 4 


Considérese una masa m que oscila sin amortiguamiento en un resorte con constante 
de Hooke k, tal que su función de posición x{f) satisface la ecuación diferencial x" + 
ü/x = o (donde a/ = k/m). Si se introduce la velocidad de la masa y = dx/dt, se 
obtiene el sistema 


dx 

dt 


= y- 


dy 

dt 


— ü/x 


(13) 


_^ ^ ^^ _ 

7' 7 yi ^ 

' f ó - 

Ur:? —> "A --A 

> —> '“A, -"A 

^ -.1^ ' 

"«k ^ 

^ ^ < 

_1_1_ 1 _ 1 _1_ 

^ i í 1 ^ 

r y ^ 

t- tr- A-" 

~ <r- <r- ir' 

_ 1 


_I I I I I I I I I L 

-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 


X 


FIGURA 6.1.8. Campo 
direccional y trayectorias elípticas 
para el sistema x' = y, y' = — ^ x. 
El origen es un centro estable. 


con solución general 

x(t) = A eos cot + B sen cot (14a) 

y(f) = —Aa> sen cot + Bco eos cot. (14b) 

Con C = \/A^ + B^, A = C eos a,yB = C sen a, puede reescribirse la solución 
dada en (14) en la forma 

x(f) = C cos(ftjf — a), (15a) 

y(í) = —coC sen(ft)í — cu), (15b) 

de aquí claramente se observa que cada trayectoria diferente del punto crítico (0, 0) 
es una elipse con ecuación de la forma 


x2 y2 
C2 + 


= 1 . 


(16) 



FIGURA 6.1.9. Si el punto 
inicial (xo, yo) se encuentra dentro 
de una distancia S del origen, 
entonces el punto (x(í), y(t)) 
permanece dentro de una distancia 
e del origen. 


Como se ilustra por la imagen del plano de fase de la figura 6.1.8 (donde ^ > 
cada punto (xq, yo) diferente del origen en el plano xy se encuentra exactamente en 
una de estas elipses, y cada solución (x(f), y(í)) atraviesa la elipse por el punto inicial 
(xo, yo) en el sentido de las manecillas del reloj con periodo P = 2 txIcjo. (Es claro de 
(15) que x(í + P) = x(í) y y(í + P) = y(í) para toda í.) Así, cada solución no trivial 
del sistema en (13) es periódica y su trayectoria es una curva cerrada simple rodean¬ 
do el punto crítico en el origen. ■ 

Ea figura 6.1.9 muestra una trayectoria elíptica típica del ejemplo 4, con su 
semieje menor representado por á y su semieje mayor por e. Se observa que si el 
punto inicial (xq, yo) se encuentra dentro de una distancia á del origen —de tal 
manera que su trayectoria elíptica se encuentre dentro de la mostrada— entonces 
el punto (x(í), y(í)) siempre permanece dentro de la distancia e del origen. En con¬ 
secuencia, el origen (0, 0) es un punto crítico estable del sistema x' = y, y' = 
— cxP'x. Con excepción de la situación ilustrada en las figuras 6.1.5 y 6.1.6, ninguna 
trayectoria se aproxima al punto (0, 0). Un punto crítico estable alrededor de una 
trayectoria cerrada simple, que represente soluciones periódicas, se llama centro 
(estable). 












378 


Capítulo 6 Sistemas no lineales y fenómenos 


Ejemplo 5 


Estabilidad asintótica 

El punto crítico (x*, y*) se llama estable asintótieamente si es estable y, además, 
cada trayectoria que inicia suficientemente cercana a (x*, y*) también se aproxima a 
(x*, y*) conforme t +oo. Esto es, existe á > 0 tal que 

^ |x—x*| <á implica que lím x(í) = x*, (17) 

t—>oo 

donde Xq = (xq, yo), x* = (x*, y*), y x(í) = (x(í), y(í)) es una solución con x(0) = Xq. 

Observación. Eos nodos estables que se muestran en las figuras 6.1.5 y 
6 .1.6 son estables asintótieamente porque cada trayectoria se aproxima al punto crí¬ 
tico (0, 0) conforme t -foo. El centro (0, 0) mostrado en la figura 6.1.8 es estable 
pero no estable asintótieamente, porque de cualquier modo que se considere una 
pequeña trayectoria elíptica, un punto que se mueva alrededor de esta elipse no se 
aproxima al origen. De este modo, la estabilidad asintótica es una condición más 
fuerte que la mera estabilidad. ■ 

Ahora supóngase que x(í) y y(í) representan poblaciones coexistentes para las 
cuales (x*, y*) es un punto crítico estable asintótieamente. Entonces si las poblacio¬ 
nes iniciales xq y yo son suficientemente cercanas a x* y y*, respectivamente, se con¬ 
cluye que ambas 


lím x(í) = X* y lím y(í) = y*. (18) 

t—>oo t—>oo 

Esto es, x(í) y y(í) realmente se aproximan a las poblaciones de equilibrio x* y y* 
conforme í ^ +oo, en vez de simplemente mantenerse cerca de esos valores. 

Para un sistema mecánico como el del ejemplo 4, un punto crítico representa 
un estado de equilibrio del sistema —si la velocidad y = x' y la aceleración y' = x" 
tienden a cero simultáneamente, entonces la masa permanece en reposo sin fuerza 
neta que actúe sobre ella—. Ea estabilidad de un punto crítico se refiere a la situación 
en que la masa se desplaza ligeramente de su equilibrio y ésta 

1. Se mueve de regreso hacia su punto de equilibrio conforme +oo. 

2. Permanece simplemente cerca del punto de equilibrio sin aproximarse a éste, o 

3. Se mueve más allá del punto equilibrio. 

En el caso 1 el punto crítico [de equilibrio] es asintótieamente estable; en el 
caso 2 es estable pero no asintótieamente; en el caso 3 es un punto crítico inestable. 
Un balín balanceado en la parte superior de un balón de soccer es un ejemplo de un 
punto crítico inestable. Una masa en un resorte con amortiguamiento ilustra el caso 
de estabilidad asintótica de un sistema mecánico. La masa y resorte sin amortiguación 
en el ejemplo 4 es un modelo de un sistema que es estable pero no asintótieamente. 


Supóngase que m = l y k = 2 para la masa y el resorte del ejemplo 4 y que la masa 
está unida también a un amortiguador con constante de amortiguación c = 2. Enton¬ 
ces la función de desplazamiento x(f) satisface la ecuación de segundo orden 

x"(í) + 2x'(í) + 2x(í) = 0. (19) 

Con y = x' se obtiene el sistema de primer orden equivalente 

dx 

^ (20) 

^ = -2x-2y 
dt 
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FIGURA 6.1.10. Punto espiral 
estable y una trayectoria hacia 
éste. 


Ejemplo 6 


con punto crítico (0, 0). La ecuación característica + 2r + 2 = 0 de la ecuación 

(19) tiene raíces —1 + / y — 1 —i; así, la solución general del sistema en (20) está 

dada por 

x(f) = e~XA eos t + B sen t) = Ce~‘ cos(í — a), (21a) 

y(í) = e~' [(5 — A) eos í — (A + fi) sen í] (21b) 

= —Cy/2e~' sen {t — a + 2 tt) 

donde C = -n/A^ + iS^ y a = tan“^ (B/A). Se observa que x(í) y y(í) oscila entre 
valores positivos y negativos y que ambos se aproximan a cero conforme í ^ +oo. 
De este modo, una trayectoria típica es una espiral hacia adentro en dirección al ori¬ 
gen, como se ilustra por la espiral en la figura 6.1.10. ■ 

Es claro de (21) que el punto (x(f), y(t)) se aproxima al origen conforme t 
+ 00 , de esta forma se concluye que (0,0) es un punto crítico estable asintóticamente 
para el sistema x' = y,y' = —2x — 2y del ejemplo 5. Un punto crítico estable asin¬ 
tóticamente como éste —alrededor del cual las trayectorias espirales se aproximan al 
punto—se llama punto espiral estable (o un espiral convergente). En el caso del 
sistema masa-resorte-amortiguador, un espiral convergente es la manifestación en 
el plano de fase de las oscilaciones amortiguadas que ocurren debido a la resistencia. 

Si las Hechas en la figura 6.1.10 fueran invertidas, se observaría una trayectoria 
espiral hacia fuera del origen. Un punto crítico inestable —alrededor del cual las 
trayectorias espirales emanan y se alejan de éste— se llama punto espiral inestable 
(o espiral divergente). El ejemplo 6 muestra que también es posible para una trayec¬ 
toria hacerse espiral dentro de una trayectoria cerrada —una curva solución cerra¬ 
da simple que representa una solución periódica (como las trayectorias elípticas de 
la fig. 6.1.8). 


Considérese el sistema 


— = -ky +x{l - - y^), 

dt 

= kx + y(l — x^ — y^). 


( 22 ) 


En el problema 21 se pidió mostrar que (0, 0) es su único punto crítico. Este sistema 
se puede resolver de manera explícita introduciendo coordenadas polares x = r cos0, 
y = r sen 0, como sigue. Nótese primero que 


d9 d 

— = — ( arctan — 
dt dt 


í . xy - X y 

I arctan - ) = —r- 

V X/ x^-|-y^ 


Entonces al sustituir las expresiones dadas en (22) para x' y y' se obtiene 

dO k{x^ + y^) 


dt 


x^ + y^ 


= k. 


De aquí se concluye que 


9(t) = kt + 9 q, donde 9o = 9(0). 


(23) 
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X 


FIGURA 6.1.11. Trayectorias 
espirales del sistema de la 
ecuación (22) con k = 5. 


Entonces de la derivación de 


se obtiene 



^ dx 

= 2x — +2y 
dt 


dt 


= 2(^2 + y2)(i _ ;,2 _ ^ 2 ) ^ 2r\í - r^), 


de tal manera que r = r(í) satisface la ecuación diferencial 

dr 

— = r(l - r2). (24) 

dt 

En el problema 22 se solicitó obtener la solución 


r{t) = 


to 

+(1 - 


(25) 


donde tq = r(0). Así, la solución típica de la ecuación (22) puede expresarse en la 
forma 


x(t) = r(t) cos(kt + 0 ü )7 

y(t) = r(t) sm(kt + Oq). (26) 

Si ro = 1, entonces la ecuación (25) proporciona r(t) = 1 (circunferencia unitaria). 
De otra manera, si rg > 0, entonces la ecuación (25) implica que r(t) 1 conforme 
t + 00 . Por tanto, la trayectoria definida en (26) es espiral hacia la circunferencia 
unitaria si tq > 1, y espiral hacia fuera de esta trayectoria cerrada si 0 < tq < 1. La 
figura 6.1.11 muestra una trayectoria espiral hacia fuera del origen y cuatro trayecto¬ 
rias espirales hacia dentro, todas acercándose a la trayectoria cerrada r(t) = 1. 


Bajo una hipótesis general se puede mostrar que existen cuatro posibilidades 
para una trayectoria no degenerada del sistema autónomo 


- = *=G(.v,y). 

Las cuatro posibilidades son: 

1 . (x(t), y(t)) se aproxima al punto crítico conforme t —> -foo. 

2 , (x(f), y(t)) está no acotado al incrementarse t. 

3. (x(f), y(t)) es una solución periódica con una trayectoria cerrada. 

4, (x(f), (f)) es una espiral hacia una trayectoria cerrada conforme t -foo. 

En consecuencia, la naturaleza cualitativa de los diagramas del plano de fase 
de las trayectorias de un sistema autónomo se determina por la localización de sus 
puntos críticos y por el comportamiento de sus trayectorias cercanas a sus puntos 
críticos. En la sección 6.2 veremos que, bajo ligeras restricciones de las funciones 
F y G, cada punto crítico aislado del sistema x' = F(x, y), y' = G(x, y) se parece 
cualitativamente a uno de los ejemplos de esta sección —ya sea un nodo (propio o 
impropio), un punto silla, un centro o un punto espiral. 
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6.1 


Problemas 


En los problemas 1 al 8 encuentre el punto crítico de los siste¬ 
mas autónomos dados y analice cada sistema con el plano de 
fase al que corresponda dentro de las figuras 6.1.12 a 6.1.19. 


dx 


dy 


1. -— = 2x — y, = X — 3y 


dt 
dx 

dt ^ 


dt 

dt 


3. — 


dx 

dt 


4. — 


dx 

dt 


5. — 


dx 

dt 


X — 2y + 3, 


2x — 2y — 4, 


1 2 

77 


dy 

“7“ = ■* ■ 
dt 

dy 

dt 

= X -h2y 


-y + 2 
+ 4y+ 3 




FIGURA 6.1.12. Punto espiral 
(—2, 1) y punto silla (2, — 1). 


FIGURA 6.1.13. Punto espiral 

(l.-l). 


FIGURA 6.1.14. Punto silla 

( 0 , 0 ). 



FIGURA 6.1.15. Punto espiral 
(0,0); punto silla (—2, — 1) y 
(2, 1). 


FIGURA 6.1.16. Nodo (1, 1). 


FIGURA 6.1.17. Punto espiral 
(— 1, — 1), punto silla (0, 0) y nodo 
( 1 ,- 1 ). 




FIGURA 6.1.18. Punto espiral 
(—2, ^ ) y punto silla (2, “ ^ )■ 


FIGURA 6.1.19. Centro estable 

(- 1 , 1 ) 
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^ dx ^ ^ ^ dy ^ , 

6. — = 2 - 4x - ISy, — = 4 - 

dt dt 


^ dx 

7. ^=*-27. 


= 4x - x^ 


8. — = x — y — x^+ xy, 
dt 


dy 2 


En los problemas 9 al 12 encuentre cada solución de equili¬ 
brio x(t) = Xq de la ecuación diferencial de segundo orden 
dada x" + /(x, x'j = 0. Utilice un sistema de cómputo o una 
calculadora gráfica para construir el plano de fase y un cam¬ 
po direccional para el sistema de primer orden equivalente x’ 
= y, y' = —f(x, y). Indague cuándo un punto crítico (xo,0) es 
un centro, un punto silla, o un punto espiral de este sistema. 

9. x" + 4x - x^ = 0 

10. x" + 2x' + X + 4x^ = 0 

11. x" + 3x' + 4 sen x = 0 

12. x" + (x^ — l)x' + X = 0 

Resuelva cada uno de los sistemas lineales en los problemas 
13 al 20 para determinar cuál de los puntos críticos ("0, Oj es 
estable, asíntóticamente estable o inestable. Utilice un sistema 
de cómputo o una calculadora gráfica para construir el pla¬ 
no de fase y un campo direccional para el sistema dado. Ob¬ 
tenga la estabilidad o inestabilidad de cada punto crítico e 
identifique visualmente un nodo, un punto silla, un centro o un 
punto espiral. 


dx 

13. — = -2x, 
dt 

. dx 

14. — = 2x, 
dt 

15. í^=-2x, 

dt 


^ = -2y 
dt ^ 

^ = -2y 
dt ^ 




dx 


dy - 

* 


dt 

$ = -2< 
dt 

% = -5-. - 4, 

dt 


21. Verifique que (0, 0) es el único punto crítico del sistema 
en el ejemplo 6. 

22. Separe variables en la ecuación (24) para obtener la solu¬ 
ción de (25). 

En los problemas 23 al 26 se proporciona un sistema dx/dt = 
E(xy), dyidt = G(x, y). Resuelva la ecuación 

^ _ G(x, y) 
dx F(x,y) 

para encontrar las trayectorias del sistema dado. Utilice un 
sistema de cómputo o una calculadora gráfica para construir 


el plano de fase y el campo direccional para el sistema e iden¬ 
tifique visualmente el tipo del punto crítico (0, 0), así como la 
estabilidad del sistema dado. 

dx dy 

23. — = y, — = -X 

dt dt 

dx T (¿y o o 

24. — =y(l-|-x2-|-y2), ^ = jc(l-|-x^-|-y^) 

dt dt 

dx . dy o T 

25. — =4y(l-bx^-l-y^), ^ =-x(l-b x^-b y^) 

dt dt 

dx „ , dy , , 

26. — = y^e^+ó — = -x^e^+^ 

dt dt 

27. Sea (x(f), y (í)) una solución no trivial del sistema no 
autónomo 

dx dy 

~r = y’ ~r =^^- 

dt dt 


Suponga que 0(í) = x(f + y) y fi(t) = y(t + y), donde 
Y 7^ 0. Muestre que (p(t), fi(t)) no es una solución del 
sistema. 

En los problemas 28 al 30 se trabaja con el sistema 

dx dy 

- = F(,.A 57 = 0(4.4) 

en una región donde las funciones E y G son continuas y deri- 

vables, de tal manera que para cada número de ay cada punto 

(xq, yo), existe una solución única con x(a) = xq y y (a) = yo. 

28. Suponga que (x(í), y(í)) es una solución del sistema autó¬ 
nomo y que 0. Defina <p{t) = x(t + y) y fiif) = y(t -b 
y). Entonces muestre (en contraste con el caso del proble¬ 
ma 27) que (0(í), ifif)) es también una solución del sistema. 
Por tanto, sistemas autónomos tienen la simple pero im¬ 
portante propiedad de que una “traslación en el tiempo í” 
de una solución es también una solución. 

29. Sean (xi(í), yi(í)) y (X 2 (í), yiit)) dos soluciones que tienen 
trayectorias que se encuentran en el punto (xq, yo); así 
xfa) = X 2 (b) = Xo y yfa) = y 2 (b) = yo para algunos valo¬ 
res del tiempo ay b. Defina 

Xsit) = X 2 {t + y) y yfit) = y 2 (t + y), 

donde y = ¿> — a, de tal manera que (x 2 (í), y 2 (t)) y (xsit), 
yfit)) tienen la misma trayectoria. Aplique el teorema de 
unicidad para mostrar que (xi(f), yi(f)) y (xfij), yfit)) son 
soluciones idénticas. En consecuencia, las dos trayecto¬ 
rias originales son idénticas. Así, dos trayectorias diferen¬ 
tes de un sistema autónomo no pueden intersectarse. 

30. Suponga que la solución (xi(í), yi(í)) está definida para 
toda f, y que su trayectoria tiene una intersección propia 

xfa) = xfa + P) = Xo y yfa) = yfa + P) = yo 

para alguna P > 0. Introduzca la solución 

X2(í) = xi(f + P), y2(í) = yi(í + P) 
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y aplique el teorema de unicidad para mostrar que 
Xi(t + P)= xi(t) y yi(f) = yi(í + P) 
para toda t. Así, la solución (JCi(í), yi(í)) es periódica, con 


periodo P y tiene una trayectoria cerrada. En consecuen¬ 
cia, una solución de un sistema autónomo o es periódica 
con una trayectoria cerrada o de otra manera su trayecto¬ 
ria nunca pasa a través del mismo punto dos veces. 


6.1 Aplicación 


Plano de fase y ecuaciones de primer orden 


Considérese la ecuación diferencial de primer orden de la forma 


^ _ G(x, y) 
dx F(x,y)’ 

la cual puede ser difícil o imposible de resolver explícitamente. Sus curvas solución 
pueden sin embargo graficarse como trayectorias de dos dimensiones del sistema 
autónomo correspondiente 

dx dy 

— = F{x,y), — = Gix,y). (2) 

dt dt 


La mayoría de los graficadores ODE {Ordinary Diferential Equations) pueden, de 
manera rutinaria, generar planos de fase para sistemas autónomos. Muchos de las 
que aparecen en este capítulo fueron graficados utilizando el programa pplane de 
John Polking, basado en Matlab (como se ilustra en la fig. 6.1.20), el cual puede 
descargarse sin costo para uso educacional (math. rice. edu/-dfield). Otro pa¬ 
quete de fácil uso para resolver ODE con capacidades gráficas similares, también 
basado en Matlab, es lode (www.math.uiuc.edu/iode). 
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FIGURA 6.1.20. Menú de datos de entrada del programa Matlab pplane 
para trazar un campo direccional y el plano de fase para el sistema x' = —x, 
y' = —2y (como el que se muestra en la fig. 6.1.6). 

Por ejemplo, para graficar las curvas solución de la ecuación diferencial 

dy 2xy — y^ 
dx — 2x>’ ’ 


( 3 ) 
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FIGURA 6.1.21. Plano de fase 
para el sistema de la ecuación (4). 



FIGURA 6.1.22. Plano de fase 
para el sistema correspondiente a 
la ecuación (5). 


se trazan las trayectorias del sistema 


dx 2 
— = X — 2xy, 
dt 


dy 

dt 


= 2xy — y^. 


(4) 


El resultado se muestra en la figura 6.1.21. 

Grafíquense, de manera similar, algunas curvas solución para las ecuaciones 
diferenciales siguientes. 


dy 

4x 

- 

5y 

dx 

2x 

+ 

3y 

dy 

4x 

- 

5y 

dx 

2x 

- 

3y 

dy 

4x 

- 

3y 

dx 

2x 

- 

5y 

dy 

2xy 

dx 


- 

y2 

dy 

X2 

+ 

2xy 

dx 

y2 

+ 

2xy 


Ahora elabórense algunos ejemplos propios. Funciones homogéneas como las 
de los problemas 1 al 5 —funciones racionales con numerador y denominador del 
mismo grado en x y y— son de utilidad. La ecuación diferencial 

dy _ 25x + y(l-x^-y^)(4-x^-y^) 
dx —25y + x(l—x^ — y^)(4 — x^ — y^) 

de esta forma generaliza el ejemplo 6 de esta sección, pero resulta inconveniente 
resolverla de manera explícita. Su plano de fase (fig. 6.1.22) muestra dos trayectorias 
cerradas periódicas —las circunferencias r = lyr = 2—. Como sugerencia se invi¬ 
ta a tratar de hacerlo con tres circunferencias. 



Sistemas lineales y casi lineales 


Se presenta ahora el comportamiento de las soluciones del sistema autónomo 


> 


dx 

dt 


fix, y), 


dy 

dt 


= g(x, y) 


( 1 ) 


cercano a un punto crítico aislado (xq, yo) donde /(xq, yo) = g (xq, yo) = 0. Un punto 
crítico se llama aislado si alguna vecindad de éste no contiene otro punto crítico. En 
todo este desarrollo se asume que las funciones/y g son continuas y derivables en la 
vecindad de (xq, yo). 

Sin pérdida de generalidad, puede considerarse que xo = yo = 0. De otra ma¬ 
nera se hace la sustitución u = x — xq, v = y — y^. Entonces dx/dt = dujdt y dy/dt 
= dv/dt, así (1) es equivalente al sistema 


du 

dt 


= f{u+XQ, u -h yo) = /i(m, v), 


dv 

dt 


= giu+XQ, u -f yo) = gi(M, v) 


( 2 ) 


que tiene a (0,0) como punto crítico aislado. 
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Ejemplo 1 


El sistema 


dx 

dt 


= ?)X — — xy = x(3 — X — y), 


dy 

dt 


y + y^- 3xy = y(l - 3x + y) 


(3) 



tiene (1,2) como uno de sus puntos críticos. Sustituyendo u = x —l,v = y—2', esto 
es,x = u + \,y = V + 2. Entonces 

3— X — y = 3 — (m+1) + (u + 2)= —u — v 


y 


1— 3x + y= l— 3 (m + 1) + (u + 2) = —3m + v, 
de tal manera que el sistema en (3) toma la forma 


FIGURA 6.2.1. Punto silla (1,2) 
para el sistema x' = 3x — — xy, 

y' = y + ~ 'ixy del ejemplo 1. 


- = (m + 1)( —M — v) = —u — V — — UV, 

dt 


U U o 

— = (u + 2)(—3 m + u) = — 6m + 2v + — 3uv 

dt 


(4) 



FIGURA 6.2.2. Punto silla (0, 0) 
para el sistema equivalente 

u’ = —U — V — — UV, 

v' = —6u + 2v + — 3uv. 


y tiene a (0,0) como punto crítico. Si se pueden determinar las trayectorias del siste¬ 
ma en (4) cercanas a (0, 0), entonces sus traslaciones, bajo el movimiento rígido que 
lleva (0,0) a (1, 2), serán las trayectorias cercanas a (1,2) del sistema original en (3). 
Esta equivalencia se ilustra en la figura 6.2.1. [la cual muestra las trayectorias grafi- 
cadas por computadora del sistema dado en (3) cercanas al punto crítico (1, 2) en el 
plano X, y] y la figura 6.2.2 [la cual muestra las trayectorias graficadas por compu¬ 
tadora del sistema dado en (4) cercanas al punto crítico (0, 0) en el plano uv]. ■ 

Eas figuras 6.2.1. y 6.2.2 ilustran el hecho de que las curvas solución del siste¬ 
ma xy en (1) son simplemente las imágenes bajo la traslación (u, v)^(u + xq, v + yo) 
de las curvas solución del sistema uv en (2). Cerca de los dos puntos críticos corres¬ 
pondientes — (xo, yo) en el plano xy (0, 0) en el plano uv— los dos planos de fase, por 
tanto, son exactamente iguales. 


Linealización cercana a un punto crítico 

Ea fórmula de Taylor para funciones de dos variables implica que —si la función 
/(x, y) es continua y derivable cerca de un punto fijo (xq, yo)— entonces 

/(xo + u, yo + v) = f(xo + yo) -f f^{xo + yo)M + fy{xo + yo)n -f r(u, v) 


donde el “término del residuo” r{u, v) satisface la condición 


(¡i,u)^(0,0) + V^ 

[Nótese que esta condición no se satisface si r(u, v) fuera una suma conteniendo 
constantes o términos lineales en m o u. En este sentido, r{u, v) consiste de una “par¬ 
te no lineal” de la función/(xo + m, yo + n) de m y n.] 
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Si se aplica la fórmula de Taylor tanto para/como para g en (2), y se asume 
que (xü, yo) es un punto crítico aislado de tal manera que/(xo, yo) = g(xo, yo) = 0, el 
resultado es 


du 

dt 


fxixo, yo)u + fyixo, yo)v + r(u, v), 


dv 

dt 


8x{xo, yo)u + ^y(xo, yo)v + s{u, v) 


(5) 


donde r{u, v) y el término residuo análogo s(u, v) de g satisfacen la condición 


r(ií,v) 
lim ^ 

(h,i;)^{0,0) Vm^ 


s(lí,v) 

lim - 

(h,u)->(0,0) 


= 0 . 


( 6 ) 


Entonces, cuando los valores de m y u son pequeños, los términos residuo r(u, v) y 
s(u, v) son muy pequeños (incluso en comparación con uy v). 

Si se desprecian los términos no lineales presumiblemente pequeños r{u, v) y 
s(u, v) en (5), el resultado es el sistema lineal 




= fxixo, yo)u + fyixo, yo)v, 
dv 

-j- = gxixQ, yo)u + gy{xo, yo)v 


(7) 


cuyos coeñcientes constantes (de las variables u y v) son los valores/.( xq, yo),fy(xo, 
yo) y gx(xo, yo)> gy(xo, yo) de las funciones/y g en el punto crítico (xq, yo). Debido a 
que (5) es equivalente al sistema original (y generalmente) no lineal u' = /(xq + u, 
yo + v), v' = g(xQ + M, yo + v) dado en (2), las condiciones dadas en (6) sugieren 
que el sistema linealizado en (7) se aproxima estrechamente al sistema no lineal 
dado cuando (w, v) está cerca de (0, 0). 

Asumiendo que (0, 0) es también un punto crítico aislado del sistema lineal y 
que los términos residuo en (5) satisfacen la condición dada en (6), el sistema ori¬ 
ginal x' = /(x, y), y' = g{x, y) se dice que es casi lineal en el punto crítico aislado 
(xq, yo). En este caso, su linealización en (xo, yo) es el sistema lineal dado en (7). En 
resumen, esta linealización es el sistema lineal u' = Ju (donde u = [w u]^) cuya 
matriz de coeñcientes se llama matriz jacobiana 




J(.^o, yo) 


fxixo, yo) fyiXO,yo) 
gxiXo,yo) gyiXO,yo) 


( 8 ) 


de las funciones/ y g, evaluadas en el punto (xq, yo)- 


Ejemplo 1 


Continuación 


En (3) se tenía que/(x, y) = 


3(x, y) 


3 — 2x — y 
-3y 


3x — x^ — xy y g(x, y) = y + y^ ~ 3xy. Entonces 


—X 

1 + 2y — 3x 


tal que J(l,2) 



Por tanto, la linealización del sistema x' = 3x — x^ — xy, y' = y + y^ “ 3xy en su 
punto crítico (1, 2) es el sistema lineal 


u’ = —U — V 
v' = —6u + 2v 


que se obtiene cuando se desprecian los términos no lineales (cuadráticos) en (4). ■ 
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En la mayoría de los casos (aunque no en todos), el plano de fase de un sistema 
casi lineal cerca del punto crítico aislado (xq, yo) se parece fuertemente —en un sen¬ 
tido cualitativo— al plano de fase cerca del origen de su linealización. Consecuente¬ 
mente, el primer paso para entender los sistemas autónomos generales consiste en 
caracterizar los puntos críticos de sistemas lineales. 

Puntos críticos de sistemas lineales 

Puede utilizarse el método del eigenvalor-eigenvector de la sección 5.2 para investi¬ 
gar el punto crítico (0, 0) de un sistema lineal 


> 


'x'" 


a b 


X 

y 


c d 


y 


(9) 


con matriz de coeficientes constantes A. Recuérdese que los eigenvalores A,i y A 2 de 
A son soluciones de la ecuación característica 


► 


det(A — AI) 


a — A b 
c d — k 


(a — k){d — X) — be = 0. 


Se asume que (0,0) es un punto crítico aislado del sistema dado en (9), por lo que se 
concluye que el determinante de los coeficientes ad — be del sistema ax + by = 0, 
ex + í/y = 0 es diferente de cero. Esto implica que A = 0 no es una solución de (9) 
y por tanto que ambos eigenvalores de la matriz A son diferentes de cero. 

Ea naturaleza del punto crítico aislado (0, 0) entonces depende de si los dos 
eigenvalores diferentes de cero Ai y A 2 de A son 


• reales y diferentes con el mismo signo; 

• reales y diferentes con signos opuestos; 

• reales e iguales; 

• complejos conjugados con parte real diferente de cero, o 

• números imaginarios puros. 



FIGURA 6.2.3. Sistema de 
coordenadas oblicuas uv 
determinado por los eigenvectores 
Vi y V 2 . 


Estos cinco casos se presentan por separado. En cada caso el punto crítico (0, 0) se 
asemeja a alguno de los vistos en los ejemplos de la sección 6.1 —un nodo (propio 
o impropio), un punto silla, un punto espiral, o un centro. 

Eigenvalores reales dieerentes con el mismo signo. En este caso la ma¬ 
triz A tiene eigenvectores linealmente independientes Vi y V 2 , y la solución general 
x(í) = [x(í) y(í)]^ de (9) toma la forma 

x(í) = CiVie^*' + C 2 V 2 e^^'. (10) 

Esta solución se describe de una manera más simple en el sistema de coordenadas 
oblicuas uv indicado en la figura 6.2.3, donde los ejes uy v están determinados por 
los eigenvectores Vi y V 2 . Entonces las funciones u{t) y v{t), en coordenadas uv del 
punto en movimiento x(í), son simplemente sus distancias desde el origen medidas 
en las direcciones paralelas a los dos vectores Vi y V 2 , por lo que se concluye de la 
ecuación (10) que una trayectoria del sistema se describe por 


m(í) = v(t) = vqo^^' 


( 11 ) 


donde uq = u{0) y vq = r’(O). Si vq = 0, entonces esta trayectoria se encuentra en el 
eje M, mientras que si mq = 0, entonces se encuentra en el eje v. De otra manera —si 
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Mü y vq son ambos diferentes de cero— la curva paramétrica en (11) toma la forma 
explícita V = Cu^, donde k = A 2 /A 1 > 0. Estas curvas solución son tangentes en 
(0, 0) al eje M si A: > 1, y al eje u si 0 < A: < 1. Así, en este caso se tiene un nodo 
impropio como en el ejemplo 3 de la sección 6.1. Si Aj y A 2 son ambas positivas, 
entonces se observa de (10) y (11) que estas curvas solución “parten desde el origen” 
conforme t se incrementa, así (0, 0) es un nodo divergente. Pero si A; y A 2 son am¬ 
bas negativas, entonces estas curvas solución se aproximan al origen conforme t se 
incrementa, de tal manera que (0,0) es un nodo convergente. 


Ejemplo 2 


(a) La matriz 



-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 


FIGURA 6.2.4. Nodo divergente 
impropio del ejemplo 2. 


_ 1 7 3 

8 -3 17 


tiene eigenvalores A; = 1 y A 2 = 2 con eigenvectores asociados Vi = [3 l]^y V 2 = 
[3 1]^. La figura 6.2.4 muestra un campo direccional y trayectorias típicas del sis¬ 

tema lineal correspondiente x' = Ax. Nótese que estos dos eigenvectores apuntan en 
las direcciones de las trayectorias lineales. Como es común de un nodo impropio, 
todas las otras trayectorias son tangentes a uno de los ejes oblicuos que pasa por el 
origen. En este ejemplo los dos eigenvalores reales y diferentes son ambos positivos, 
de tal manera que el punto crítico (0, 0) es un nodo divergente impropio. 

(b) La matriz 


B = -A = 



-3 

-17 



X 


FIGURA 6.2.5. Punto silla del 
ejemplo 3. 


tiene eigenvalores Ai= —lyA 2 =—2 con los mismos eigenvectores asociados 
Fi = [3 1]^ y V 2 = [3 1]^. El nuevo sistema lineal x' = Bx B y x tiene el mismo 

campo direccional y las trayectorias que se muestran en la figura 6.2.4 con la excep¬ 
ción de que las Hechas del campo van ahora en sentido contrario, de tal manera que 
(0,0) es ahora un nodo convergente impropio. ■ 

Eigenvalores reales y dieerentes con signos opuestos. Este caso es el 
mismo que el anterior, excepto que A2<0<Aien(ll). Las trayectorias con uq = 0 
o uq = 0 se encuentran en los ejes uy v a través del punto crítico (0, 0). Aquellos 
valores uq y vq, ambos diferentes de cero, son las curvas de la forma explícita v = 
Cu^, donde k = A 2 /A 1 < 0. Como en el caso de ^ < 0 del ejemplo 3 de la sección 6.1, 
las trayectorias no lineales se asemejan a hipérbolas y el punto crítico (0, 0) es por 
tanto un punto silla inestable. 


Ejemplo 3 


La matriz 



-3 

-5 


tiene eigenvalores Aj = 1 y A 2 = — 1 con eigenvectores asociados Vi = [3 l]^y 
V 2 = [3 1]^. La figura 6.2.5 muestra un campo direccional y trayectorias típicas del 

sistema lineal correspondiente x' = Ax. Nótese que los dos eigenvectores nueva¬ 
mente apuntan en las direcciones de las trayectorias lineales. Aquí k = —1 y las 
trayectorias no lineales son hipérbolas (verdaderas) en el sistema de coordenadas 
oblicuas uv, de tal manera que se tiene el punto silla indicado en la figura. Obsérvese que 
los dos eigenvectores apuntan en las direcciones de las asíntotas de estas hipérbolas. ■ 
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Raíces reales iguales. En este caso, con A = Aj = A2 0, el carácter del pun¬ 
to crítico (0, 0) depende de si la matriz de coeficiente A tiene dos eigenvectores li¬ 
nealmente independientes Vi y V2 o no. Si es así, entonces se tienen coordenadas 
oblicuas uv como en la figura 6.2.3 y las trayectorias se describen por 

m(í) = v(t) = uoe^' (12) 

como en (11). Pero ahora A: = A 2 /A 1 = 1, de tal manera que las trayectorias con mq 7^ 0 
son todas de la forma u = Cm y en consecuencia se encuentran sobre las líneas rectas 
que pasan por el origen. Por tanto, (0, 0) es un nodo propio (o estrella), como se 
ilustra en la figura 6.1.4, y es divergente si A > 0 y convergente si A < 0. 

Si el eigenvalor múltiple A 7 ^ 0 tiene sólo un eigenvector asociado Vi, entonces 
existe, no obstante (como se presentó en la secc. 5.4) un eigenvector generalizado V2, 
tal que (A — AI) V 2 = Vi y el sistema lineal x' = Ax tienen las dos soluciones lineal¬ 
mente independientes 


xi(í) = vie^' y X 2 (í) = (vp + V 2 )e^'. (13) 

Aun pueden utilizarse los dos vectores Vi y V 2 para introducir coordenadas oblicuas 
uv como en la figura 6.2.3. De esta manera, se concluye de (13) que las funciones 
coordenadas u{t) y v(t) del punto en movimiento x(í) sobre una trayectoria están 
dadas por 


M(f) = (mo + VQt)e^\ v{t) = uoe^', (14) 

donde uq = u(0) y uq = ulO). Si uq = 0 entonces esta trayectoria se encuentra en el 
eje u. De otra manera se tiene una trayectoria no lineal con 

dv dv/dt Xvoe^‘ Xvo 

du du/dt voe^* + X(uo + vot)e^’ uq-|-A(mo + uqí) 

Se observa que dv/du —> 0 conforme í ^ ± 00 , por lo que se concluye que cada tra¬ 
yectoria es tangente al eje u. Por tanto, (0,0) es un nodo impropio. Si A < 0, enton¬ 
ces se observa de la ecuación (14) que este nodo es convergente, pero es divergente 
si A > 0. 


Ejemplo 4 


La matriz 



9 

-5 



tiene el eigenvalor múltiple A = — 1 con un solo eigenvector asociado Vi = [3 1]^. 

Resulta que V 2 = [1 3]^ es un eigenvector generalizado basado en Vi, pero sólo el 

eigenvector real se muestra en el plano de fase del sistema lineal x' = Ax. Como se 
indica en la figura 6.2.6, el eigenvector Vi determina el eje u a través del cual el nodo 
impropio converge en (0, 0), siendo este eje tangente a cada una de las trayectorias 
no lineales. ■ 

Eigenvalores complejos conjugados. Supóngase que la matriz A tiene eig- 
envalores X = p + qi y X = p — qi (con py q ambos diferentes de cero) con eigen¬ 
vectores complejos conjugados asociados v = a + bí y v = a — bí. Entonces, como 
se presentó en la sección 5.2 —véase la ecuación (22) — , el sistema lineal x' = 
Ax tiene las dos soluciones reales independientes 


FIGURA 6.2.6. Nodo 
convergente impropio del 
ejemplo 4. 


Xi(f) = (a eos — b sen qt) y X2(í) = (b eos qt — a sen qt). (15) 
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De este modo, las componentes x(í) y y(t) de cualquier solución x(í) = CiXi(f) + 
C 2 X 2 (í) oscilan entre valores positivos y negativos conforme t se incrementa, de tal 
manera que el punto crítico (0, 0) es un punto espiral como en el ejemplo 5 de la 
sección 6.1. Si la parte real p de los eigenvalores es negativa, entonces es claro de 
(15) que x(í) —> 0 conforme t —> +oo; así, el origen es una espiral convergente. Pero 
si p es positivo, entonces el punto crítico es un espiral divergente. 


Ejemplo 5 


La matriz 



-10 15 
-15 8 


, o 
-1 


-5 


yri 7' 7' ^ 

^77 7^7 7 ^ 

- 77 7 7 ^ 

7 / 7 7/7 ^ 

f 7 7/7 / /i 
.fí . 1/1 

1 — k. 1 

i 4 ] 

i J- 

''¡i /l i fí - 
■i<J j. i,/í' y 

■'7 77 7 / fié 

- T ti r í < " 

t t ^ ^ ^ 

^ ^ 

_1_1_1_1_ 

/ 

1 / i/,./’ 

r" 1 / ~ 

^ j/^ - 

^ i/ 1 / 


-5-4-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


FIGURA 6.2.7. La espiral 
convergente del ejemplo 5. 


tiene eigenvalores complejos conjugados A. = — ^ ±3/ con parte real negativa, de tal 
manera que (0, 0) es una espiral convergente. La figura 6.2.7 muestra un campo di- 
reccional y una trayectoria espiral típica acercándose al origen conforme t +oo. 

■ 

Eigenvalores imaginarios puros. Si la matriz A tiene eigenvalores imagina¬ 
rios conjugados X = qiy X = —qi con eigenvectores complejos conjugados asocia¬ 
dos V = a + b/ y V = a — bí, entonces (15) con p = 0 proporciona las soluciones 
independientes 

Xi(f) = a eos qt — h sen qt y X 2 (í) = b eos qt + a sen qt (16) 

del sistema lineal x' = Ax. Tal como en el ejemplo 4 de la sección 6.1, se concluye 
que cualquier solución x(í) = CiXi(f) -f C 2 X 2 (f) describe una elipse centrada en el 
origen del plano xy. En consecuencia, (0, 0) es en este caso un centro estable. 


Ejemplo 6 


^ o 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 


>^7'7'7. 
7777 77 
-777 7y7 7 
- 7 7 7/7/77 
_ 7 7 /^//7 

W/A/ 

I J_I 

A 

y t r 

] i} it 

^ f f / ~ 

" H U\ k K/ .4/ 

tf N Tf n t(.. 

-i f- f A V 

JT jr { 

_ 1 ^-1—1_^_ 

^////^ - 

^/7// 7 7 ~ 
e''/-^7 7 7 7 - 
7^7 7 7 7 7 


-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 


FIGURA 6.2.8. El centro estable 
del ejemplo 6. 


La matriz 



-9 15 
-15 9 


tiene los eigenvalores conjugados imaginarios puros X = ±3i y por tanto (0,0) es un 
centro estable. La figura 6.2.8 muestra un campo direccional y las trayectorias elíp¬ 
ticas típicas encerrando al punto crítico. ■ 


Para el sistema lineal de dos dimensiones x' = Ax con det A 3^ 0, la tabla en la 
figura 6.2.9 enlista los tipos de puntos críticos en (0, 0) encontrados en los cinco 
casos presentados aquí, de acuerdo con la naturaleza de los eigenvalores Xi y A .2 de 
la matriz de coeficientes A. La presentación de los diferentes casos muestra que la 
estabilidad del punto crítico (0,0) está determinada por los signos de las partes reales 
de los eigenvalores, como lo resume el teorema 1. Nótese que si A; y A 2 son reales, son 
entonces estas mismas sus partes reales. 


Eigenvalores 
de A 

Tipo de 
punto crítico 

Reales, diferentes, del mismo signo 

Nodo impropio 

Reales, diferentes, de signos opuestos 

Punto silla 

Reales e iguales 

Nodo propio 0 impropio 

Conjugados complejos 

Punto espiral 

Imaginarios puros 

Centro 


FIGURA 6.2.9. Clasificación del punto crítico (0, 0) del 
sistema de dos dimensiones x' = Ax. 
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TEOREMA 1 Estabilidad de sistemas lineales 

Sean y I 2 los eigenvalores de la matriz coeficiente A del sistema lineal de dos 
dimensiones 


dx 

— = ax + by, 
dt 


dy 

dt 


= ex + dy 


(17) 


con ad — bc^ 0. Entonces el punto crítico (0, 0) es: 

1. Asintóticamente estable si las partes reales de A; y A 2 son ambas negativas; 

2. Estable pero no asintóticamente estable si las partes reales de A; y A 2 son 
ambas cero (de tal manera que Ai, A 2 = ±qi)', 

3. Inestable si Ai o A 2 tiene una parte real positiva. 


1, =<?! . 



‘^o|J,^ = r + si 



1 

II 



FIGURA 6.2.10. Efectos de la 
perturbación de las raíces 
imaginarias puras. 



FIGURA 6.2.11. Efectos de 
perturbaciones de raíces reales 
iguales. 


Vale la pena considerar los efectos de perturbaciones pequeñas en los coefi¬ 
cientes a,b,cy d del sistema lineal en (17), lo cual resulta en pequeñas perturbacio¬ 
nes de los eigenvalores Ai y A 2 . Si estas perturbaciones son suficientemente pequeñas, 
entonces las partes reales positivas (de Ai y A 2 ) siguen siendo positivas y las partes 
reales negativas siguen siendo negativas. De este modo, un punto crítico estable 
asintóticamente permanece asintóticamente estable y un punto crítico inestable per¬ 
manece inestable. Ea parte 2 del teorema 1 es entonces el único caso en el cual peque¬ 
ñas perturbaciones arbitrarias pueden afectar la estabilidad del punto crítico (0, 0). 
En este caso las raíces imaginarias puras Ai, A 2 = ±qi áe la ecuación característica 
pueden cambiarse a raíces complejas cercanas ti\, 112 — f con r positivo o 
negativo (véase la fig. 6.2.10). En consecuencia, una perturbación pequeña de los 
coeficientes del sistema lineal dado en (7) puede cambiar de un centro estable a un 
punto espiral que puede ser estable o inestable asintóticamente. 

Hay otro caso de excepción donde el tipo, aunque no la estabilidad, del pun¬ 
to crítico (0, 0) puede alterarse por una pequeña perturbación en sus coeficientes. 
Este es el caso cuando Á¡ = A 2 ; raíces iguales que (bajo una pequeña perturbación 
de los coeficientes) pueden separarse en dos raíces /j.¡ = 1 x 2 , las cuales pueden ser 
complejas conjugadas o reales diferentes (véase la fig. 6.2.11). En cualquier caso, 
el signo de las partes reales de las raíces se conserva, de tal manera que la estabi¬ 
lidad del punto crítico no se altera. No obstante, su naturaleza puede cambiar; la 
tabla en la figura 6.2.9 muestra que un nodo con Aj = A 2 puede permanecer como 
nodo (si ¡jL\ y /X 2 son reales) o cambiar a un punto espiral (si /Xi y /X 2 son complejas 
conjugadas). 

Supóngase que el sistema lineal en (17) se utiliza para modelar una situación 
física. Es poco probable que los coeficientes de (17) puedan medirse con total preci¬ 
sión, de tal manera que el modelo lineal preciso desconocido sea 


dx . , . 

— = a X + b y, 
dt 


dy 

dt 


c*x + d*y. 


(17*) 


Si los coeficientes en (17) son lo suficientemente cercanos a los dados en (17*), en¬ 
tonces del análisis del párrafo anterior se concluye que el origen (0, 0) es un punto 
crítico asintóticamente estable para (17) si es un punto crítico asintóticamente esta¬ 
ble para (17*), y es un punto crítico inestable para (17) si es un punto crítico inestable 
para (17*). Así, en este caso el modelo aproximado dado en (17) y el modelo preciso 
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dado en (17*) predicen el mismo comportamiento cualitativo (con respecto a la esta¬ 
bilidad asintótica contra la inestabilidad). 


Sistemas casi lineales 

Recuérdese que al inicio de esta sección se encontró primero un sistema casi lineal 
cuando se utilizó la fórmula de Taylor para escribir el sistema no lineal (2) en la 
forma casi lineal (5), la cual mostró el camino para la linealización (7) del sistema no 
lineal original. En el caso del sistema no lineal x' =/(x, y), y' = g(x, y), que tiene a 
( 0 , 0 ) como un punto crítico aislado, el sistema casi lineal correspondiente es 


dx 

dt 


= ax + by + r(x, y), 


dy 

dt 


ex + dy + s(x, y) 


(18) 


donde a = fjf), 0 ), b = fy{Q, 0 ) y c = g;(;( 0 , 0 ), d = gy( 0 , 0 ); se asume también que 
ad — bc¥= 0. El teorema 2, que se presenta sin demostración, implica esencialmente 
que —con respecto al tipo y a la estabilidad del punto crítico ( 0 , 0 )— el efecto de los 
términos no lineales pequeños r(x, y) y s(x, y) es equivalente al efecto de una peque¬ 
ña perturbación en los coeñcientes del sistema lineal asociado en (17). 


TEOREMA 2 Estabilidad de sistemas casi lineales 

Sean Ai y A 2 los eigenvalores de la matriz de coeñcientes del sistema lineal dado 
en (17) asociado con el sistema casi lineal en (18). Entonces: 

1. Si Al = A 2 son eigenvalores reales e iguales, por consiguiente el punto crítico 
( 0 , 0 ) de (18) es un nodo o un punto espiral, y es asintóticamente estable si Ai 
= A 2 < 0 , e inestable si Ai = A 2 > 0 . 

2. Si Al y A 2 son imaginarios puros, entonces ( 0 , 0 ) es un centro o un punto es¬ 
piral, y puede ser asintóticamente estable, estable o inestable. 

3. En caso contrario —esto es, que Ai y A 2 no sean reales e iguales o imaginarios 
puros — , el punto crítico ( 0 , 0 ) del sistema casi lineal en (18) es del mismo 
tipo y con la misma estabilidad que el punto crítico ( 0 , 0 ) del sistema lineal 
asociado en (17). 

Así, si Al 7 ^ A 2 y Re(Ai) ¥= 0, entonces el tipo y la estabilidad del punto crítico 
del sistema casi lineal en (18) puede determinarse por el análisis del sistema lineal 
asociado en (17), y sólo en el caso de eigenvalores imaginarios puros la estabilidad 
de (0, 0) no se determina por el sistema lineal. Excepto en los casos sensibles Ai = 
A 2 y Re(A¿) = 0, las trayectorias cercanas a (0, 0) se parecerán cualitativamente a las 
del sistema lineal asociado —entrando o saliendo del punto crítico de la misma ma¬ 
nera, pero pudiendo ser “deformadas” de una manera no lineal—. Ea tabla de la ñ- 
gura 6 . 2.12 resume esta situación. 

Una consecuencia importante de la clasiñcación de los casos en el teorema 2 es 
que un punto crítico de un sistema casi lineal es asintóticamente estable si el punto 
crítico del sistema linealizado es asintóticamente estable. Además, un punto crítico 
de un sistema casi lineal es inestable si el punto crítico del sistema linealizado es 
inestable. Si se usa un sistema casi lineal para modelar una situación física, entonces 
— aparte de los casos especiales mencionados anteriormente— se concluye que el 
comportamiento cualitativo del sistema cerca del punto crítico puede determinarse 
examinando su linealización. 
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Ejemplo 7 


Solución 



X 


FIGURA 6.2.13. Trayectorias 
del sistema linealizado del 
ejemplo 7. 


Eigenvalores Aj, Aj 
para un sistema linealizado 

Tipos de puntos críticos 
del sistema casi lineal 

A-i A,2 ^ 0 

Nodo impropio estable 

A-i — A,2 ^ 0 

Nodo estable 0 punto espiral 

A-i ^ 0 ^ A,2 

Punto silla inestable 

A-i — A,2 ^ 0 

Nodo inestable 0 punto espiral 

A-i ^ A,2 ^ 0 

Nodo impropio inestable 

Al, A 2 = a ± bi (a < 0) 

Punto espiral estable 

Al, A 2 = a ± bi {a > 0) 

Punto espiral inestable 

Al , A 2 — — bi 

Centro 0 punto espiral, estable 0 inestable 


FIGURA 6.2.12. Clasificación de puntos críticos en un sistema casi lineal. 


Determínese el tipo y la estabilidad del punto crítico (0, 0) del sistema casi lineal 


¿i X o T 

— =4x +2y + 2x^ - 3y^, 
dt 

dy 

=4x -3y + 7xy. 
dt 


(19) 


La ecuación característica para el sistema lineal asociado [obtenida simplemente eli¬ 
minando los términos cuadráticos en (19)] es 

(4 - A)(-3 -A) - 8 = (A - 5)(A + 4) = 0, 

por lo que los eigenvalores A; = 5 y X 2 = —4 son reales diferentes y tienen signos 
opuestos. Del análisis de este caso se sabe que (0, 0) es un punto silla inestable del 
sistema lineal, y por tanto, por el inciso 3 del teorema 2, es también un punto silla 
inestable del sistema casi lineal dado en (19). Las trayectorias del sistema lineal cer¬ 
canas a (0,0) se muestran en la figura 6.2.13 y las del sistema no lineal dado en (19) 
se exponen en la figura 6.2.14. La figura 6.2.15 muestra “una visión más amplia” del 
plano de fase del sistema no lineal dado en (19). En adición al punto silla en (0, 0), 
existen puntos espiral cercanos a los puntos (0.279, 1.065) y (0.933, —1.057) y un 
nodo cerca de (—2.354, —0.483). ■ 




FIGURA 6.2.14. Trayectorias 
del sistema casi lineal original del 
ejemplo 7. 


FIGURA 6.2.15. Plano de fase 
del sistema casi lineal de la 
ecuación (19). 
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Ejemplo 8 


Solución 


Se ha visto que el sistema x' =f(x, y), y' = g(x, y) con punto crítico aislado (xq, 
yo) se transforma por la sustitución de x = m + xq, y = u + yo en un sistema equiva¬ 
lente en uv con punto crítico correspondiente (0, 0) y linealización u' = Ju, cuya 
matriz de coeficientes J es la matriz jacobiana en (8) de las funciones/y g en (xo, yo)- 
En consecuencia, no es necesario llevar a cabo la sustitución de manera explícita; en 
su lugar, se procede a calcular directamente los eigenvalores de J para la aplicación 
del teorema 2. 


Determínense el tipo y la estabilidad del punto crítico (4, 3) del sistema casi lineal 


dx o 

— = 33 — lOx — 3y -|- x^, 
dt 


dy 

dt 


—18 -|- 6x -|- 2y — xy 


( 20 ) 


Con/(x, y) = 33 — lOx — 3y -f x^, g{x, y) = —18 + 6x + 2y — xy y Xo = 4, yo = 3 
se tiene 


J(-x, y) = 


-10 + 2x -3 
6 — y 2 — X 


tal que J(4, 3) 


-2 -3 
3 -2 


El sistema lineal asociado 


du 

dt 


= —2u — 3v, 


dv ^ ^ 

— = 3u — 2v 
dt 


( 21 ) 


tiene ecuación característica {X + 2)^ + 9 = 0, con raíces complejas conjugadas A = 
—2±3i. Por tanto, (0, 0) es un punto espiral asintóticamente estable del sistema li¬ 
neal dado en (21); así, por el teorema 2 implica que (4, 3) es un punto espiral asintó¬ 
ticamente estable del sistema casi lineal original dado en (20). Ea figura 6.2.16 
muestra algunas trayectorias comunes del sistema lineal dado en (21) y la figura 
6.2.17 muestra cómo este punto espiral se ajusta en el plano de fase del sistema casi 
lineal original dado en (20). ■ 



u 


FIGURA 6.2.16. Trayectorias 
espirales del sistema lineal de la 
ecuación (21). 



FIGURA 6.2.17. Plano de fase 
del sistema casi lineal de la 
ecuación (20). 
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Problemas 


En los problemas 1 al 10 aplique el teorema 1 para determinar 
el tipo de punto crítico (0, 0) y si es asintóticamente estable, 
estable o inestable. Verifique la conclusión utilizando un siste¬ 
ma de cómputo o una calculadora gráfica para construir el 
plano de fase del sistema lineal dado. 


1 . 

2 . 


3. 


4. 

5. 


6 . 


7. 

8 . 

9. 

10 . 


dx 

dx 

dx 

dx 

-=3, + ,. 

dx 

- 

dx 

dx ^ 

dt 

dx 


dy „ 

dy ^ , 
dy ^ , 

dy 


dy 

dt 


= 2x — 3y 


dy - 

dy 

dy . r 

-=6,-5, 

Íí =4;,-2v 

dt 


dy 

dt 


= 5x — y 


En cada uno de los sistemas en los problemas 11 al 18 se tiene 
un punto crítico en (xq, yo). Aplique el teorema 2 para clasifi¬ 
car este punto crítico conforme a su tipo y a su estabilidad. 
Verifique su conclusión utilizando un sistema de cómputo o 
una calculadora gráfica para construir su plano de fase del 
sistema dado. 


11 . 

12 . 


13. 


14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


f = ^- 2 y . íy = 3 x- 4,-2 

dt dt 

dx dy 

= x-2y-S, =x-\-4y-\-10 

dt dt 

^-^=2x-y-2, ^=3x-2y-2 

dt dt 

dx dy 

— = x + y-7, — = 3x->’-5 

dt dt 

dx dy 

-—= X — y, -—= ^x — 5y — 2 

dt dt 

dx ^ dy ^ ^ 

— = x-2_y+l, = X -\-3y -9 

dt dt 

dx dy 

-= y - 5 y - 5 . = » - 3 - 3 

^=43-53 + 3, ^ = 53-43 + 6 


dt 


dt 


En los problemas 19 al 28 investigue el tipo de punto crítico 
(0, 0) del sistema casi lineal dado. Compruebe su conclusión 
utilizando un sistema de cómputo o una calculadora gráfica 
para construir el plano de fase. Describa también el lugar 
aproximado y los tipos de cualquier otro punto crítico que se 


observen en la figura. Investigue libremente estos puntos críti¬ 
cos adicionales utilizando los métodos computacionales pre¬ 
sentados en el material de aplicación de esta sección. 


dx dy 

19. — = X — 3y + 2xy, — = 4x — 6y — xy 
dt dt 


dx 


20. — = 6x — 5y + x^, — = 2x — y + y^ 

dt dt 


dx 


21. ^ = X + 2y + x^ + y^, ^ = 2x - 2y - 3xy 

dt dt 


dx 


2 dy 


22. — = X + 4y — xy^, — = 2x — y + x^y 
dt dt 


dx 


23. — = 2x — 5y + x^, — = 4x — 6y + y‘* 

dt dt 


dx 


24. -^ = 5x - 3y + y{x^ + y^), ^ = 5x + 

dt dt 


dx dy 1 y 

25. — = X — 2y + 3xy, — = 2x — 3y — x^ — y^ 

dt dt 


dx 


26. ^ = 3x - 2y - x^ - y^ ^ = 2x - y - 3xy 
dt dt 


dx . dy Ay 

27. — = X — y + x^ — y^, — = 2x — y + y^ — x^ 

dt dt 


dx 


28. — = 3x — y + x^ + y^, — 3y + 3xy 

dt dt 


En los problemas 29 al 32 encuentre todos los puntos críticos 
de los sistemas dados e investigue el tipo y la estabilidad de 
cada uno. Verifique las conclusiones interpretando el plano 
de fase construido por medio de un sistema de cómputo o de 
una calculadora gráfica. 


iQ 2 

29. — = X — y, — = X — y 

dt dt 

dx dy y 

30. - = y-l, ¿=x^-y 

ítx dy 

= a''-" 

32. ^=33-2, ^=3-2v 

dt dt 


Bifurcaciones 


El término bifurcación generalmente se refiere a algo que “se 
separa hacia otro camino”. Con respecto a las ecuaciones di¬ 
ferenciales o a los sistemas que involucran algún parámetro, 
se refiere a cambios abruptos en la forma de las soluciones 
conforme el parámetro cambia de manera continua. En los 
problemas 33 al 36 se ilustran casos sensibles donde pequeñas 
perturbaciones en los coeficientes de un sistema lineal o casi 
lineal pueden hacer cambiar el tipo o la estabilidad (o ambos) 
de un punto crítico. 
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X 


FIGURA 6.2.18 (a). Espiral 
estable con e = —0.2. 



FIGURA 6.2.18 (b). Espiral 
estable con e = —0.05. 



FIGURA 6.2.18 (c) Centro 
estable con e = 0. 



FIGURA 6.2.18 (d). Espiral 
inestable con e =0.05. 



X 


FIGURA 6.2.18 (e). Espiral 
inestable con e = 0.2. 


33. Considere el sistema lineal 



dt 


= X + €y. 


Muestre que el punto crítico (0, 0) es: (a) un punto espiral 
estable si e< 0, (b) un centro si e = 0 y (c) un punto espi¬ 
ral inestable si e > 0. De este modo, pequeñas perturba¬ 
ciones del sistema x' = —y, y' = x pueden cambiar tanto 
el tipo como la estabilidad del punto crítico. Las figuras 
6.2.18(a)-(e) ilustran la pérdida de estabilidad que ocurre 
en e = 0 conforme el parámetro se incrementa desde e < 
0 hasta e > 0. 

34. Considere el sistema lineal 


dx 

It 


dy 

-x + ey, —=x-y. 


Muestre que el punto crítico (0, 0) es: (a) un punto espiral 
estable si 6< 0; (b) un nodo estable si 0 S e < 1. De esta 
manera, pequeñas perturbaciones del sistema x' = —x, y' 
= X — y pueden cambiar el tipo de punto crítico (0, 0) sin 
cambiar su estabilidad. 

35. En este problema se trabaja con el sistema casi lineal 


dx 

dt 


y -I- hx{x^ + y^). 


dy 

dt 


-X + hy{x^ + y^). 


para ilustrar el caso sensible del teorema 2, en el cual el 
teorema no proporciona información acerca de la estabili¬ 
dad del punto crítico (0, 0). (a) Compruebe que (0, 0) 
es un centro del sistema lineal obtenido fijando h = 0. 
(b) Suponga que ñ 7^ 0. Sea -I- y^, entonces aplique 

el hecho de que 

dx dy dr 

X -h y— = r — 

dt dt dt 

para demostrar que dr /dt = hr^. (c) Suponga que h = — 
Integre la ecuación diferencial en (b); y verifique que r —> 0 
conforme r —> -foo. Así, (0,0) es un punto crítico asintóti- 
camente estable del sistema casi lineal en este caso, (d) 
Suponga que h = +\. Muestre que r —> -l-oo conforme t 
se incrementa, de tal manera que (0, 0) es un punto crítico 
inestable en este caso. 

36. Este problema presenta la famosa bifurcación de Hopf 
para el sistema casi lineal 

dx 9 9 

— =ex + y — x{x -by), 
dt 

^ = -x + ey- y{x^ -b y"), 
dt 

la cual tiene raíces características imaginarias X = ±í si 
e = 0. (a) Cambie a coordenadas polares como en el 
ejemplo 6 de la sección 6.1 para obtener el sistema r' = 
r{e — r^), 9' = —1. (b) Separe las variables e integre 
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directamente para mostrar que si e S 0, entonces r(t) —> 0 
conforme t —> +oo, de tal manera que en este caso el ori¬ 
gen es un punto espiral estable, (c) Muestre de manera si¬ 
milar que si 6 > 0, entonces r(t) —> y/e conforme t —> 
-t-oo, tal que en este caso el origen es un punto espiral 
inestable. La circunferencia r(t) = y/e es en sí misma una 
solución periódica cerrada o ciclo límite. Así, se obtiene 
un ciclo límite que se incrementa en tamaño conforme el 
parámetro e se acerca hacia el valor crítico 0. 

37. En el caso de un sistema de dos dimensiones que no sea 
casi lineal, las trayectorias cercanas a un punto crítico ais¬ 
lado pueden presentar una estructura considerablemente 
más complicada que aquellas cercanas a los nodos, cen¬ 
tros, puntos silla y puntos espiral presentados en esta sec¬ 
ción. Por ejemplo, tome en cuenta el sistema 

dx 1 -i 

— = x{x^ - 2y^), 
dt 

^ (22) 

i = 

que tiene como punto crítico aislado (0, 0). Este sistema 
no es casi lineal porque (0, 0) no es un punto crítico aisla¬ 
do del sistema lineal trivial asociado x’ = 0, y' = 0. 
Resuelva la ecuación homogénea de primer orden 

dy y(2x^ — y^) 
dx x(x^ — 2y^) 

para mostrar que las trayectorias del sistema dado en (22) 
son una folia de Descartes de la forma 

x^ y^ = 3cxy, 

donde c es una constante arbitraria (fig. 6.2.19). 

38. Observe en primera instancia que la ecuación característi¬ 
ca de la matriz A de 2 X 2 puede escribirse en la forma 

— TX -i- D = 0 . donde D es el determinante de A y la tra¬ 
za T de la matriz A es la suma de sus dos elementos de la 
diagonal. Aplique el teorema 1 para mostrar que el tipo 
del punto crítico (0, 0) del sistema x' = Ax se determina 
—como se indica en la fig. 6.2.20— por la ubicación del 
punto (T, D) en el plano determinante-traza con eje hori¬ 
zontal T y eje vertical D. 



FIGURA 6.2.19. Trayectorias del 
sistema de la ecuación (22). 


D 



FIGURA 6.2.20. Punto crítico (0, 0) del sistema 
x' = Ax es: 


• una espiral convergente o divergente si el punto {T, D) 
se encuentra por encima de la parábola = 4D, pero 
fuera del eje D; 

• un centro estable si (T, D) se encuentra en el eje positi¬ 
vo O; 

• un nodo convergente o divergente si (7) /)) se encuentra 
entre la parábola y el eje T\ 

• un punto silla si (7) D) se encuentra por abajo del eje T. 


6.2 Aplicación 


Plano de fase de sistemas casi lineales 


Planos de fase interesantes y complicados frecuentemente resultan de perturbaciones 
no lineales simples de sistemas lineales. Por ejemplo, la figura 6.2.21 muestra un 
plano de fase del sistema casi lineal 


dx 

— = -y cos(x -P y - 1), 
dt 

dy 

— = X cos(a: — y -p 1). 
dt 


( 1 ) 


Entre los siete puntos críticos marcados se observa que aparecen 
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FIGURA 6.2.21. Plano de fase 
del sistema de la ecuación (1). 


• Puntos espirales en el primer y tercer cuadrantes del plano xy, 

• Puntos silla en el segundo y cuarto cuadrantes, además de otro en el eje positi¬ 
vo x; 

• Un punto crítico de carácter indeterminado en el eje y negativo, y 

• Un punto espiral “muy débil” en el origen —significa que se aproxima muy 
lentamente conforme t crece o decrece— (conforme si es convergente o diver¬ 
gente). 

Algunos sistemas de software ODE {Ordinary Diferential Equation) pueden 
localizar y clasificar automáticamente puntos críticos. Por ejemplo, la figura 6.2.22 
muestra una pantalla del programa en MATLAB pplane realizado por John Polking 
(citado en la aplicación de la secc. 6.1). Ésta demuestra que el punto crítico en el 
cuarto cuadrante en la figura 6.2.21 tiene coordenadas aproximadas (1.5708, —2.1416) 
y que la matriz de coeficientes del sistema lineal asociado tiene el eigenvalor positi¬ 
vo Ai ~ 2.8949 y el eigenvalor negativo X 2 ~ —2.3241. Por tanto, se concluye del 
teorema 2 que este punto crítico es, de hecho, un punto silla del sistema casi lineal 
dado en (1). 



FIGURA 6.2.22. Punto silla descubierto en el cuarto 
cuadrante. 

Con un sistema general de álgebra en computadora tal como Maple o Mathe- 
matica, se puede practicar —o pedirle a la computadora qué es lo que exactamente 
debe hacer— para encontrar y clasificar un punto crítico. Por ejemplo, el comando de 
Maple 

fsolve({-y*cos(x+y-1)=0,x*cos(x-y+1)}=0}, 

{x,y},{x=l..2,y=-3..-2}); 


o la instrucción de Mathematica 

FindRoot[{-y*Cos[x+y-1] == 0, x*Cos[x-y+l] == 0}, 
{x,l,2}, {y,-3,-2}] 

obtendrán las coordenadas del punto crítico a = 1.5708, b = —2.1416 indicadas 
anteriormente. Así, la sustitución dex = u + a, yy = v + b obtienen el sistema 
trasladado 


du 

dt 


(2.1416 — v) cos(1.5708 — u — v) = f(u, v), 


dv 

dt 


(1.5708 -f u) cos(4.7124 + u — v) = g{u, v). 


( 2 ) 
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Si se sustituye m = u = 0 en la matriz jacobiana d(f, g)/d(u, v), se llega a la matriz 
de coeficientes 


2.1416 2.1416 

1.5708 -1.5708 


del sistema lineal correspondiente a (2). Entonces el comando de Maple 

evalf(Eigenvals(A)) 

o la instrucción de Mathematica 

Eigenvalues[A] 

obtienen los eigenvalores A; « 2.8949 y A 2 ~ —2.3241, por lo que se verifica que el 
punto crítico (1.5708, —2.1416) de (1) de hecho es un punto silla. 

Utilícese un sistema de álgebra en computadora para encontrar y clasificar los 
otros puntos críticos de (1) indicados en la figura 6.2.21. De manera similar, investi¬ 
gúese un sistema casi lineal previamente propuesto. Un camino conveniente para 
establecer un sistema con tales características es iniciar con un sistema lineal e inser¬ 
tar factores seno o coseno parecidos a los de (1). 


Modelos ecológicos: depredadores y competidores 


Algunas de las más interesantes e importantes aplicaciones de la teoría de estabilidad 
involucran las interacciones entre dos o más poblaciones biológicas que ocupan el 
mismo ambiente. Considérese primero el caso depredador-presa que involucra dos 
especies. Una población —el depredador— se alimentan de la otra —la presa-, la 
que a su vez se nutre con un tercer alimento que se encuentra en el medio ambiente. 
Un ejemplo común es una población de zorros y conejos en un bosque; los zorros 
(depredadores) comen conejos (las presas), mientras que los conejos comen cierta 
vegetación en el bosque. Otros ejemplos son tiburones (depredadores) que se alimentan 
de peces (presas); lobinas (depredador) de peces sol (presa); catarinas (depredador) de 
áfidos (presa) y escarabajos (depredadores) de insectos con escamas (presa). 

El modelo matemático clásico del caso depredador-presa se desarrolló en 1920 
por el matemático italiano Vito Volterra (1860-1940) para analizar las variaciones 
cíclicas observadas en los tiburones y las poblaciones de los peces con que se ali¬ 
mentaban en el mar Adriático. Para construir un modelo de este tipo, se representa el 
número de presas en el tiempo t por x(í), el número de depredadores por y(í) y se 
consideran las siguientes suposiciones para simplificar el problema. 

1. En ausencia de depredadores, la población de presas crece a una tasa natural, 
con dxidt = ax, a > 0. 

2. En ausencia de presas, la población de depredadores debe declinar a una tasa 
natural, con dy/dt = —by, b > 0. 

3. Cuando tanto depredadores como presas están presentes, en combinación con 
las tasas naturales de crecimiento y decrecimiento, ocurre una declinación en 
la población de presas y un crecimiento en la de depredadores, cada una a una 
tasa proporcional a la frecuencia de encuentros entre individuos de las dos es¬ 
pecies. Más adelante se asume que la frecuencia de tales encuentros es propor¬ 
cional al producto xy, pensando que al duplicar una población debe también 
duplicarse la frecuencia de los encuentros; mientras que duplicando ambas po¬ 
blaciones debe cuadruplicarse la frecuencia de los encuentros. En consecuen¬ 
cia, la extinción de las presas, debido a los depredadores, ocurre cuando: 

• se tiene una tasa de interacción de decrecimiento —pxy en la población de 
presas x, y 

• se tiene una tasa de crecimiento qxy en la población de depredadores y. 
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Cuando se combinan las tasas natural y de interacción ax y —pxy, para la po¬ 
blación de presas x, así como las tasas natural y de interacción— by y qxy, para la 
población de depredadores y, se obtiene el sistema depredador-presa 

— = ax — pxy = x(a — py), 
al 

— = -by + qxy = y{-b + qx), 
dt 

con las constantes a, b,p,yq todas positivas. [A^ofa: Se pueden escribir las ecuacio¬ 
nes depredador y presa en cualquier orden en (1). Es importante observar que la 
ecuación del depredador tiene términos lineales negativos y términos de interacción 
positivos, mientras que la ecuación de la presa tiene términos lineales positivos y 
términos de interacción negativos.] 


Ejemplo 1 


Los puntos críticos. Un punto crítico del sistema general depredador-presa dado 
en (1) es una solución (x, y] de las ecuaciones 


x(a — py) = 0, y(—A + qx) = 0. (2) 

La primera de estas dos ecuaciones implica que x = 0 o que y = a/p 7^ 0, y la segun¬ 
da implica que y = 0 o que x = b/q ¥= 0. De aquí se concluye fácilmente que este 
sistema depredador-presa tiene los dos puntos críticos (aislados) (0, 0) y (b/q, a/p). 

El punto crítico (0, 0). La matriz jacobiana del sistema dado en (1) es 


3ix, y) 


a — py —px 
qy —b + qx 


tal que J(0, 0) 


a 0 
0 -b 


(3) 


La matriz J(0,0) tiene ecuación característica (a — A)(—A —1) = 0 y los eigenvalo- 
res Al = a > 0, ^2 = ~b < 0 con signos diferentes. De aquí se concluye, por los 
teoremas 1 y 2 de la sección 6.2, que el punto crítico (0,0) es un punto silla inestable, 
tanto del sistema depredador-presa como de su linealización en (0,0). La solución de 
equilibrio correspondiente x(í) = 0, y(í) = 0 describe la extinción simultánea de las 
poblaciones de la presa (x) y el depredador (y). 


El punto crítico {blq, alp). La matriz jacobiana 


i{blq,alp) 


0 

aq 

P 


pb 

q 

o 


(4) 


tiene ecuación característica }? + ab = 0 y los eigenvalores imaginarios puros Ai, 
A 2 = ±iVab. Se concluye, por el teorema 1 de la sección 6.2, que la linealización 
del sistema depredador-presa en (b/q, a /p) tiene un centro estable en el origen. Pero 
se tiene el caso indeterminado del teorema 2 de la sección 6.2, donde el punto crítico 
(a un lado del centro estable) puede ser una espiral convergente estable o una espiral 
divergente inestable del sistema depredador-presa en sí mismo. Por tanto, se requie¬ 
re una investigación adicional para determinar el tipo del punto crítico {b/q, a/p). La 
solución de equilibrio correspondiente a x(í) = b/q, y{t) — a/p describe la única cons¬ 
tante diferente de cero para que las poblaciones de la presa (x) y el depredador (y) 
puedan coexistir permanentemente. 
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El plano de fase. En el problema 1 se solicitó analizar numéricamente un siste¬ 
ma depredador-presa típico y verificar que la linealización en sus dos puntos críticos 
coincide cualitativamente con el plano de fase mostrado en la figura 6.3.1 —donde 
el punto crítico, no trivial visualmente, parece ser un centro estable—. Por tanto, 
solamente el primer cuadrante de este plano corresponde a soluciones físicamente sig¬ 
nificativas que describen poblaciones no negativas de presas y depredadores. 

En el problema 2 se solicitó obtener una solución implícita exacta del sistema 
depredador-presa de la figura 6.3.1 —una solución que puede utilizarse para mostrar 
que sus trayectorias en el plano de fase en el primer cuadrante en efecto son curvas 
cerradas simples que encierran el punto crítico (75,50) como se muestra en la figu¬ 
ra—. Se concluye entonces del problema 30 de la sección 6.1 que las funciones so¬ 
lución explícitas x{t) y y{t) son funciones periódicas de t —así se explican las 
fluctuaciones periódicas que se observan empíricamente en las poblaciones del de¬ 
predador y de la presa. 




FIGURA 6.3.1. Plano de fase del sistema depredador-presa 

x' = 200j: — 4xy, y' = — 150y -I- 2xy con puntos críticos (0, 0) y (75, 50). 


0 50 100 150 200 

X (presa) 

FIGURA 6.3.2. Plano de fase 
depredador-presa del ejemplo 2. 


Ejemplo 2 


Poblaciones oscilantes, Ea figura 6.3.2 muestra un campo direccional generado en 
computadora y un plano de fase para el sistema depredador-presa 



FIGURA 6.3.3. Oscilaciones 
periódicas de las poblaciones de 
presas y depredadores del 
ejemplo 2. 


dx 

dt 


(0.2)x - (0.005)xy = (0.005)jc(40 - y). 


dy 

dt 


-(0.5)y -b (O.Ol)xy = (0.01)y(-50 -f x), 


(5) 


donde x(f) representa el número de conejos y y{t) el número de zorros después de t 
meses. Evidentemente, el punto crítico (50,40) es un centro estable que representa el 
equilibrio de las poblaciones de 50 conejos y 40 zorros. Cualquier otro punto inicial 
se encuentra en una trayectoria cerrada que comprende este punto de equilibrio. El 
campo direccional indica que el punto (x(í), y(f)) sigue su trayectoria en el sentido de 
las manecillas del reloj, con las poblaciones de conejos y zorros oscilando periódica¬ 
mente entre sus valores máximo y mínimo independientes. Un inconveniente de la 
gráfica del plano de fase es que no proporciona la indicación sobre la velocidad a 
la que se recorre cada trayectoria. 

Esta pérdida “del sentido del tiempo” es recapturada graficando las dos funciones 
de las poblaciones individuales como funciones del tiempo t. En la figura 6.3.3 se han 
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graficado de manera aproximada las funciones solución x(í) y y{t) calculadas utili¬ 
zando el método de Runge-Kutta de la sección 4.3 con valores iniciales x(0) = 70 y 
y(0) = 40. Se observa que la población de conejos oscila entre los valores extremos 
Xmáx ~ 72 y Xmín ~ 33, mientras que la de zorros lo hace (fuera del diagrama de fase) 
entre los valores extremos y^áx ~ 70 y ymm ~ 20. Una medida cuidadosa indica que 
el periodo P de oscilación de cada población es ligeramente mayor a 20 meses. Po¬ 
dría hacerse un “acercamiento” en los puntos máximo y mínimo en cada gráfica para 
precisar un poco más las estimaciones del periodo, así como el máximo y mínimo de 
las poblaciones de conejos y zorros. 

Cualquier condición inicial positiva xq = x(0) y yo = y(0) produce una trayec¬ 
toria similar con poblaciones de conejos y zorros sobreviviendo en coexistencia. ■ 

Especies compitiendo 

Considérese ahora dos especies (de animales, plantas o bacterias, por ej.) con pobla¬ 
ciones x(í) y y(í) en el tiempo í que compiten entre sí por el alimento disponible en 
su ambiente común. Éste es un caso diferente al de una especie que depreda a la otra. 
Para construir un modelo matemático lo más realista posible, se asume que en ausen¬ 
cia de cualquiera de una de las especies, la otra debe tener una población acotada 
(logística) como las consideradas en la sección 2.1. En ausencia de cualquier interac¬ 
ción o competencia entre las dos especies, sus poblaciones x(í) y y(í) deben entonces 
satisfacer las ecuaciones diferenciales 


dx 

dt 


a\x — bix^. 


d_i 

dt 


aiy - biy^, 


( 6 ) 


cada una de la forma de la ecuación (2) de la sección 2.1. Pero además, se asume que 
la competencia tiene el efecto de que la tasa de decrecimiento en cada población es 
proporcional a su producto xy. Al insertar estos términos con constantes de propor¬ 
cionalidad negativas — Ci y — C 2 en las ecuaciones dadas en (6) se obtiene el sistema 
de competencia 


> 


— = a\x — b\x^ — cixy = x(ai — b\x — ciy), 
dt 


dy 2 

— = a2y - b2y - C2xy = y(a2 - b2y - C2x), 

dt 


(7) 


donde los coeficientes a^, a 2 , b^, b 2 , Ci y C 2 son todos positivos. 

El sistema casi lineal dado en (7) tiene cuatro puntos críticos. Después de igua¬ 
lar a cero los lados derechos de las dos ecuaciones, se observa que si x = 0, entonces 
y = 0 o y = 02 /^ 2 ^ mientras que si y = 0, entonces x = 0 o x = a\lh\. Esto propor¬ 
ciona los tres puntos críticos (0, 0), (0, 02 /^ 2 ) y (‘^ilbi, 0). El cuarto punto crítico se 
obtiene de la solución simultánea de las ecuaciones 


bix + Ciy = ai, C2X + b 2 y = 02. ( 8 ) 

Se asume que, como en la mayoría de las aplicaciones más interesantes, estas ecua¬ 
ciones tienen sólo una solución y que el punto crítico correspondiente se encuentra en 
el primer cuadrante del plano xy. Este punto (xg, y^) es entonces el cuarto punto crítico 
del sistema dado en (7) y representa la posibilidad de coexistencia de las dos especies, 
con poblaciones de equilibrio constantes diferentes de cero x(f) — Xg y y(í) = y^. 
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Interesados en la estabilidad del punto crítico {xe, ye). Se puede ver que depende 

de si 

C1C2 < b\b2 o C1C2 > bib2. ( 9 ) 

Cada desigualdad en (9) tiene una interpretación natural. Al examinar las ecuaciones 
en ( 6 ), se observa que los coeficientes fii y ¿2 representan el efecto inhibidor de cada 
población en su propio crecimiento (debido posiblemente a limitaciones de alimento 
o espacio). Por otro lado, c\ y C 2 representan el efecto de competencia entre las dos 
poblaciones. Así, b\b 2 es una medida de inhibición mientras C 1 C 2 es una medida de 
competencia. Un análisis general del sistema presentado en (7) muestra lo siguiente: 

1. Si C 1 C 2 < b\b 2 , de tal manera que la competencia es pequeña en comparación 
con la inhibición, entonces (xg, je) es un punto crítico estable asintóticamente 
hacia donde tiende cada solución conforme t + 00 . Así, las dos especies 
pueden, y de hecho lo hacen, coexistir en este caso. 

2, Si C 1 C 2 > b\b 2 , de tal manera que la competencia es mayor en comparación con 
la inhibición, entonces (x£, y^) es un punto crítico inestable, y x(í) o y(í) tiende 
a cero conforme t —> + 00 . Así, las dos especies no pueden coexistir en este 
caso; una sobrevive y la otra se extingue. 

Más que llevar acabo este análisis general, se presentan dos ejemplos que ilus¬ 
tran estas dos posibilidades. 


Ejemplo 3 


Sobrevivencia de una sola especie. Supóngase que las poblaciones x(í) y y(í) sa¬ 
tisfacen las ecuaciones 


— = 14x — — xy, 

dt ^ 


dt 


16y 




-xy, 


( 10 ) 


donde a\ = 14, «2 = 16. fii = ^2 = \ y ci = C 2 = 1. Entonces C 1 C 2 = 1 > 4 = b\b 2 , de 
tal manera que se debe esperar la sobrevivencia de una sola especie como se pre¬ 
dijo anteriormente en el caso 2. Se encuentra fácilmente que los cuatro puntos críti¬ 
cos son (0, 0), (0, 32), (28, 0) y (12, 8 ). Se analizarán estos puntos individualmente. 


Punto crítico (0, 0). La matriz jacobiana del sistema en (10) es 


y) = 


14 — X — y —X 
—y 16 — y — X 


tal que J(0, 0) 


14 0 

0 16 


( 11 ) 



riNx \ ^ Vt t 

T f. T 7/^ 

1 

\ ^ 'K \ t 
\\ ^\ f 

^^í 

f 7 7/7 > 

/ f, / 

1 / 

Vj —> > 

-1 

*r- 

/1 

-A ^ 


^ y í i 

i Y \1 N 

-2 

</ í 1 i 

-i i ií i 

i \ ^ 

•i' ^ 


- 2-1 o 1 2 


X 

FIGURA 6.3.4. Plano de fase del 
sistema lineal x' = 14x, y' = 16 
correspondiente al punto crítico 
( 0 , 0 ). 


La matriz J(0, 0) tiene ecuación característica (14 — A)(16 — A) = 0 y los eigen- 
valores 

Al = 14 con eigenvector Vi = [1 0]^ 

y 

^2 = 16 con eigenvector V 2 = [0 1 ]^. 

Ambos eigenvalores son positivos, por lo que se concluye que (0, 0) es un nodo 
divergente para el sistema linealizado x' = 14x, y' = 16y en (0,0) y por tanto —de¬ 
bido al teorema 2 de la sección 6 . 2 — es también un nodo divergente inestable para 
el sistema original en (10). La figura 6.3.4 muestra el plano de fase para el sistema 
linealizado cerca de ( 0 , 0 ). 
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Punto crítico (0, 32). La sustitución de X = 0, y = 32 en la matriz jacobiana 
J(x, y) mostrada en (11) obtiene la matriz jacobiana 


J(0, 32) 


-18 0 
-32 -16 


( 12 ) 


2 

1 

a 0 

-1 

-2 

FIGURA 6.3.5. Plano de fase 
para el sistema lineal de la 
ecuación (13) correspondiente al 
punto crítico (0, 32). 



del sistema no lineal (10) en el punto (0, 32). Al comparar las ecuaciones (7) y (8) de 
la sección 6.2 se observa que esta matriz jacobiana corresponde a la linealización 


du 

dt 


= —18m, 


— = —32m — 16v 
dt 


(13) 


de (10) en (0, 32). La matriz J(0, 32) tiene ecuación característica (—18 — A)(—16 — 
A.) = 0 y los eigenvalores A; = —18 con eigenvector Vi = [1 16]^y A 2 = —16 con 

eigenvector V 2 = [0 1]^. Debido a que ambos eigenvalores son negativos, se 

concluye que (0, 0) es un nodo convergente para el sistema linealizado y por tanto 
—por el teorema 2 de la sección 6.2— que (0, 32) es también un nodo convergente 
estable para el sistema original en (10). La figura 6.3.5 muestra el plano de fase para 
el sistema linealizado cerca de (0, 0). 


Punto crítico (28, 0). La matriz jacobiana 


J(28, 0) 


-14 -28 
0 -12 


(14) 



u 


FIGURA 6.3.6. Plano de fase 
para el sistema lineal de la 
ecuación (15) correspondiente al 
punto crítico (28, 0). 


corresponde a la linealización 


— = —14m — 28i;, 
dt 


dv 

dt 


= —12t; 


(15) 


de (10) en (28,0). La matriz J(28,0) tiene ecuación característica (—14 —A)(—12—A) 
= 0 y tiene los eigenvalores A; = —14 con eigenvector Vi = [1 0]^ y A 2 = —12 

con eigenvector V 2 = [—14 1]^. Debido a que ambos eigenvalores son negativos, 

se concluye que (0,0) es un nodo convergente para el sistema linealizado y por tanto, 
—por el teorema 2 de la sección 6.2— que (28, 0) es un nodo convergente estable 
para el sistema no lineal original en (10). La figura 6.3.6 muestra el plano de fase para 
el sistema linealizado cerca de (0, 0). 


Punto crítico (12, 8), La matriz jacobiana 


J(12,8) 


-6 -12 
-8 -4 


corresponde a la linealización 


du 

— = —6m — 12t;, 

dt 


— = —8m — 4i; 
dt 


(16) 


( 17 ) 
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de (10) en (12, 8). La matriz J(12, 8) tiene ecuación característica 

(-6 - A)(-4 -A) - (-8)(-12) = + lOA - 72 = 0 


y tiene los eigenvalores 

Al = —5 — <0 con eigenvector =[-^(l + ) l]^ 

y 

A 2 = —5 + >0 con eigenvector V 2 = [-^(l — ) l]^ 



FIGURA 6.3.7. Plano de fase 
para el sistema lineal en la 
ecuación (17) correspondiente al 
punto crítico (12, 8). 


Debido a que los eigenvalores tienen signos opuestos, se concluye que (0, 0) es un 
punto silla para el sistema linealizado y por tanto —por el teorema 2 de la sección 
6.2— que (12, 8) es también un punto silla inestable para el sistema original en (10). 
La figura 6.3.7 muestra el plano de fase para el sistema linealizado cerca de (0, 0). 

Ahora que está completo el análisis local de cada uno de los cuatro puntos 
críticos, falta reunir la información encontrada en un diagrama global coherente. Si 
se aceptan los hechos de que: 

• Cerca de cada punto crítico, las trayectorias del sistema original en (10) se 
parecen cualitativamente a las trayectorias linealizadas mostradas en las figu¬ 
ras 6.3.4-6.4.7 y 

• Conforme t -I-cxd cada trayectoria se aproxima a un punto crítico o diverge 
hacia el infinito, 

entonces debe suceder que el plano de fase del sistema original se parezca a la des¬ 
cripción mostrada en la figura 6.3.8. Este bosquejo muestra algunas trayectorias, 
trazadas a mano, que conectan a un nodo divergente en (0, 0), a nodos convergentes 
en (0, 32) y (28,0) y a un punto silla en (12, 8), con las direcciones de finjo indicadas 
a lo largo de estas trayectorias que consisten en el tipo de estos puntos críticos. La 
figura 6.3.9 muestra un plano de fase más preciso generado en computadora y un 
campo direccional para el sistema no lineal en (10). 



FIGURA 6.3.8. Bosquejo del 
análisis del ejemplo 3. 



FIGURA 6.3.9. Plano de fase 
para el sistema del ejemplo 3. 


Las dos trayectorias que se aproximan al punto silla (12, 8), junto con ese pun¬ 
to silla, forman una “curva separatrix” que separa las regiones l y ll en la figura 
6.3.8. Esto juega un papel importante en la determinación del comportamiento en el 
largo plazo de las dos poblaciones. Si el punto inicial (xq, yo) se encuentra precisa- 
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mente en la separatrix, entonces (x(í), y{t)) tiende a (12, 8) conforme t +oo. Por 
supuesto, cualquier evento aleatorio hace extremadamente difícil que (x(í), y(í)) 
permanezca en la separatrix. Si no, la coexistencia pacífica de las dos especies es 
imposible. Si (xq, yo) se ubica en la región I arriba de la separatrix, entonces (x(í), 
y(í)) se aproxima a (0, 32) conforme í ^ +oo, de tal manera que la población x(í) 
decrece a cero. De manera alterna, si (xq, yo) se ubica en la región II arriba de la se¬ 
paratrix, entonces (x(í), y(í)) tiende a (28,0) conforme í ^ -foo, de tal manera que la 
población y(í) muere. En resumen, cualquiera de las poblaciones que tenga la venta¬ 
ja competitiva al inicio, sobrevive, mientras que la otra se extingue. 


Ejemplo 4 


Coexistencia pacífica de dos especies. 

satisfacen el sistema de competencia 


Supóngase que las poblaciones x(f) y y(f) 


— = 14x — 2x^ — xy, 
dt 


dy 

dt 


16y - 2y2 - xy. 


(18) 


para el cual «i = 14, a 2 = 16, = ¿2 = 2, y Ci = C 2 = 1. Entonces CiC 2 = 1 < 4 = 

bib 2 , de tal manera que ahora el efecto de inhibición es más grande que el de compe¬ 
tencia. Eácilmente se encuentra que los cuatro puntos críticos son (0,0), (0, 8), (7,0) 
y (4, 6). Procédase como en el ejemplo 3. 

Punto crítico (0, 0). Cuando se desprecian los términos cuadráticos en (18) se 
obtiene la misma linealización x' = 14x, y' = 16y en (0, 0) como en el ejemplo 3. 
Así, su matriz de coeficientes tiene los dos eigenvalores positivos Aj = 14 y A 2 = 16 
y su plano de fase es el mismo que el que se muestra en la figura 6.3.3. Por tanto, (0, 
0 ) es un nodo divergente inestable para el sistema original dado en (18). 

Punto crítico (0, 8). La matriz jacobiana del sistema en (18) es 


J(x, y) 


14-4x 

-y 


y -X 

16 - 4y - X 


tal que J(0, 8) = 


6 

-8 



(19) 
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FIGURA 6.3.10. Plano de fase 
del sistema lineal de la 
ecuación (20) correspondiente al 
punto crítico (0,8). 


La matriz J(0, 8) corresponde a la linealización 


du 

— = 6m, 

dt 


— = —8 m — 16u 
dt 


( 20 ) 


de (18) en (0, 8). Tiene ecuación característica (6 — A)(—16 — A) = 0 y un eigenva- 
lor positivo Al = 6 con eigenvector Vi = [11 ~4]^ y un eigenvalor negativo A 2 = 

—16 con eigenvector V 2 = [0 1]^. Se concluye que (0, 0) es un punto silla para el 

sistema linealizado y en consecuencia que (0, 8) es un punto silla inestable para 
el sistema original dado en (18). La figura 6.3.10 muestra el plano de fase del sistema 
linealizado cerca de (0, 0). 
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FIGURA 6.3.11. Plano de fase 
del sistema lineal de la ecuación 
(22) correspondiente al punto 
crítico (7, 0). 
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FIGURA 6.3.12. Plano de fase 
del sistema lineal de la ecuación 
(24) correspondiente al punto 
crítico (4, 6). 


Punto crítico (7, 0). La matriz jacobiana 


J(7, 0) 



( 21 ) 


corresponde a la linealización 


du 

dt 


= —I4u — Iv, 



( 22 ) 


de (18) en (7,0). La matriz J(7, 0) tiene ecuación característica (—14—A)(9—A) = 0 
teniendo el eigenvalor negativo Ai = —14 con el eigenvector Vi = [1 0]^ y el 

eigenvalor positivo A 2 = 9 con eigenvector V 2 = [—7 23]^. Se concluye que (0,0) 
es un punto silla para el sistema linealizado y por tanto que (7, 0) es un punto silla 
inestable para el sistema original dado en (18). La figura 6.3.11 muestra el plano de 
fase para el sistema linealizado cerca de (0, 0). 

Punto crítico (4, 6). La matriz jacobiana 


J(4, 6) 


-8 -4 

-6 -12 


(23) 


corresponde a la linealización 


du 

dt 


—Su — 4v, 


— = —6u — I2v 
dt 


(24) 


de (18) en (4, 6). La matriz J(4, 6) tiene ecuación característica 


( 0 , 8 ) 



FIGURA 6.3.13. Campo 
direccional y plano de fase para el 
sistema de competencia 
x' = 14x — 2x^ — xy, 
y' = 16y — 2y^ — xy 
del ejemplo 4. 


(-8 - A)(-12 -A) - (-6)(-4) = A^ + 20A + 72 = 0 
y tiene los dos eigenvalores negativos 

Al = 2(—5 —V7) con eigenvector Vi = [^(“1 + V7) l]^ 

y 

A 2 = 2 (—5 +V7) con eigenvector V 2 = [^(“1 “ V7) l]^ 

Se concluye que (0,0) es un nodo convergente para el sistema linealizado y por tan¬ 
to que (4,6) es un nodo convergente estable para el sistema original dado en (18). La 
figura 6.3.12 muestra el plano de fase del sistema linealizado cerca de (0, 0). 

La figura 6.3.13 reúne toda esta información local dentro de un plano de fase 
global para el sistema original dado en (18). La característica importante de este siste¬ 
ma es que —para cualquier valor de población inicial positiva Xq y yo— el punto 
(x(í), y(í)) tiende al punto crítico (4,6) conforme t —>■ + 00 . Se concluye que ambas 
especies sobreviven en existencia (pacífica) estable. ■ 
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Interacciones de poblaciones logísticas 

Si los coeficientes ai, 02 , fii, ¿2 son positivos pero Ci = C 2 = 0, entonces las ecua¬ 
ciones 


dx 

dt 


a^x — b[X^ — cixy, 


dy 

dt 


aiy - b 2 y^ — cixy 


(25) 


describen dos poblaciones logísticas separadas x(t) y y(t) que no tienen efecto una 
sobre la otra. Los ejemplos 3 y 4 ilustran casos en los cuales los coeficientes de xy, 
Ci y C 2 son ambos positivos. La interacción entre las dos poblaciones se describe 
entonces como competencia, debido al efecto de los términos xy dados en (25) para 
disminuir las tasas de crecimiento de ambas poblaciones —esto es, cada una es “da¬ 
ñada” por su mutua interacción. 

Supóngase, sin embargo, que los coeficientes de interacción Ci y C 2 en (25) son 
ambos negativos. Entonces, el efecto de los términos xy es para incrementar las tasas 
de crecimiento de ambas poblaciones —esto es, cada una es “ayudada” por su mutua 
interacción—. Este tipo de interacción es apropiadamente descrita como coopera¬ 
ción entre las dos poblaciones logísticas. 

Einalmente, la interacción entre las dos poblaciones es de depredación si los 
coeficientes de interacción tienen signos opuestos. Por ejemplo, si Ci >0 pero C 2 < 0, 
entonces la población x es dañada pero la y es ayudada por su interacción. Se puede 
por tanto describir a x(í) como una población presa y a y{t) como una población de¬ 
predadora. 

Si bi o ¿2 en (25) son cero, entonces la población correspondiente debe (en 
ausencia de la otra) presentar un crecimiento exponencial en lugar de un crecimiento 
logístico. Por ejemplo, supóngase que a\ > 0, 02 < 0, = ¿2 = 0> y > 0, C 2 < 0. 

Entonces x(í) es una población presa creciendo naturalmente, mientras que y(í) es 
una población depredadora decreciendo de manera natural. Este es el modelo depre¬ 
dador-presa original con el cual se inició esta sección. 

En los problemas 26 al 34 se ilustran todas las posibilidades aquí indicadas. 
Eos problemas y los ejemplos en esta sección ilustran el poder del análisis del punto 
crítico elemental. Pero debe recordarse que los sistemas ecológicos en la naturaleza 
rara vez son tan simples como los de estos ejemplos. Por lo general involucran más 
de dos especies y las tasas de crecimiento de estas poblaciones, así como las interac¬ 
ciones entre ellas, son frecuentemente más complicadas que las presentadas en esta 
sección. En consecuencia, el modelo matemático de sistemas ecológicos continúa 
como un área activa de investigación en la actualidad. 



Problemas 


Los problemas 1 y 2 se refieren al sistema depredador-presa 

— = 200x — 4xy, 
dt 

dy 

— = — 150y -I- 2xy 
dt 

que corresponden a la figura 6.3.1. 

1. Iniciando con la matriz jacobiana del sistema en (1), ob¬ 
tenga su linealización en los dos puntos críticos (0, 0) y 
(75, 50). Utilice una calculadora gráfica o un sistema de 
cómputo para construir los planos de plano de fase de es¬ 


tas dos linealizaciones consistentes con la “ilustración ge¬ 
neral” mostrada en la figura 6.3.1. 

2. Separe las variables en el cociente 
dy — 150y-|-2xy 

dx 200x — 4xy 

de las dos ecuaciones dadas en (1) y a partir de éstas ob¬ 
tenga la solución implícita exacta 

200 In y -I- 150 In x — 2x — 4y = C 

del sistema. Use la herramienta de graficación del contor¬ 
no en una calculadora gráfica o en un sistema de cómputo 



6.3 Modelos ecológicos: depredadores y competidores 409 


para graficar las curvas de contorno de esta ecuación a 
través de los puntos (75, 100), (75, 150), (75, 200), (75, 
250) y (75, 300) en el plano xy. ¿Son consistentes los re¬ 
sultados con los de la figura 6.3.1? 

3. Sea x{i) una población de insectos dañinos (¿afidios?) 
que, bajo condiciones naturales, de alguna manera es 
controlada por una población de insectos depredadores 
benignos y(f) (¿catarinas?). Asuma que x(t) y y(í) satisfa¬ 
cen las ecuaciones depredador-presa en (1), de tal manera 
que las poblaciones de equilibrio estable son Xe = bjq y 
Je = ajp. Suponga ahora que se emplea un insecticida 
para aniquilar (por unidad de tiempo) la misma fracción 
/ < a de cada especie de insectos. Muestre que la pobla¬ 
ción nociva Xe crece, mientras que la población benigna 
Je decrece, de tal manera que el uso de insecticida es con¬ 
traproducente. Este es un ejemplo en el cual el análisis 
matemático revela consecuencias negativas de una inter¬ 
ferencia bien intencionada con la naturaleza. 

Los problemas 4 al 7 se refieren al sistema de competencia 

dx ^ 

— = 60x — 4x^ — 3xy, 

dt ^2) 

— = 42y - 2y2 - 3xy, 

dt 

en el cual C 1 C 2 = 9 > 8 = tal manera que el efecto de 

competencia debe ser mayor que el de inhibición. Los proble¬ 
mas 4 al 7 implican que los cuatro puntos críticos (0,0), (0,21), 
(15, 0) y (6, 12) del sistema en (2) se parecen a los que se 
muestran en la figura 6.3.9 —un nodo divergente en el origen, 
un nodo convergente en cada eje coordenado y un punto silla 
en el primer cuadrante—. En cada uno de estos problemas 
utilice una calculadora gráfica o un sistema de cómputo para 
construir el plano de fase para la linealización en el punto 
crítico indicado. Finalmente, construya el plano de fase en el 
primer cuadrante para el sistema no lineal dado en (2). ¿Son 
consistentes los planos locales con el global? 


Los problemas 8 al 10 se refieren al sistema de competencia 

dx , 

— = 60x — 3x^ — 4xy, 

(3) 

= 42y - 3y^ - 2xy, 
dt 

en el cual C 1 C 2 = 8 < 9 = 6162 , de tal manera que el efecto de 
inhibición debe ser mayor que el de competencia. La linealiza¬ 
ción del sistema (3) en (0, 0) es la misma que la de (2). Esta 
observación y los problemas 8 al 10 implican que los cuatro 
puntos críticos (0,0), (0, 14), (20, 0) y (12, 6) de (3) se parecen 
a los que se muestran en la figura 6.3.13 —un nodo divergente 
en el origen, un punto silla en cada eje coordenado y un nodo 
convergente en el primer cuadrante—. En cada uno de estos 
problemas utilice una calculadora gráfica o un sistema de 
cómputo para construir el plano de fase de la linealización en 
el punto crítico indicado. Finalmente, construya el plano de 
fase del primer cuadrante para el sistema no lineal en (3). 
¿Son consistentes los planos locales con el global? 

8 . Muestre que la linealización de (3) en (0, 14) es u' = 4u, 
v' = —2Su —42v. Pruebe que la matriz de coeficientes de 
este sistema lineal tiene el eigenvalor positivo A.i = 4 y el 
eigenvalor negativo 7.2 = —42. De este modo, (0,14) es 
un punto silla del sistema en (3). 

9. Demuestre que la linealización de (3) en (20, 0) es u' = 
—60u — 80u, v' = 2v. Verifique que la matriz de coefi¬ 
cientes de este sistema lineal tiene un eigenvalor negativo 
Xi = —60 y eigenvalor positivo X2 = 2. Por tanto, (20, 0) 
es un punto silla del sistema en (3). 

10. Encuentre que la linealización de (3) en (12, 6) es u' = 
—36u — 48u, v' = — \2u — 18u. Muestre entonces que la 
matriz de coeficientes de este sistema lineal tiene eigenva- 
lores Al = —27 -I- 3-^73 y 7-2 = —21 — 3^/13, los cuales 
son ambos negativos. Entonces, (12,6) es un nodo conver¬ 
gente del sistema en (3). 


4. Muestre que la matriz de coeficientes de la linealización 
x' = 60x, y' = 42y de (2) en (0, 0) tiene eigenvalores po¬ 
sitivos Al = 60 y I 2 = 42. De este modo, (0,0) es un nodo 
divergente para (2). 

5. Demuestre que la linealización de (2) en (0, 21) es u' = 
— 3u, v' = —63u —42v. Verifique que la matriz de coefi¬ 
cientes de este sistema lineal tiene eigenvalores negativos 
Al = —3 y X 2 = —42. De este modo, (0, 21) es un nodo 
convergente del sistema en (2). 

6 . Pruebe que la linealización de (2) en (15, 0) es u' = — 60u 
—45u, v’ = —3v. Muestre que la matriz de coeficientes 
del sistema lineal tiene eigenvalores negativos Ai = — 60 
y A 2 = —3. Por tanto, (15, 0) es un nodo convergente del 
sistema en (2). 

7. Demuestre que la linealización de (2) en (6, 12) es u' = 
— 24i< — 18u, v' = —36u — 24v. Pruebe que la matriz de 
coeficientes de este sistema lineal tiene eigenvalores Ai = 
-24 - I 8 V 2 < 0 y A 2 = -24 -f 18v^ > 0. De este 
modo, (6, 12) es un punto silla del sistema en (2). 


Los problemas 11 al 13 se refieren al sistema depredador- 
presa 


dx 

dt 


5x — x^ — xy. 


dy 

dt 


—2y -Pxy, 


(4) 


en el cual la población presa x(t) es logística pero la población 
depredador y(t) debe (en ausencia de cualquier presa) decli¬ 
nar naturalmente. Los problemas 11 al 13 implican que los 
tres puntos críticos (0, 0), (5, 0) y (2, 3) del sistema en (4) son 
los que se muestran en la figura 6.3.14 —con punto silla en el 
origen y en el eje x positivo y una espiral convergente en el pri¬ 
mer cuadrante—. En cada uno de estos problemas utilice una 
calculadora gráfica o un sistema de cómputo para construir el 
plano de fase para la linealización en el punto crítico indi¬ 
cado. ¿Es consistente el plano de fase local con el de la figu¬ 
ra 6.3.14? 
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FIGURA 6.3.14. Campo 
direccional y plano de fase del 
sistema depredador-presa de los 
problemas 11 al 13. 


Región I 



FIGURA 6.3.15. Campo 
direccional y plano de fase del 
sistema depredador-presa de los 
problemas 14 al 17. 


11. Muestre que la matriz de coeficientes de la linealización 
x' = 5x, y' = —2y de (4) en (0, 0) tiene el eigenvalor po¬ 
sitivo Al = 5 y el eigenvalor negativo A 2 = —2. Por tanto, 
(0, 0) es un punto silla del sistema en (4). 

12. Pruebe que la linealización de (4) en (5, 0) es n' = —5u — 
5v, v’ = 3v. Después muestre que la matriz de coeficien¬ 
tes de este sistema lineal tiene un eigenvalor negativo A 1 
= —5 y eigenvalor positivo A 2 = 3. De este modo, (5, 0) 
es un punto silla del sistema en (4). 

13. Encuentre que la linealización de (4) en (2, 3) es n' = 
—2u — 2v, v’ = 3u. Verifique entonces que la matriz de 
coeficientes de este sistema lineal tiene los eigenvalores 
complejos conjugados Ai, A 2 = — 1 ±iy/5 con parte real 
negativa. Por tanto, (2, 3) es una espiral convergente del 
sistema en (4). 

Los problemas 14 al 17 se refieren al sistema depredador- 
presa 

dx 2 

— = X —2x— xy, 

(5) 

dy , 

- = y -Ay + xy. 

Aquí cada población —la de presa x(t) y la de depredador 
y(t) — es una colonia no sofisticada (como la de los lagartos de 
la sección 2.1) para la cual las únicas alternativas son (en 
ausencia de la otra población) la explosión demográfica y la 
extinción. En los problemas 14 al 17, los cuatro puntos críticos 
(0,0), (0, 4), (2, 0) y (3, 1) del sistema en (5) se muestran en la 
figura 6.3.15 —un nodo convergente en el origen, un punto 
silla en cada eje coordenado y una espiral divergente en el 
primer cuadrante—. Esta es una versión en dos dimensiones 
de la “explosión demográfica contra la extinción”. Si el punto 
inicial (xq, yo) encuentra en la región I, entonces ambas 
poblaciones crecen sin límite (“hasta el día del juicio final”), 
mientras que si se encuentra en la región II, entonces ambas 
poblaciones decrecen a cero (y por tanto ambas se extinguen). 
En cada uno de estos problemas utilice una calculadora gráfi¬ 
ca o un sistema de cómputo para construir el plano de fase de 
la linealización en el punto crítico indicado. ¿Es consistente el 
plano de fase local con el de la figura 6.3.15? 


14. Muestre que la matriz de coeficientes de la linealización 
x' = —2x, y' = —4y del sistema (5) en (0, 0) tiene eigen¬ 
valores negativos A] = — 2 y A 2 = —4. Por tanto, (0, 0) es 
un nodo convergente para (5). 

15. Encuentre que la linealización de (5) en (0, 4) es n' = 
—6 m, v' = 4u 4v. Verifique que la matriz de coeficientes 
de este sistema lineal tiene el eigenvalor negativo A] = 
—6 y el eigenvalor positivo A 2 = 4. Entonces, (0, 4) es un 
punto silla para el sistema dado en (5). 

16. Pruebe que la linealización de (5) en (2, 0) es u' = 2u — 
2v, v' = —2v. Después demuestre que la matriz de coefi¬ 
cientes de este sistema lineal tiene el eigenvalor positivo 
Al = 2 y el eigenvalor negativo A 2 = —2. De este modo, 
(2, 0) es un punto silla para el sistema dado en (5). 

17. Muestre que la linealización de (5) en (3, 1) es n' = 3u — 
3v, v' = u -t- V. Después demuestre que la matriz de coefi¬ 
cientes de este sistema lineal tiene eigenvalores comple¬ 
jos conjugados Ai, A 2 = 2 ± ¡-v/2 con parte real positiva. 
Por tanto, (3,1) es una espiral divergente para (5). 


Los problemas 18 al 25 se refieren al sistema depredador-presa 
dx 

= 2x — xy -\- ex(5 — x), 

(6) 


dt 


dy , 

— = -5y+xy, 
dt 

para el cual se presenta una bifurcación para el valor e = 0 
del parámetro e. Los problemas 18 y 19 abordan el caso en 
que e = 0, para el cual el sistema en (6) toma la forma 


— =2x-xy, ^ = -5x+xy, (7) 

dt dt 


y estos problemas sugieren que los dos puntos críticos (0, 0) y 
(5, 2) del sistema en (7) son como los que se muestran en la 
figura 6.3.16 —un punto silla en el origen y un centro en (5, 
2)—. En cada problema utilice una calculadora gráfica o un 
sistema de cómputo para construir el plano de fase para la li¬ 
nealización en el punto crítico indicado. ¿Es consistente su 
plano de fase local con el de la figura 6.3.16? 
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21 . Muestre que la linealización del sistema (8) en (3,0) es u' 
= 3u — 3v, v' = —2v. Después muestre que la matriz de 
coeficientes de este sistema lineal tiene el eigenvalor po¬ 
sitivo >-1 = 3 y el eigenvalor negativo X 2 = —2. Por tanto, 
(3, 0) es un punto silla para (8). 

22 . Obtenga que la linealización de (8) en (5,2) es u' = 5u — 
5v, v’ = 2u. Después muestre que la matriz de coeficien¬ 
tes de este sistema lineal tiene eigenvalores complejos 
conjugados A,i, X 2 = ^(5 ± ¿\/r5 con parte real positiva. 
De este modo, (5, 2) es una espiral divergente para el sis¬ 
tema dado en (8). 


FIGURA 6.3.16. Caso en que e = 0 
(problemas 18 y 19). 


Los problemas 23 al 25 se refieren al caso en que e = \, de tal 
manera que el sistema en (6) toma la forma 


18. Muestre que la matriz de coeficientes de la linealización 
x' = 2x,y' = —5y de (7) en (0, 0) tiene el eigenvalor po¬ 
sitivo A .1 = 2 y el eigenvalor negativo ^2 = —5. Por tanto, 
(0, 0) es un punto silla para el sistema dado en (7). 

19. Compruebe que la linealizaión del sistema dado en (7) en 
(5, 2) es u' = —5v, v' = 2u. Después muestre que la ma¬ 
triz de coeficientes de este sistema lineal tiene eigenvalo¬ 
res imaginarios conjugados Xi, X 2 = ±iy/TÓ. De este 
modo, (0, 0) es un centro estable para el sistema lineal. 
Aunque este es un caso indeterminado del teorema 2 de la 
sección 6.2, la figura 6.3.16 sugiere que (5, 2) también es 
un centro estable para (7). 

En los problemas 20 al 22 se aborda el caso en que e = — 1, 
para el cual el sistema dado en (6) se transforma en 

dx ^ ^ dy _ 

— =-3x+x^-xy, — = -5y-|-jcy, (8) 

dt dt 

e implica que los tres puntos críticos (0,0), (3,0) y (5, 2) de (8) 
son como los que se muestran en la figura 6.3.17 —con un 
nodo convergente en el origen, un punto silla en el eje x posi¬ 
tivo y una espiral divergente en (5, 2)—. En cada problema 
utilice una calculadora gráfica o un sistema de cómputo para 
construir el plano de fase para la linealización en el punto 
crítico indicado. ¿Es consistente su plano de fase local con el 
de la figura 6.3.17? 



FIGURA 6.3.17. Caso en que e = 
— 1 (problemas 20 a 22). 


20 . Demuestre que la matriz de coeficientes de la linealiza¬ 
ción x’ = —3x, y' = —5y del sistema (8) en (0, 0) tiene 
eigenvalores negativos Ai = —3 y A .2 = —5. De este 
modo, (0, 0) es un nodo convergente para (8). 


dx 2 , 

— =/x — x — xy, — = —5y -p xy, 
dt dt 


(9) 


y estos problemas implican que los tres puntos críticos (0, 0), 
(7, 0) y (5, 2) del sistema dado en (9) son como los que se 
muestran en la figura 6.3.18 —con puntos silla en el origen y 
en el eje positivo x y con una espiral convergente en (5, 2) — . 
En cada problema utilice una calculadora gráfica o un sistema 
de cómputo para construir el plano de fase de la linealización 
en el punto crítico indicado. ¿Es consistente su plano de fase 
local con el de la figura 6.3.18? 



FIGURA 6.3.18. Caso en que e = 
-P1 (problemas 23 y 25). 


23 . Muestre que la matriz de coeficientes de la linealización 
x’ = Ix, y' = —5y de (9) en (0, 0) tiene el eigenvalor po¬ 
sitivo Al = 7 y el eigenvalor negativo X 2 = —5. Por tanto, 
(0, 0) es un punto silla para el sistema dado en (9). 

24 . Muestre que la linealización de (9) en (7, 0) es u' = —lu 
— Iv, v' = 2v. Después muestre que la matriz de coefi¬ 
cientes de este sistema lineal tiene el eigenvalor negativo 
Al = —7 y el eigenvalor positivo X 2 = 2. De este modo, 
(7, 0) es un punto silla para el sistema dado en (9). 

25 . Compruebe que la linealización de (9) en (5,2) es u' = 
—5u — 5v, v' = 2u. Muestre entonces que la matriz de 
coeficientes de este sistema lineal tiene eigenvalores com¬ 
plejos conjugados Ai, A 2 = ^ (—5±¿\/Í5) con parte real 
negativa. Por tanto, (5, 2) es una espiral convergente para 
el sistema dado en (9). 
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Para cada uno de los dos sistemas de población en los proble¬ 
mas 26 al 34 describa el tipo de poblaciones x y y involucra¬ 
das (exponencial o logística) y la naturaleza de su interacción 
—competencia, cooperación o depredación—. Encuentre y ca¬ 
racterice los puntos críticos del sistema (su tipoy su estabilidad). 
Determine que las poblaciones xyy, diferentes de cero, pueden 
coexistir. Finalmente, construya un plano de fase que permita 
describir el comportamiento en el largo plazo de las dos pobla¬ 
ciones en términos de sus valores iniciales x(0) y y(0). 


dx dy 

26. — = 2x — xy, — =3y — xy 
dt dt 


dx dy 

27. — = 2xy — 4x, —r=xy — 3y 
dt dt 


28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 


— = 3x-x^+-xy, — = -xy- 


dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 


dy 

= 2xy — 16x, — = 4y — xy 

dt 


= 3x — x^ — -xy, 


dy 

dt 


X 2 1 

= 3x — X — -^xy, 
= 30x — 3x^ + xy, 
= 30x — 2x^ — xy, 
= 30x — 2x^ — xy. 


dt 

d^ 

dt 

dy 

dt 

dy 

dt 

dy 

dt 


= 4y- 

2xy 



1 




II 

- y 



= xy — 

2y 



= 60y 

-3y^ 

-f 

4xy 

= 80y 

— 4y^ 

-f 

2xy 

= 20y 

— 4y^ 

-f 

2xy 


6.3 Aplicación 


Conservación de la vida silvestre (su propio ejemplo) 


A manera de ejemplo, considérese una conservación propia de vida silvestre a gran 
escala, suponiendo que originalmente se comenzó con una población de Fq zorros y 
conejos el 1 de enero de 2008. Las siguientes ecuaciones diferenciales modelan al 
número de conejos R{t) y de zorros F{f) después de t meses: 


— = (O.Ol)pjR - (0.0001)a/?F, 
dt 

dF 

— = -(O.Ol)^F + (O.OOOljZjFF, 
dt 

considérese que py q son los dos dígitos más grandes (con p < q)y ay b son los dos 
dígitos diferentes de cero más pequeños (con a <b)áe su matricula de estudiante. 

Las cantidades de zorros y conejos oscilarán en forma periódica desfasados 
unos de los otros (como las funciones x(í) y y(í) de la fig. 6.3.3). Elíjase un número 
inicial Fq de zorros y Rq de conejos —tal vez varios cientos de cada uno— de tal 
manera que la curva solución resultante en el plano RF sea semejante a una curva 
cerrada excéntrica. (La excentricidad puede incrementarse si se inicia con un núme¬ 
ro relativamente grande de conejos y un número pequeño de zorros, como lo haría 
cualquier propietario de una reserva de vida silvestre de manera natural —porque los 
conejos son presa de los zorros.) 

La tarea es determinar: 


1 , El periodo de oscilación de las poblaciones de conejos y zorros. 

2 , Eos números máximo y mínimo de conejos y las fechas del calendario en las 
que ocurren por primera vez. 

3 , Eos números máximo y mínimo de zorros y las fechas calendario en las que 
ocurren por primera vez. 


Con un software de computadora que pueda grañcar tanto las trayectorias RF como 
las curvas solución de i? y de F con respecto al tiempo de forma similar a las de las 
ñguras 6.3.2 y 6.3.3, puede hacerse un “acercamiento” de la gráñca en los puntos en 
donde sus coordenadas proporcionan la información requerida. 


Sistemas mecánicos no lineales 


Se utilizarán ahora los métodos cualitativos de las secciones 6.1 y 6.2 para analizar 
sistemas mecánicos simples como el sistema masa-resorte que se muestra en la figu- 
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Posición de 
equilibrio 

I I— 


x(!) I 

FIGURA 6.4.1. Masa en un 
resorte. 


ra 6.4.1. Si m representa la masa, en un sistema adecuado de unidades, y x(f) el des¬ 
plazamiento de la masa en el tiempo f desde su posición de equilibrio (en el cual el 
resorte no está estirado). Previamente se asumió que la fuerza F(x) ejercida por 
el resorte sobre la masa es una función lineal de x: F(x) = —kx (ley de Hooke). Sin 
embargo, en la realidad, la naturaleza de todo resorte es no lineal (aunque sea en una 
pequeña medida). Además, en algunos sistemas de suspensión de automóviles, los 
resortes se diseñan deliberadamente no lineales. Entonces, aquí el interés está centra¬ 
do en los efectos de la no linealidad. 

De esta manera, se considera ahora que la función de la fuerza F(x) es no lineal. 
Debido a que ^(0) = 0 en la posición de equilibrio x = 0, puede desarrollarse a F en 
una serie de potencias de la forma 

>• F(x) = —kx + ax^ + Px^ + ... (1) 

Se considera A: > 0, de tal manera que la reacción del resorte es en dirección opuesta 
al desplazamiento cuando x es suñcientemente pequeña. Si se admite también que la 
reacción del resorte es simétrica con respecto a los desplazamientos positivos y ne¬ 
gativos a la misma distancia, entonces F(—x) = —F{x), tal que F es una función 
impar. En este caso se concluye que los coeñcientes de x" en la ecuación (1) son 
nulos si n es par, así el primer término no lineal es el que involucra a x^. 

Por tanto, un modelo matemático simple de un resorte no lineal es 

>• F(x) = —kx F /3x^, (2) 

ignorando todos los términos en la ecuación (1) de grado mayor que 3. Ea ecuación 
de movimiento de la masa m es entonces 

>• mx" = —kx + jdx^. (3) 

El plano de fase posición-velocidad 

Si se introduce la velocidad 


y{f) = x'it) (4) 

de la masa con posición x(í), entonces se obtiene de la ecuación (3) el sistema equi¬ 
valente de primer orden 


dx 

dt 


= 



—kx + ydx^. 


(5) 


Una trayectoria del plano de fase de este sistema es una gráñca de posición-veloci¬ 
dad que ilustra el movimiento de la masa en el resorte. De manera explícita pueden 
obtenerse las trayectorias de este sistema escribiendo 

dy dy/dt —kx + Px^ 

dx dx/dt my 


por consiguiente 


my dy + {kx — Px^)dx = 0. 


Ea integración obtiene entonces 

^my^ + ^kx^ - iydx"^ = E 


( 6 ) 
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para la ecuación de una trayectoria típica. Si se escribe E para una constante arbitra¬ 
ria de integración, debido a que KE = ^ my^ es la energía cinética de la masa con 
velocidad y, y es natural definir 

PE =\kx^- (7) 

como la energía potencial del resorte. Entonces la ecuación (6) toma la forma KE + 
PE = E, de tal manera que la constante E resulta ser la energía total del sistema 
masa-resorte. Ea ecuación (6) expresa entonces la conservación de la energía para el 
movimiento no amortiguado de una masa en un resorte. 

El comportamiento de la masa depende del signo del término no lineal en la 
ecuación (2). El resorte se llama 

• duro si p <0, 

• suave si p> 0. 

Se consideran los dos casos por separado. 

Oscilaciones en un resorte duro. Sip<0, la segunda ecuación en (5) toma 
la forma my' = —x {\p\x^ + k), se concluye que el punto crítico del sistema es única¬ 
mente el origen (0, 0). Cada trayectoria 

^my^ + ^kx^ + = E > 0 (8) 

es una curva cerrada oval como las mostradas en la figura 6.4.2 y por tanto (0, 0) es 
un centro estable. A medida que el punto (x(í), yiO) recorre una trayectoria en la 
dirección de las manecillas del reloj, la posición x(í) y la velocidad y(t) de la masa 
oscila alternadamente, como se ilustra en la figura 6.4.3. Ea masa se mueve hacia la 
derecha (con x incrementándose) cuando y >0, y hacia la izquierda cuando y <0. 
De este modo, el comportamiento de una masa unida a un resorte no lineal duro se 
parece cualitativamente al de una masa en un resorte lineal con p = 0 (como en el ej. 4 
de la secc. 6.1). Pero una diferencia entre el caso lineal y el no lineal es que, mientras 
el periodo T = 2tx ^m¡k de oscilación de una masa en un resorte lineal es indepen¬ 
diente de las condiciones iniciales, el periodo de una masa en un resorte no lineal 
depende de su posición inicial x(0) y velocidad inicial y(0) (problemas 21a 26). 


6 

4 

13 ) 2 
•O 

I ° 

-4 

-6 


t, ‘t 

1 í \ 


i, V 
\ - 


- 1 - 1 -r 

--£=36; , 
' 'A t i , 
16 

.' ' ■ ‘ 1 t , 

' E — 4 

j j i ; 


* t ; 

E= 1 
J i i 

j i ; 

^ i í 

J 1, f 


-6 -4 


-2 0 2 
Posición 



t 


FIGURA 6.4.2. Plano de fase 
posición-velocidad para el sistema 
masa-resorte duro con m = k = 2 


y P = -4 <0. 


FIGURA 6.4.3. Curvas solución 
posición y velocidad para el 
sistema masa-resorte duro con 
m = k = 2yP = —4 < 0. 


Observación. Ea ecuación del resorte duro mx" = —kx — \p\x^ tiene un 
sistema de primer orden equivalente 


, , k 1/61 3 

X = y, y =-X-X 

m m 
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con matriz jacobiana 



0 1 


0 r 

—ctí^ 0 

J(a, y) = 

1 

1 

3 1 

1 

Ck) 

S ^ 

X 

to 

0 

!_ 

, tal que J(0,0) = 


(escribiendo klm = u?' como de costumbre). La matriz anterior tiene ecuación carac¬ 
terística + 0 / = 0y eigenvalores imaginarios puros Aj, A 2 = ± coi. De este modo, 
el sistema linealizado x' = y,y' = —co^x tiene un centro estable en el punto crítico 
(0,0) —como se observó en el ejemplo 4 de la sección 6.1 —. Sin embargo, el térmi¬ 
no cúbico no lineal en la ecuación diferencial reemplaza (en efecto) las trayectorias 
elípticas (como las de la fig. 6.1.7) del sistema lineal por óvalos cuadrados que se 
“ajustan” como se muestra en la figura 6.4.2. ■ 

Oscilaciones en un resorte suave. Si p > o, entonces la segunda ecuación 
en (5) toma la forma my' = x {fix^ — k), de modo que el sistema tiene dos puntos 
críticos {±^k/p, 0) además del punto crítico (0,0). Estos tres puntos críticos son las 
únicas soluciones para las cuales la masa puede permanecer en reposo. El ejemplo 
siguiente ilustra la amplia variedad de posibles comportamientos de la masa en un 
resorte suave. 


Ejemplo 1 


Si m 


\,k = Ay p = 1, entonces la ecuación de movimiento de la masa es 


(f'X 

dt^ 


-\-4x - x^ =0, 


(9) 


y la ecuación (6) obtiene las trayectorias de la forma 


1 

2 


y^+ 2x^ - 


y= E. 


( 10 ) 


Después de despejar y 

y = ±^2E — Ax^ + 


(10') 


se puede seleccionar un valor fijo de la energía constante E y graficar manualmente 
una trayectoria como las que se muestran en el plano de fase posición-velocidad, 
generado por computadora en la figura 6.4.4. 

Eos diferentes tipos de trayectorias del plano de fase corresponden a diferentes 
valores de energía E. Si se sustituye x = ±^/k/p y y = 0 en (6), se obtiene el valor 
de la energía E = k^liAP) = A (debido a que k = Ay fi = 1) que corresponde a las 
trayectorias que cortan el eje x en los puntos críticos no triviales (—2, 0) y (2, 0). 
Estas trayectorias especiales se denominan separatrices porque separan regiones del 
plano de fase que tienen comportamientos diferentes. 

Ea naturaleza del movimiento de la masa se establece por el tipo de trayectoria 
que determinan sus condiciones iniciales. Eas trayectorias cerradas simples alrede¬ 
dor de (0, 0) en la región acotada por las separatrices corresponden a energías en el 
rango 0 < E < 4. Estas trayectorias cerradas representan oscilaciones periódicas de 
la masa hacia atrás y hacia delante, alrededor del punto de equilibrio x = 0. 

Eas trayectorias no acotadas se encuentran en las regiones por encima y por 
debajo de las separatrices que corresponden a valores de E mayores que 4. Estas re¬ 
presentan movimientos en los cuales la masa se aproxima a x = 0 con energía sufi¬ 
ciente que continua a través del punto de equilibrio, sin retornar otra vez (como se 
indica en la figura 6.4.5). 

Eas trayectorias no acotadas que abren hacia la derecha y hacia la izquierda 
corresponden los valores negativos de E. Estas representan movimientos en los cuales 
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X 


Velocidad y 

1 1 

1 1 

Posición jc 
j_ 1 _ 

_1_L 


-1 -0.5 0 0.5 1 


t 


FIGURA 6.4.4. Plano de fase posición- 
velocidad para el sistema masa y resorte 
suave con »i=l,A: = 4y/i=l>0. Se 
marcan las separatrices (en negro). 


FIGURA 6.4.5. Curvas solución de posición y velocidad para el 
sistema masa y resorte suave con m=l,k = 4yP=l>0y energía 
£ = 8 — suficientemente grande para que la masa se aproxime al 
origen desde la izquierda y continúe indefinidamente hacia la derecha. 


la masa inicialmente se dirige hacia el punto de equilibrio x = 0, pero con energía 
insuficiente para alcanzarlo. En algún punto la masa invierte su dirección y se dirige 
hacia atrás, por consiguiente, regresa. 

En la figura 6.4.4 se observa que el punto crítico (0, 0) es un centro estable, 
mientras que los puntos críticos (±2,0) son puntos silla del sistema de primer orden 
equivalente 

x' = y, y' = —4x + x^ (11) 


con matriz jacobiana 


iix, y) 


0 1 

-4 + 3x2 o 


Para verificar estas observaciones, en comparación con el análisis tradicional del 
punto crítico, nótese primero que la matriz jacobiana 


J(0, 0) 


0 1 
-4 0 


en el punto crítico (0, 0) tiene ecuación característica + 4 = 0 y eigenvalores 
imaginarios puros Aj, A 2 = ±2/ congruentes con el centro estable. Más aún, la matriz 
jacobiana 


J(±2, 0) 


0 1 
8 0 


correspondiente a los otros dos puntos críticos tiene ecuación característica — 8 
= 0 y eigenvalores reales Aj, A 2 = ±\/8 de signos opuestos congruentes con el 
comportamiento de los puntos silla que se observan cerca de (—2, 0) y (+2,0). ■ 


Observación. Eas figuras 6.4.2 y 6.4.4 ilustran una diferencia cualitativa¬ 
mente significativa entre resortes duros con p <0y resortes suaves con /I > 0 en la 
ecuación no lineal mx" = kx + px^. Puesto que las trayectorias en el plano de fase 
para un resorte duro están todas acotadas, un resorte suave tiene trayectorias en el 
plano de fase no acotadas (como algunas acotadas también). Sin embargo, se debe 
comprender que las trayectorias del resorte suave dejan de representar fielmente mo¬ 
vimientos físicamente realistas cuando exceden la capacidad de expansión del resor¬ 
te sin romperse. ■ 


Vibraciones no lineales amortiguadas 

Supóngase ahora que la masa unida al resorte está conectada también a un amorti¬ 
guador que ejerce una fuerza de resistencia proporcional a la velocidad y = dx/dt de 
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la masa. Si el resorte se considera no lineal como en la ecuación (2), entonces la 
ecuación de movimiento de la masa es 

>• mx" = —ex' — kx + ySx^, (12) 


donde c > 0 es la constante de resistencia. Si /! > 0, entonces el sistema de primer 
orden equivalente 



dy 

dt 


—kx — cy + ^x^ c k 

-=-y-X 

m m m 



(13) 


tiene puntos críticos (0,0) y {±^k/fi, 0) y matriz jacobiana 


i{x, y) 


0 

k 3/6 , 

-+ —x2 

m m 


1 

c 

m 


Ahora el punto crítico en el origen es el más interesante. La matriz jacobiana 


J(0, 0) 


0 1 
k c 

m m 


tiene ecuación característica 



1 9 

— (mX^ + cX + k) = 0 
m 


y eigenvalores 


—c ± — 4^m 


Del teorema 2, en la sección 6.2, se concluye que el punto crítico (0, 0) del sistema 
en (13) es 

• un nodo convergente si la resistencia es tan grande que > Akm (caso en el 
cual los eigenvalores son negativos y diferentes), pero es 

• una espiral convergente si < Akm (caso en el cual los eigenvalores son com¬ 
plejos conjugados con parte real negativa). 

El ejemplo siguiente ilustra el último caso. (Cuando los valores se encuentran sobre 
la línea frontera con eigenvalores negativos iguales, el origen puede ser un nodo o 
una espiral convergente.) 


Ejemplo 2 


Supóngase que m=l,c = 2,k = 5yP = -I -De esta manera, el sistema no lineal 
dado en (13) es 


^ = 3'- ^ =-5x - 2y + |x^ =-2y - 5x(l - ix^). 

Éste tiene puntos críticos (0, 0), (±2, 0) y matriz jacobiana 


( 14 ) 


i{x, y) = 


-5 + f x2 
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En (0,0). La matriz jacobiana 


J(0, 0) 


0 1 
-5 -2 


tiene ecuación característica + 2A + 5 = 0 y eigenvalores complejos conjugados 
Al, ^2 = — 1 ±2/ con parte real negativa. Por tanto, (0,0) es una espiral convergen¬ 
te del sistema no lineal dado en (14) y la función posición linealizada de la masa es 
de la forma 


x(í) = e XA eos 2t + B sen 2t) 

que corresponde a una oscilación exponencialmente amortiguada alrededor de la 
posición de equilibrio x = 0. 

En (±2, 0). La matriz jacobiana 


J(±2, 0) 


0 1 
10 -2 


tiene ecuación característica A^ -f 2A — 10 = 0 con eigenvalores reales Ai = — 1 
— vTT <0yA2= —1 + VTT > 0 de signos diferentes. Se concluye que (—2,0) y 
(+2,0) son ambos puntos silla del sistema dado en (14). 

El plano de fase posición-velocidad, de la figura 6.4.6 muestra las trayectorias 
de (14) y la espiral convergente en (0, 0), así como los puntos silla inestables en 
( — 2, 0) y (2, 0). Las separatrices marcadas dividen el plano de fase en regiones de 
diferente comportamiento. El de la masa depende de la región donde se localice su 
punto inicial (xq, yo)- Si su punto inicial se encuentra en 


• Región I, entre las separatrices, las trayectorias espirales tienden al origen con¬ 
forme í ^ +CXD y por tanto las oscilaciones periódicas del caso no amortiguado 
(fig. 6.4.4) son reemplazadas ahora con oscilaciones amortiguadas alrededor 
de la posición de equilibrio estable x = 0; 

• Región II, la masa pasa a través de x = 0 con movimiento de izquierda a dere¬ 
cha (x incrementándose); 

• Región III, la masa pasa a través de x = 0 con movimiento de derecha a iz¬ 
quierda (x disminuyendo); 

• Región IV, la masa se aproxima a la posición de equilibrio inestable x = — 2 
(pero no la alcanza) desde la izquierda, pero se detiene y regresa a la izquierda; 

• Región V, la masa se aproxima a la posición de equilibrio inestable x = 2 (pero 
no la alcanza) desde la derecha, pero se detiene y regresa a la derecha. 


Si el punto inicial (xq, yo) se encuentra precisamente en una de las separatrices, enton¬ 
ces la trayectoria correspondiente tiende a un punto espiral estable o se va al infinito 
desde un punto silla conforme í ^ +oo. ■ 


Péndulo no lineal 

En la sección 3.4 se obtuvo la ecuación 


> 


£9 g 

-yr + T ssn 0 = 0 
dt^ L 


( 15 ) 
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-4 -2 0 2 4 


X 

FIGURA 6.4.6. Plano de fase posición-velocidad para el sistema masa-resorte suave con 
m = \,k = 5, fi = 4 y constante de resistencia c = 2. Las separatrices están resaltadas 
(marcadas en negro). 


para las oscilaciones no amortiguadas del péndulo simple que se muestran en la figu¬ 
ra 6.4.7. Aquí se utilizó la aproximación sen 6^6 para 6 cercana a cero y reemplazar 
la ecuación (15) con el modelo lineal 



FIGURA 6.4.7. Péndulo simple. 


^+«.=9=0, (16) 

donde = g/L. La solución general 

9{t) = A eos cot + B sen a>t (17) 

de la ecuación (16) describe oscilaciones alrededor de la posición de equilibrio 0 = 0 
con frecuencia angular co y amplitud C = (A^ -f 

El modelo lineal no describe de manera adecuada los movimientos posibles del 
péndulo para valores grandes de 9. Por ejemplo, la solución de equilibrio 9(t) = tt de 
la ecuación (15), con el péndulo detenido en línea recta hacia arriba, no satisface la 
ecuación lineal (16). La ecuación (17) tampoco incluye el caso en la cual el péndulo 
“se pasa de la parte más alta” varias veces, de tal manera que 9(1) se incrementa 
constantemente en lugar de ser una función oscilatoria de í. Para investigar este fe¬ 
nómeno debe analizarse la ecuación no lineal 0' + oP' sen 0 = 0 en lugar de única¬ 
mente su linealización 0" -I- uPO = 0. Se desea considerar también la posibilidad de 
incluir una resistencia proporcional a la velocidad, de tal manera que se considera la 
ecuación general no lineal del péndulo 


> 


d^9 dO 7 ^ r. 

—- + c — + co^ sen 0 = 0. 
dP dt 


(18) 


El caso c > 0 corresponde al movimiento amortiguado en el cual realmente 
existe una resistencia proporcional a la velocidad (angular). Pero primero se exami¬ 
nará el caso no amortiguado en el que c = 0. Con x(t) = 9(t) y y(t) = 0'(f) el sistema 
de primer orden equivalente es 



= —u> senx. 


dt 


(19) 
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Se observa que este sistema es casi lineal al escribirlo en la forma 


dx 

dt 


y- 


dy 

dt 


-ü?x + g(x), 


( 20 ) 


donde 


, /x^ x^ 

^(x) = - (sen = - 

tiene sólo términos de grado superior. 

Los puntos críticos del sistema en (19) son los puntos (tur, 0) con n entero y su 
matriz jacobiana está dada por 


3(x, y) 


0 1 

—w^cosx o 


( 21 ) 


La naturaleza del punto crítico (tijt, 0) depende de si n es par o impar. 

Caso par. Sin = 2m es un entero par, entonces eos njt = + í tal que (21) obtiene 
la matriz 

J(2m7r, 0)= ^9 n 


con ecuación característica + o/ = Oy eigenvalores imaginarios puros Xi, X 2 = 
±coi. La linealización de (19) en (njt, 0) es por tanto el sistema 


du 



dv 2 
— = —co u 
dt 


( 22 ) 


para el cual (0, 0) es el centro estable encerrado por trayectorias elípticas (como en 
el ejemplo 4 de la sección 6.1). Aunque este es el caso delicado en el cual el teorema 
2 de la sección 6.2 queda indefinido, se verá que (Imit, 0) es también un centro esta¬ 
ble para el sistema del péndulo no lineal original dado en (19). 

Caso impar. Si n = 2m + 1 es un entero impar, entonces eos mt = — 1, de tal 
manera que (21) obtiene la matriz 


J((2m + l)7r, 0) = 



1 

0 


con ecuación característica X^ + co^ = Oy eigenvalores reales Xi, X 2 = ±co con sig¬ 
nos diferentes. La linealización de (19) en ((2m -f l)7r, 0) es por tanto el sistema 


du 



dv 2 
— = co u 
dt 


(23) 


para el cual (0,0) es un punto silla. Del teorema 2, de la sección 6.2, se concluye que 
el punto crítico ((2m -f l)n, 0) es un punto silla similar al del sistema del péndulo no 
lineal original dado en (19). 
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Trayectorias. Puede verse cómo estos “centros pares” y “puntos silla impares” 
se acoplan para resolver el sistema dado en (19) explícitamente para las trayectorias 
del plano de fase. Si se escribe 

dy _ dy/dt _ uP' sen x 
dx dx/dt y 

y se separan las variables, 


y dy + u?' sen xdx = Q, 

entonces la integración desde x = 0 ax = x obtiene 

\y^ + üP'— CQ& x) = E. (24) 

Si se escribe E como constante arbitraria de integración, debido a que las unidades 
físicas se escogen de tal manera que m = L = 1, entonces el primer término en el 
lado izquierdo es la energía cinética y el segundo término la energía potencial de la 
masa al final del péndulo. Así, E es la energía mecánica total; la ecuación (24) de este 
modo expresa la conservación de la energía mecánica para el péndulo no amortiguado. 

Si se resuelve la ecuación (24) para y y se utiliza la identidad trigonométrica de 
la mitad del ángulo, se obtiene la ecuación 


y = ± .j2E~^-4x(P^ser^^x 

que define las trayectorias del plano de fase. Nótese que el radical en (25) permanece 
positivo si £ > 2co^. La figura 6.4.8 muestra (junto con un campo direccional) los 
resultados de graficar estas trayectorias para diferentes valores de energía E. 



-2jt -Jt 0 K 2n 3it 4jt Sti 


FIGURA 6.4.8. Plano de fase, posición velocidad, para el sistema del péndulo no 
amortiguado x' = y, y' = — sen x. Las saparatrices están realzadas (marcadas en negro). 

Las separatrices marcadas en la figura 6.4.8 corresponden al valor crítico E = 
la? de energía; éstas tienden y se alejan de los puntos críticos inestables {nn, 0) 
siendo n un entero impar. Siguiendo las Hechas a lo largo de una separatriz, teórica¬ 
mente el péndulo se aproxima a la posición vertical balanceada 6 = x = (2m + \)Tt 
con energía suficiente justo para alcanzarla pero no suficiente para “ir más allá de 
este punto”. La inestabilidad de esta posición de equilibrio indica que este compor¬ 
tamiento ¡tal vez nunca pueda observarse en la práctica! 
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Las trayectorias cerradas simples circulando los puntos críticos estables —todos 
los cuales corresponden a la posición hacia abajo 0 = Imn del péndulo— represen¬ 
tan oscilaciones periódicas del péndulo hacia atrás y hacia adelante alrededor de la 
posición de equilibrio estable 0 = 0. Éstas corresponden a energías E < la? que son 
insuficientes para que el péndulo ascienda a la posición vertical hacia arriba —así 
que tal movimiento hacia atrás y hacia adelante es aquel que normalmente se asocia 
con un “péndulo balancéandose”. 

Las trayectorias no acotadas con E > la? representan movimientos giratorios 
del péndulo en el que éste pasa repetidamente por la parte más alta —en la dirección de 
las manecillas del reloj si y{t) permanece positiva, en dirección contraria si y{t) es 
negativa. 

Periodo de oscilaciones no amortiguadas 

Si el péndulo se libera partiendo del reposo con condiciones iniciales 

x(0) = 0(0) = a, y(0) = 0'(O) = 0, (26) 

entonces la ecuación (24) con í = 0 se reduce a 

ü/ (l — eos a) = E. (27) 

Por tanto, E < la? si 0 < a < tt, por lo que se presenta una oscilación periódica del 
péndulo. Para determinar el periodo de esta oscilación, se resta la ecuación (27) de 
(24) y se escribe el resultado (con v = 0y y = <i0/rií) en la forma 

= (eos 0 — cosa). (28) 

El periodo T de tiempo requerido para completar una oscilación es cuatro veces 
la cantidad de tiempo requerido para que 0 disminuya desde 0 = a a 0 = 0, un cuar¬ 
to de oscilación. Por tanto, se resuelve la ecuación (28) para dt/dO y se integra para 
obtener 



T = 


— í 

(ü'Jl. Jo 


d0 


V2 Jo Vcos0 — cos( 


(29) 


Para tratar de evaluar esta integral se utiliza primero la identidad eos 0=1—2 
sen^(0/2) para obtener 


donde 


T 


2 r do 

" yjk'^ - sen2(0/2) 



En seguida, la sustitución u = 
T = 


(\/k) sen(0/2) obtiene 
4 f' du 

0^ Jo -^(1 — M^)(l — k^u^) 


Einalmente, la sustitución u = sen </> resulta en 

T = í r'^ 

^ Jo —k'^ sen^f/) 


( 30 ) 
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La integral en (30) es la integral elíptica de primera clase que frecuentemente 
se representa por F(k, Jt/2). Puesto que las integrales elípticas normalmente no pue¬ 
den evaluarse en forma cerrada, esta integral puede aproximarse numéricamente 
como sigue. Utilícese primero la serie binomial 


1 

-v/l — V 


1 + E 


1 . 3 ■ ■ ■ (2n - 1) . 
2 • 4■■■ iln) ^ 


(31) 


con X = sen^ cp < l para desarrollar el integrando en (30). Se integra término a 
término utilizando una tabla de integrales 



sen^''(j)d(p 


n ^ 1 • 3 • • • (2n - 1) 
2 2-4--- (2n) 


(32) 


El resultado final es la fórmula 


a 

r/Jo 

10° 

1.0019 

20° 

1.0077 

30° 

1.0174 

O 

o 

1.0313 

50° 

1.0498 

60° 

1.0732 

O 

o 

1.1021 

00 

o 

o 

1.1375 

SO 

O 

o 

1.1803 


FIGURA 6.4.9. Dependencia del 
periodo T de un péndulo no lineal 
en su ángulo inicial a. 


T 


Itt 

(tí 


1 + E 


/ I ■3---(2n- d V 
2.4...(2n) ) 



To 





1 • 3 ■ 5 
2-4-6 



(33) 


para el periodo T del péndulo no lineal liberado desde la posición de reposo con án¬ 
gulo inicial 0(0) = a, en términos del periodo linealizado Tq = litloo y k = sen 
(a/2). 

La serie infinita dentro del segundo par de paréntesis cuadrados en la ecuación 
(33) proporciona el factor T/Lo por el cual el periodo no lineal T es más largo que el 
periodo linealizado. La tabla en la figura 6.4.9, obtenida al sumar numéricamente 
esta serie, muestra que T/Tose incrementa conforme a se incrementa. De este modo, 
T es 0.19% mayor que Tq si a = 10°, mientras que T es 18.03% más grande que Tq si 
a = 90°. Pero incluso una discrepancia de 0.19% es significativa —el cálculo 

segundos horas días 

(0.0019) X 3600 - X 24 - X 7 -~ 1149 (segundos/semana) 

hora día semana 

muestra que el modelo linealizado es bastante inadecuado para un reloj de péndulo; 
una discrepancia de 19 min y 9 s por semana es inaceptable. 


Oscilaciones amortiguadas del péndulo 

Linalmente, se presenta brevemente el péndulo no lineal amortiguado. El sistema de 
primer orden casi lineal equivalente a la ecuación (19) es 

dx 

dy 2 

— =—(tí sen x — cy, (34) 

dt 


y nuevamente los puntos críticos son de la forma {rnt, 0) donde n es entero. En los 
problemas 9 al 11 se pide verificar que: 

• Si n es impar, entonces {rnx, 0) es un punto silla inestable de (34), tal como en 
el caso no amortiguado; pero 

• Si n es par y c^ > 4 ü/, entonces {njt, 0) es un nodo convergente; mientras que 

• Si n es par y c^ < Aa?, entonces {nn, 0) es una espiral convergente. 
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La figura 6.4.10 ilustra las trayectorias del plano de fase para el caso subamor¬ 
tiguado más interesante (? < Otras trayectorias separatrix que no son obtenibles 
físicamente y que entran en puntos silla inestables, son eventualmente “atrapadas” 
por uno de los puntos espiral estables (nit, 0) con n entero par. Esto significa que aun 
cuando el péndulo inicia con energía suficiente para ir a la parte más alta, después de 
un cierto número (finito) de revoluciones, tiene pérdida de energía suficiente para 
comenzar a sufrir oscilaciones amortiguadas alrededor de su posición de equilibrio 
(más baja) estable. 



-371 -2jI -71 o ti 271 371 


X 

FIGURA 6.4.10. Plano de fase posición-velocidad para el sistema del péndulo 
amortiguado x' = y, y' = — sen x — ^ y. Las separatrices están remarcadas (en negro). 

^^3 Problemas _ 


En los problemas 1 al 4 muestre que el sistema dado es siempre 
lineal con (0, 0) como punto crítico; clasifique este punto por 
su tipo y estabilidad. Utilice un sistema de cómputo o calcula¬ 
dora gráfica para construir el plano de fase que ilustre la con¬ 
clusión. 


dx dy 

1 . — = 1 - C -h 2y, — = 

dt dt 

dx dy 

2. — =2 senx -I- sen y, — 

dt dt 


— X — A sen y 

= sen.r -I- 2 sen y (fig. 6.4.11) 



FIGURA 6.4.11. Trayectorias del 
sistema en el problema 2. 


dx dy 

3. — = -H 2y - 1, — = 8x + - 1 

dt dt 

dx dy 

4. — = sen X eos y — 2y, — = 4x — 3 cosx seny 


dt 


dt 


Encuentre y clasifique cada uno de los puntos críticos de los 
sistemas casi lineales en los problemas 5 al 8. Utilice un siste¬ 
ma de cómputo o una calculadora gráfica para construir el 
plano de fase que ilustre lo encontrado. 

dx dy 

5. — = — X -y sen y, — = 2x 

dt dt 

dx dy 

6. — = y, — = sen jtx — y 

dt dt 

dx dy 

1. — = 1 — — = 2senx 

dt dt 

dx dy 

8. — =3 senx + y, — = sen x -I- 2y 

dt dt 


Los problemas 9 al 11 se refieren al sistema del péndulo amor¬ 
tiguado x' = y, y' = —of sen x — cy. 

9. Muestre que si n es un entero impar, entonces el punto 
crítico (nji, 0) es un punto silla para el sistema del péndulo 
amortiguado. 
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10 . Demuestre que si n es un entero par y > 4 £í;^, entonces 
el punto crítico («jr, 0) es un nodo convergente para el sis¬ 
tema del péndulo amortiguado. 

11 . Pruebe que si n es un entero par y entonces el 

punto crítico (nn, 0) es una espiral convergente para el sis¬ 
tema del péndulo amortiguado. 

En cada problema del 12 al 16 se proporciona una ecuación 
de segundo orden de la forma x" + f(x, x') = 0 correspondien¬ 
te a un cierto sistema masa-resorte. Encuentre y clasifique los 
puntos críticos del sistema de primer orden equivalente. 

12 . xf' 20x — 5jc^ = 0: Verifique que los puntos críticos se 
asemejan a los que se muestran en la figura 6.4.4. 

13 . x" -í 2 jc' -I- 20jc — 5x^ = 0: Compruebe que los puntos crí¬ 
ticos se asemejan a los que se muestran en la figura 6.4.6. 

14 . x" — 8jr -I- 2x^ = 0: En este caso la parte lineal de la fuerza 
es repulsiva en lugar de atractiva (como en un resorte or¬ 
dinario). Verifique que los puntos críticos se asemejan a 
los que se muestran en la figura 6.4.12. De esta manera, 
existen dos puntos de equilibrio estables y tres tipos de 
oscilaciones periódicas. 

15 . x" -I- 4x — x^ = 0; En este caso la función de fuerza no es 
simétrica. Verifique que los puntos críticos se asemejan a 
los que se muestran en la figura 6.4.13. 

16 . x" -I- 4x — 5x^ -I- x^ = 0: La idea aquí es que se han consi¬ 
derado hasta los términos impares de quinto grado de la 
función de la fuerza. Compruebe que los puntos críticos 
se asemejan a los que se muestran en la figura 6.4.14. 

En los problemas 17 al 20 analice los puntos críticos del siste¬ 
ma indicado; utilice un sistema de cómputo para construir el 
plano de fase posición-velocidad y describa la oscilación que 
se presenta. 


17 . En el ejemplo 2 de esta sección se ilustró el caso de vibra¬ 

ciones amortiguadas en un sistema masa-resorte suave. 
Investigue un ejemplo de vibraciones amortiguadas de un 
sistema masa-resorte duro y utilice los mismos paráme¬ 
tros del ejemplo 2, excepto que ahora yS = — <0. 

18 . El ejemplo 2 ilustra el caso de vibraciones amortiguadas 
de un sistema masa-resorte suave con la resistencia 
proporcional a la velocidad. Investigue un ejemplo de 
resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad uti¬ 
lizando los mismos parámetros del ejemplo 2, pero con 
término de resistencia —cx'|x'| en lugar de —ex' en la 
ecuación (12). 

19 . Repita el ejemplo 2 con ambas alteraciones correspon¬ 
dientes a los problemas 17 y 18. Esto es, tome /S = — ^ 
< 0 y reemplace el término de resistencia en la ecuación 
(12) con —cx'|x'|. 

20. Las ecuaciones x' = y, y' = —sen x — 4 y|y| modelan un 
sistema de péndulo amortiguado como el de las ecuacio¬ 
nes (34) y la figura 6.4.10; pero ahora la resistencia es 
proporcional al cuadrado de la velocidad angular del pén¬ 
dulo. Compare las oscilaciones que ocurren con aquellas 
que se presentan cuando la resistencia es proporcional a la 
velocidad angular misma. 

En los problemas 21 al 26 esboce una investigación del perio¬ 
do de oscilación t de una masa en un resorte no lineal con 
ecuación de movimiento 

^ + (f)(x) = 0. (35) 

dt^ 

Si cp(x) = kx con k> 0, entonces el resorte realmente es lineal 
con periodo Tq = Ijt-Jk. 





FIGURA 6.4.12. Plano de fase 
del problema 14. 


FIGURA 6.4.13. Plano de fase 
del problema 15. 


FIGURA 6.4.14. Plano de fase 
del problema 16. 
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21. Integre una vez [como en la ecuación (6)] para obtener la 
ecuación de la energía 

\y^ + V{x) = E, (36) 


donde Tq = Ijt-s/k es el periodo lineal, 


e = 



y 




( 41 ) 


donde y = dx/dt y 

V(x)= f <P(u)du. (37) 

Jo 


25. Finalmente, utilice la serie binomial en (31) y la fórmula 
integral en (32) para evaluar la integral elíptica en (40) y 
entonces muestre que el periodo de oscilación T está dado 
por 


22. Si la masa se libera desde el reposo con condiciones ini¬ 
ciales x(0) = Xq, y(0) = 0 y se presentan oscilaciones pe¬ 
riódicas, concluya de la ecuación (36) que E = V{xq) y que 
el tiempo T requerido para una oscilación completa es 


4 n du 
7^ Jo VV(xo)-V(nj’ 


(38) 


23. Si 0(x) = kx — px?, como en el texto, deduzca de las ecua¬ 
ciones (37) y (38) que 


, 1 9 , 25 , 

T — — I 1 ~ ¡Jj “h — U' -M “h ■ 

64 ^ 256 ^^ 


• (42) 


26. Si e = Px\/k es suficientemente pequeña tal que es 
despreciable, deduzca de las ecuaciones (41) y (42) que 


r Ti ( 1 + -6 ) = Fo 1 1 + 


(43) 


Se concluye que 


T =Ay/2 


f 


dx 


~ u^)(2k — ySxg — pu^) 
24. Sustituya u = Xq eos 0 en (39) para mostrar que 
2Tn d(l) 


T = 


= f 

y — € Jo 


Vi “ e Jo y/ \ — ¡1 sen^0 


(39) 


(40) 


Si P > 0, de tal manera que el resorte es suave, en¬ 
tonces T > Tq y T crecen al incrementar Xq, así los 
óvalos grandes en la figura 6.4.4 corresponden a las 
frecuencias más pequeñas. 

Si < 0, de tal manera que el resorte es duro, enton¬ 
ces T < Tq y T crecen al incrementar Xq, así los óvalos 
grandes en la figura 6.4.2 corresponden a las frecuen¬ 
cias más grandes. 


6.4 Aplicación 


Las Ecuaciones de Rayleigh y de van der Pol 


El físico matemático inglés Lord Rayleigh (John William Strutt, 1842-1919) introdu¬ 
jo una ecuación de la forma 


mx" + kx = ax' — b{x')^ (1) 

para modelar las oscilaciones de un clarinete. Con y = x' se obtiene el sistema autó¬ 
nomo 


= 

y = -kx + ay-by^ ^ ^ 2 ) 

m 

cuyo plano de fase se muestra en la figura 6.4.15 (para el caso en que m = k = a = 
b = l). Las trayectorias espirales hacia adentro y hacia afuera convergen en una 
solución de “ciclo límite” que corresponde a oscilaciones periódicas del instrumento. 
El periodo T (y por tanto la frecuencia) de estas oscilaciones puede medirse en la 
gráfica de la curva solución en el plano tx como la de la figura 6.4.16. Este periodo 
de oscilación depende únicamente de los parámetros m, k, a y b en la ecuación (1) y 
es independiente de las condiciones iniciales (¿por qué?). 

Selecciónense los parámetros propios m, k, ay b (tomando los cuatro dígitos 
más pequeños diferentes de cero de su matrícula de estudiante) y utilícese un grafi- 
cador ODE para representar las trayectorias y curvas solución como las de las figuras 
6.4.15 y 6.4.16. Cámbiese uno de los parámetros para ver cómo se alteran la ampli¬ 
tud y la frecuencia de las oscilaciones periódicas resultantes. 
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FIGURA 6.4.15. Plano de fase 
para el sistema de Rayleigh dado 
en (2) con m = k = a = b= 1. 



FIGURA 6.4.16. Curva solución 
en el plano tx con condiciones 
iniciales .r(O) = 0.01, .r'(O) = 0. 



FIGURA 6.4.17. Circuito simple 
con un elemento activo. 


Ecuación van der Pol 

La figura 6.4.17 muestra un circuito simple RLC en el cual la resistencia normal R 
(pasiva) se reemplaza por un elemento activo (tal como un tubo al vacío o un semi¬ 
conductor) a través del cual la caída de voltaje V está dada por una función conocida 
/(/) de la corriente I. Por supuesto, V = /(/) = IR para una resistencia. Si se sustituye 
/(/) por IR en la ecuación conocida del circuito RLC LV + RI + Q/C = G sec¬ 
ción 3.7, entonces la derivación proporciona la ecuación de segundo orden 

LI" + /'(/)/' + ¿ = 0. (3) 


En 1924, en un estudio de circuitos oscilantes de los primeros radios comerciales, 
Balthasar van der Pol (1889-1959) consideró que la caída de voltaje estaba dada por 
la función no lineal de la forma/(/) = bP — al, la cual con la ecuación (3) resulta en 

LI" + (ibf - a)I' + ^ = 0. (4) 

Esta ecuación está muy relacionada con la de Rayleigh y su plano de fase es seme¬ 
jante al de la figura 6.4.15. De hecho, la derivación de la segunda ecuación en (2) y 
la sustitución nuevamente de x' = y obtiene la ecuación 


my" + (3by^ — a)y' + ky = 0, 


(5) 


la cual tiene la misma forma de la ecuación (4). 

Si se representa por r a la variable tiempo en la ecuación (4) y se hace la susti¬ 
tución 7 = px, t = xj^fLC, el resultado es 


á^x 

dC 


-h [3bp^x^ 



C dx 

— — + X = 0. 

L di 


Con p = y/a/(3Fj y /x = a^CjL, esto proporciona la forma estándar 

x" -f /x(x^ — l)x' -f X = o (6) 


de la ecuación de van der Pol. 
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Para todo valor no negativo del parámetro /x, la ecuación de van der Pol con 
x(0) = 2, x'(0) = 0 es periódica y la correspondiente trayectoria del plano de fase es 
un ciclo límite en el cual convergen las otras trayectorias (como en la fig. 6.4.15). Es 
provechoso resolver numéricamente la ecuación de van der Pol y graficar esta tra¬ 
yectoria periódica para diferentes valores desde /x = 0 hasta /x = 1000 o más. Con 
/X = 0 es una circunferencia de radio 2 (¿por qué?). La figura 6.4.18 muestra la tra¬ 
yectoria periódica con /x = 1 y la figura 6.4.19 muestra las curvas solución x(f) y y(f) 
correspondientes. Cuando /x es grande, la ecuación van der Pol es bastante “rígida” 
y la trayectoria periódica es más excéntrica, como aparece en la figura 6.4.20, la cual 
se graficó utilizando el comando odelSs del sistema ODE de Matlab para ecua¬ 
ciones rígidas. Las curvas solución correspondientes x(f) y y(f) en las figuras 6.4.21 
y 6.4.22 revelan un comportamiento sorprendente de estas funciones. Cada una alterna 
largos intervalos de un cambio muy lento con periodos de cambios abruptos durante 
intervalos de tiempo muy cortos que corresponden a las “cuasi-discontinuidades” que 
son visibles en las figuras 6.4.21 y 6.4.22. Por ejemplo, la figura 6.4.23 muestra 
que, entre t = 1614.28 y f = 1614.29, los valores de y{t) pasan cerca de cero a más 
de 1,300 y luego regresan a acercándose a cero. Es posible medir la distancia entre 
las intersecciones de x o y para mostrar que el periodo para completar un ciclo en la 
figura 6.4.20 es de aproximadamente T = 1614. De hecho, este cálculo y la construc¬ 
ción de las figuras como las que aquí se muestran pueden servir como una buena 
prueba de robustez del sistema para obtener soluciones de ODE en la computadora 
que utilice. 
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FIGURA 6.4.18. Trayectoria del 
plano de fase de una solución 
periódica de la ecuación de van 
der Pol con /x = 1, así como 
algunas trayectorias en espiral 
entrando y saliendo. 
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FIGURA 6.4.19. Curvas solución 
x(í) y y(t) que definen la solución 
periódica de la ecuación de van 
der Pol con /x = 1. 
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FIGURA 6.4.20. Trayectoria del 
plano de fase de la solución 
periódica de la ecuación de van 
der Pol con /x = 1000. 



FIGURA 6.4.21. Gráfica de x(í) 
con /X = 1000. 


FIGURA 6.4.22. Gráfica de y(f) 
con /X = 1000. 


FIGURA 6.4.23. Pico superior 
en la gráfica de y{t). 
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Es recomendable graficar también otras trayectorias para ¡i = 10, 100 o 1000 
que (como las trayectorias en la fig. 6.4.18) son “atraídas” desde dentro y hacia fuera 
por el ciclo límite. El origen parece un punto espiral en la figura 6.4.18. De hecho, 
muestra que (0,0) es una espiral divergente para la ecuación de van der Pol si 0 < /x 
< 2, pero es un nodo divergente si /x > 2. 


Caos en sistemas dinámicos 


En secciones anteriores se ha visto el crecimiento poblacional y los sistemas mecá¬ 
nicos desde un punto de vista determinista —con la expectativa de que el estado 
inicial de un sistema físico determina completamente su evolución futura—. Pero 
muchos sistemas comunes presentan comportamientos que algunas veces parecen 
caóticos, en el sentido de que estados futuros pueden no parecer realmente predeci¬ 
bles con el conocimiento de las condiciones iniciales. Esta sección incluye material 
de proyecto que ilustra el fenómeno del caos, el cual es un tópico de gran interés 
actual en ciencia e ingeniería. 

Crecimiento poblacional y duplicación de periodo 

En la sección 2.1 se introdujo la ecuación diferencial logística 
dP , 

— =aP-bP^ (a,b>0) (1) 

dt 

que modela una población acotada (más que con crecimiento exponencial). De he¬ 
cho, si la población P{t) satisface la ecuación (1), entonces conforme t +cxd, P{t) 
se aproxima a la población límite (finita) M = ajb. Aquí se presenta una versión 
“discreta” de la ecuación logística en la forma de un tipo de “ecuación en diferen¬ 
cias” que se ha estudiado extensivamente en el pasado, pero que recientemente se ha 
descubierto para predecir patrones de comportamiento extraños e inesperados de 
ciertas poblaciones. 

Para resolver numéricamente la ecuación (1) como en la sección 2.4, se escoge 
primero un tamaño de paso fijo > 0 y se considera la secuencia de tiempos discretos 

h, t\, f2,..., í„+i,..., (2) 

donde f„+i = t„ + h para cada n. Comenzando con valor inicial Pq = Pito), entonces 
se calculan las aproximaciones 


Pl, Pl^ Pm Pn+h---^ (3) 

para los valores P(íi), í’(f 2 ), Pit^),... de la población real P(t). Por ejemplo, el méto¬ 
do de Euler para la ecuación logística en (1) consiste en calcular iterativamente las 
aproximaciones en (3) por medio de la fórmula 

Pn+l = Pn + iaPn “ bPl) ' h. (4) 

Ahora supóngase que la población es una para la cual el tamaño de paso h pue¬ 
de escogerse de modo que la aproximación calculada por la ecuación (4) coincide 
con aceptable exactitud con los valores reales de la población. Este podría ser el caso, 
por ejemplo, para una población de animales o insectos en la cual toda la reproducción 
toma lugar dentro de estaciones reproductivas de corta duración que se repiten en 
intervalos regulares. Si h es el intervalo entre estaciones reproductivas sucesivas, 
entonces la población P„ durante una estación reproductiva puede depender sola¬ 
mente de la población Pn-\ durante la estación previa y P„ puede determinar 
completamente la población f ’„+1 durante la estación reproductiva siguiente. 
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Si se considera que los valores sucesivos de la población P„ = P(t„) se obdenen 
por medio de la ecuación 


Pn+I = Pn + {aP„ - bPl) ■ h. (4) 

Entonces se reemplaza la ecuación diferencial original en (1) con una ecuación en 
diferencias “discreta” 


^P„ = {aPn - bPl) (5) 

que proporciona la diferencia de población AP„ = P„+i — E,, en términos de la va¬ 
riación de tiempo /z = Ai y la población anterior P„. 

La ecuación (4) puede reescribirse como la ecuación en diferencias logística 

Pn+\ = rPn - sPl, ( 6 ) 

donde 

r = \ + ah y s = bh. (7) 

La sustitución 

Pn = -Xn ( 8 ) 

en la ecuación ( 6 ) la simplifica todavía más hasta llegar a 

Xn+l= rXnil - Xyd- (9) 

En este punto se enfoca la atención en la última fórmula iterativa en la ecuación 
(9). Iniciando con valores dados de Xq y r, esta fórmula genera una secuencia Xi, X 2 , 
X 3 ,... de valores correspondientes a los tiempos sucesivos ti, Í 2 , tj, .... Puede pensar¬ 
se en Xn, el valor en el tiempo í„, como \a fracción de la población máxima que el 
ambiente puede soportar. Considerando que la población de saturación fraccional 

Xoo = lím ( 10 ) 

n—>oo 

existe, se desea investigar la forma en la cual x^o depende del parámetro de creci¬ 
miento r en la ecuación (9). Esto es, si se considera r como la entrada al proceso y 
Xoo como la salida, se pregunta qué tanto la salida depende de la entrada. 

La iteración en la ecuación (9) se implementa fácilmente en algún lenguaje de 
calculadora o de computadora. La figura 6.5.1 muestra el código ilustrativo en Maple, 
Mathematica y en Matlab para un programa simple que inicia con x¡ = 0.5 que 
calcula y obtiene una lista con las primeras doscientas iteraciones (k = 200) con r = 1.5. 


Maple Mathematica Matlab 


r := 1.5: 

X = array(l..200): 
x[l] := 0.5: 
for n from 2 to 200 do 
z := x[n-l]: 
x[n] := r*z*(l-z): 
od: 


r = 1.5; 

X = Table[n,{n,1,200}]; 
x[[l]] = 0.5; 

For[n=2, n<=200, 
n=n+l, 

z = x[[n-1]]; 

x[[n]] = r*z*(l-z)]; 


r = 1.5; 

X = 1:200; 
x(l) = 0.5; 
for n = 2:200 
z = X(n-1); 
x(n) = r*z*(l-z); 
end 


FIGURA 6.5.1. Versiones en Maple, Mathematica y MatOlab de un programa para realizar una iteración 
simple. 
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Debido a que r = 1 + a/z en (7), únicamente valores de r mayores que 1 se 
permiten para el modelo idealizado de crecimiento poblacional discreto. Resulta 
que, para un valor típico del parámetro de crecimiento r proporcionado en la primera 
línea de código, los resultados definitivamente no dependen del valor inicial x¡. Des¬ 
pués de un número razonable de iteraciones —el número requerido depende del valor 
de r — los valores de x„ tienden, por lo general, a “estabilizarse” en un valor límite 
Xoo como en la ecuación (10). Por ejemplo, la figura 6.5.2 muestra los resultados del 
programa de la iteración simple para valores de r = 1.5, 2.0 y 2.5 del parámetro de 
tasa de crecimiento, obteniendo las poblaciones límite (fraccional) 

Xoo = 0.333333, 0.500000 y 0.6000000, 

respectivamente. De este modo, se observa (hasta este punto) que x^o existe y que su 
valor crece moderadamente conforme r se incrementa. 


Con 

r = 1.5 

r = 2.0 

r = 2.5 

*1 

0.5 

0.5 

0.5 

^2 

0.3750 

0.5000 

0.6250 

*3 

0.3516 

0.5000 

0.5859 

*197 

0.3333 

0.5000 

0.6000 

*198 

0.3333 

0.5000 

0.6000 

*199 

0.3333 

0.5000 

0.6000 

*200 

0.3333 

0.5000 

0.6000 


FIGURA 6.5.2. Iteraciones con parámetros de crecimiento r = 1.5, 2.0 y 2.5. 

Ejercicio 1. Inténtese con otros valores del parámetro de tasa de crecimiento en 
el intervalo 1 < r < 3. ¿Los resultados afirman la conclusión de que la población 
límite siempre existe y es una función creciente de r? 

Los resultados en la figura 6.5.3 muestran que ¡la conclusión establecida en el 
ejercicio 1 es falsa! Con los parámetros de tasa de crecimiento r = 3.1 y r = 3.25, la 
población (fraccional) no se estabiliza en una población límite. (Se calcularon más 
de mil iteraciones para estar seguros.) En su lugar, la población oscila entre dos va¬ 
lores diferentes alternándose en los meses (pensando en un mes como unidad de 
tiempo). Por ejemplo, con r = 3.25 se observa que 

■^1001 = .t:ioo3 = -*1005 = •■■ ~ 0.4953, 

mientras que 

■^1002 = -^1004 = -^1006 = •■■ ~ 0.8124. 

De este modo, no se tiene una sola población límite, sino más bien un “ciclo límite” 
formado por dos valores distintos de la población (como se ilustra gráficamente en la 
fig. 6.5.4). Además, cuando la tasa de crecimiento se incrementa a r = 3.5, el perio¬ 
do es de doble ciclo y se tiene, en este caso, un ciclo límite con un periodo de 4 —los 
ciclos de población se repiten entre los siguientes cuatro valores diferentes: 0.5009, 
0.8750, 0.3828 y 0.8269 (fig. 6.5.5). 

Ejercicio 2. Inténtese con valores de tasa de crecimiento en el intervalo 2.9 < r 
<3.1 para determinar con la mayor precisión posible para qué valor la población 
límite se convierte (conforme r se incrementa) en una con ciclo de periodo 2. ¿Suce¬ 
de esto justo cuando r es mayor que 3? 

Los resultados que se muestran en la figura 6.5.6 indican que un ciclo con pe¬ 
riodo 8 se obtiene con el valor del parámetro de tasa de crecimiento r = 3.55. Las 
cosas están cambiando ahora muy rápidamente. 
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Con 

r =3.1 

r = 3.25 

r =3.5 

*1 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

^2 

0.7750 

0.8125 

0.8750 

*3 

0.5406 

0.4951 

0.3828 

X4 

0.7699 

0.8124 

0.8269 

^1001 

0.5580 

0.4953 

0.5009 

*1002 

0.7646 

0.8124 

0.8750 

*1003 

0.5580 

0.4953 

0.3828 

*1004 

0.7646 

0.8124 

0.8269 

*1005 

0.5580 

0.4953 

0.5009 

*1006 

0.7646 

0.8124 

0.8750 

*1007 

0.5580 

0.4953 

0.3828 

*1008 

0.7646 

0.8124 

0.8269 


FIGURA 6.5.3. Ciclos de periodo 2 con r = 3.1 y r = 3.25; 
ciclo de periodo 4 con r = 3.5. 


n 

x„ 

1001 

0.5060 

1002 

0.8874 

1003 

0.3548 

1004 

0.8127 

1005 

0.5405 

1006 

0.8817 

1007 

0.3703 

1008 

0.8278 

1009 

0.5060 

1010 

0.8874 

1011 

0.3548 

1012 

0.8127 

1013 

0.5405 

1014 

0.8817 

1015 

0.3703 

1016 

0.8278 


FIGURA 6.5.6. Ciclo de periodo 
8 obtenido con r = 3.55. 


1.0 

-^^^^^- 


jc = 0.8124 

0.8 





\ !\ í\ h l\ r\ r 

0.6 

Ai \ / \ / \ / \ i \ 1- 


_ y \¡_ v’ \¡ v y _ 

0.4 

;c = 0.4953 

0.2 

- 

0.0 

. 


'988 990 992 994 996 998 1000 
n 

FIGURA 6.5.4. Gráfica de x{n) = 
x,i, mostrando el ciclo de periodo 2 
de las iteraciones obtenidas con 
r = 3.25. 
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FIGURA 6.5.5. Gráfica de x{n) = 
x„, mostrando el ciclo de periodo 4 
de las iteraciones obtenidas con 
r = 3.5. 


Ejercicio 3: Verifiqúese que se obtiene un ciclo con periodo 16 con un valor del 
parámetro de tasa de crecimiento de r = 3.565. 

Ejercicio 4: Inténtese encontrar un ciclo de periodo 32 en algún lugar entre r = 
3.565 y r = 3.570. 


Éste es el fenómeno de duplicación de periodo para el cual la iteración que 
parece inocua x„+i = rx„ (1 — x„) es, en años recientes, famosa. Conforme el pa¬ 
rámetro de tasa de crecimiento se incrementa más allá de r = 3.56, ocurre la dupli¬ 
cación del periodo tan rápidamente que aparece un completo caos que se dispara en 
algún lugar cercano a r = 3.57. De este modo, la gráfica que se muestra en la figu¬ 
ra 6.5.7 indica que con r = 3.57 la primera periodicidad parece haber desaparecido. 
Un ciclo no periódico es evidente y la población parece estar cambiando (de un mes 
al siguiente) en alguna forma esencialmente aleatoria. De hecho, el crecimiento 
determinista de la población que se observa con valores del parámetro más pequeños 
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ahora parece haber degenerado en un proceso no determinista de aparente cambio 
aleatorio. Esto es, aunque la secuencia de los valores de la población sea determina¬ 
da por xi = 0.5 y r = 3.57, valores de población sucesivos para n grande no parecen 
ser ahora “pronosticados” o determinados en cualquier forma sistemática por los 
valores anteriores inmediatos. 



n 


FIGURA 6.5.7. Con r = 3.57: ¡Caos! 





FIGURA 6.5.8. Diagrama 
pitchfork con 2.8 S r S 4.0, 
0 SxS 1. 





FIGURA 6.5.9. Diagrama 
pitchfork con 3.8 S r S 3.9, 
0 SxS 1. 


Las soluciones y manuales de aplicación que acompañan este texto incluyen 
Matlab, Mathematica y otras versiones de un programa llamado PICHFORK. Este 
programa obtiene una presentación visual de la forma en la cual el comportamiento 
de la iteración depende del valor del parámetro de crecimiento r. Para cada valor de 
r en el intervalo de entrada a á r ^ ¿ (el eje horizontal en el diagrama resultante), 
se llevan a cabo 1000 iteraciones para alcanzar la “estabilidad”. Después, los si¬ 
guientes 250 valores de x generados por la iteración se grafican en el eje vertical 
—esto es, el pixel de la pantalla en (r, x) se “enciende” — . El resultado que se ob¬ 
tiene, llamado de manera descriptiva “diagrama pitchfork”, muestra a primera vista 
cuándo un valor dado de r corresponde a un ciclo (con periodo finito) o al caos. Si 
la resolución de la imagen es suficiente para hacer claro que sólo valores finitos de 
X se grafican por encima de un valor dado de r, entonces se observa que la iteración 
es “periódica eventualmente” para ese valor específico del parámetro de tasa de 
crecimiento. 

La figura 6.5.8 muestra el diagrama pitchfork para el intervalo 2.8 = r ^ 4.0. 
Analizando éste de izquierda a derecha, se observa una sola población límite hasta 
r ~ 3, después un ciclo con periodo 2 hasta r ~ 3.45, luego un ciclo de periodo 4, 
posteriormente uno de periodo 8 y así sucesivamente, aproximándose rápidamente a 
la oscuridad del caos. Pero nótese que las bandas verticales de “espacio en blanco” 
que aparecen en el diagrama entre r = 3.6 y r = 3.7, entre r = 3.7 y r = 3.8 y otra 
vez entre r = 3.8 y r = 3.9. Estas representan regiones donde el orden [periódico] 
retoma desde el caos anterior. 

Por ejemplo, la figura 6.5.9 muestra los intervalos 3.8 ^ r á 3.9, donde se 
observa un ciclo de periodo 3 que emerge repentinamente desde el caos cerca de r = 
3.83 y después se separa sucesivamente dentro de ciclos de periodos 6, 12, 24,. . . 
(figs. 6.5.10 y 6.5.11). Esta duplicidad del periodo inicia con un ciclo de periodo 3 
que es especialmente significativo —un artículo fundamental de James Yorke y T.-Y. 
Li en la American Mathematical Monthly de 1975 fue titulado “Periodo tres implica 
caos” — . De acuerdo con este artículo, la existencia de un ciclo de periodo 3 (para 
una iteración aproximada) implica la existencia de ciclos de cualquier otro periodo 
(finito), así como “ciclos” caóticos sin periodo. 

Proyecto 1. Utilice el programa PICHFORK para buscar algunos otros ciclos 
interesantes y verificar sus periodos con cálculos iterativos apropiados. Por ejemplo, 
debe encontrarse un ciclo con periodo 10 entre r = 3.60 y r = 3.61, y uno con perio¬ 
do 14 entre r = 3.59 y r = 3.60. ¿Pueden encontrarse ciclos con periodo 5 y 7? Si es 
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FIGURA 6.5.10. Gráfica de x(n) = x„ 
mostrando el ciclo de periodo 3 obtenido de 
iteraciones con. 


FIGURA 6.5.11. Gráfica de x{n) = x„ 
mostrando el ciclo de periodo 6 de 
iteraciones obtenidas con r = 3.845. 


así, encuéntrese el periodo duplicado subsecuente. Una ejecución de PICHFORK 
requiere varios cientos de miles de iteraciones, para ello sería de gran ayuda tener 
una computadora rápida (o una que pueda dejarse trabajando durante la noche). 

Conforme se analiza el diagrama pitchfork (fig. 6.5.8) de izquierda a derecha, 
se señalan los valores sucesivos rj, r 2 , r 3 , ... del parámetro de tasa de crecimiento en 
el cual ocurre una bifurcación o cambio cualitativo en la iteración x„+i = rx„ (1 — x„) 
conforme el valor de r se incrementa. Estos son los valores discretos de r en los cua¬ 
les cualquier incremento lo suficientemente pequeño en el parámetro de crecimiento 
duplica el periodo de la iteración. En los años 70 el físico de Eos Álamos, Mitchell 
Eeigenbaum, descubrió que un cierto orden subyace de esta duplicación del periodo 
hacia el caos 

lím -—^ = 4.66920160981.... (11) 

k^oo rk+\ - Ck 

Ea fracción en el lado izquierdo de la ecuación (11) es la relación de las longitudes de 
periodos constantes sucesivos “ventanas” en el diagrama de pitchfork. El hecho es 
que esta relación se aproxima a un límite conforme k — > -foo, más que el valor espe¬ 
cífico de este límite, esto demuestra un cierto orden que es la causa más importante de 
la duplicación del periodo observado con la iteración particular v„+i = (1 — xf). 

Por otro lado, ahora se conoce que la misma constante de FeigenbaumA.66920 160981... 
juega exactamente el mismo papel para una amplia variedad de fenómenos de dupli- 
camiento del periodo suscitados en distintas áreas de la ciencia. 

Proyecto 2. Eeigenbaum utilizó una (ahora obsoleta) calculadora de bolsillo 
HP-65 (en lugar de una computadora potente) para llevar a cabo los cálculos que lo 
condujeron al descubrimiento de la famosa constante que lleva su nombre. Utilícen¬ 
se cálculos iterativos y/o PICHEORK para aislar el primeros valores de rj, r 2 , rj,... 
que obtienen las primeras bifurcaciones con suficiente exactitud para verificar que el 
límite en (11) es aproximadamente 4.67. Puede consultarse las páginas 124 a la 126 
de T. Gray y J. Glynn, Exploring Mathematics with Mathematica, Addison-Wesley, 
New York, 1991, para un mayor acercamiento. 

Duplicamiento del periodo en sistemas mecánicos 

En la sección 6.4 se introdujo la ecuación diferencial de segundo orden 

mx" + ex' + kr + fx^ = 0 (12) 

para modelar las vibraciones libres de velocidad amortiguada de una masa en un re¬ 
sorte no lineal. Recuérdese que el término kx en la ecuación (12) representa la fuerza 
ejercida sobre la masa por un resorte lineal, mientras que el término fx^ representa 
la no linealidad de un resorte real. 
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(a) (b) (c) 

FIGURA 6.5.12. Posiciones de 
equilibrio de una masa en un 
filamento; 

(a) equilibrio estable con x <0; 

(b) equilibrio inestable si jc = 0; 

(c) equilibrio estable con jc > 0. 


Ahora se desea analizar las vibraciones forzadas que resultan cuando una fuer¬ 
za externa F(t) = Fq eos cot actúa sobre la masa. Con una fuerza de este tipo unida al 
sistema en la ecuación (12), se obtiene la ecuación forzada de Duffing 


^ mx" + ex' + kx + fx^ = Fq eos cat (13) 

para el desplazamiento x(í) de la masa desde su posición de equilibrio. Para la mayoría 
de los valores de los parámetros es imposible resolver la ecuación (13) y encontrar 
x{t) de manera explícita. No obstante, sus soluciones pueden obtenerse cualitativa¬ 
mente por medio de trayectorias [numéricamente aproximadas] del plano de fase 
como las que se utilizaron para describir las vibraciones libres de sistemas mecáni¬ 
cos no lineales de la sección 6.4. 

La constante de Hooke k es positiva para un resorte típico que soporta despla¬ 
zamientos desde el equilibrio. Pero existen sistemas mecánicos simples que emulan 
a un resorte con constante de Hooke negativa. Por ejemplo, la figura 6.5.12 muestra 
una masa m en la punta de un filamento de metal vertical. Se considera que el fila¬ 
mento de metal puede oscilar sólo en el plano vertical y se comporta como una co¬ 
lumna flexible que se “dobla” o pandea cuando la masa se desplaza de un lado a otro 
de su posición vertical. Entonces existe un punto de equilibrio estable a la izquierda 
(x < 0) y otro a la derecha (x > 0), pero la posición de equilibrio vertical (x = 0) es 
inestable. Cuando la masa se desplaza ligeramente de su posición de equilibrio ines¬ 
table, la fuerza interna ejercida sobre ella es repulsiva más que atractiva; esto corres¬ 
ponde a un valor negativo de k en la ecuación (13). Si se ejerce una fuerza periódica 
sobre la masa por un campo electromagnético (por decir) oscilante y la resistencia al 
aire amortigua sus oscilaciones, entonces la ecuación (13) con k < 0 pero con c > 0 
y > 0 es un modelo matemático razonable para su función de desplazamiento ho¬ 
rizontal x(í). 

En ausencia de amortiguamiento y de fuerza externa, las trayectorias del plano 
de fase de las oscilaciones libres de la masa deben parecerse a las que se muestran en 
la figura 6.4.12 (junto con el ej. 14 de la secc. 6.4). Ea masa se comporta como cuan¬ 
do es repelida por el punto crítico inestable en x = 0 pero es atraída por cada uno de 
los dos puntos críticos localizados simétricamente en ambos lados del origen. 

En la sección 3.6 Se vio que en el caso lineal una fuerza externa periódica F(t) 
= Fq eos mt causa una respuesta periódica estable x(í) = C cos((yf — a) con la misma 
frecuencia cu. Ea amplitud C de la respuesta periódica estable es proporcional a la 
amplitud Fq de la fuerza externa. Por ejemplo, si la fuerza externa periódica se dupli¬ 
ca en amplitud, entonces el cambio en la respuesta es sólo de su amplitud y también 
se duplica. 

Para ilustrar el comportamiento completamente diferente de un sistema no li¬ 
neal, se toma k = —lym = c = f = (ü = lenla ecuación (13), de tal manera que 
la ecuación diferencial es 


x" + x' — X + X^ = Fq eos t. (14) 

Como un ejercicio puede verificarse que los dos puntos críticos estables son (—1,0) 
y (1,0). Se desea examinar la dependencia de la respuesta x(í) (presumiblemente con 
estabilidad periódica) en la amplitud Fq de la fuerza periódica externa de periodo 
27r/cu = 271. 

Eas figuras 6.5.13 a la 6.5.16 muestran las soluciones de la ecuación (14) obte¬ 
nidas con los valores sucesivos Fq = 0.60,0.70,0.75 y 0.80 de amplitud de la fuerza 
externa. En cada caso el sistema se resolvió numéricamente con condiciones inicia¬ 
les x(0) = 1, x'(0) = 0 y la solución resultante se graficó para el intervalo 100 á í ^ 
200 (para mostrar que la respuesta periódica es estado permanente prevalece después 
de que la respuesta transitoria inicial desaparece). El inciso (a) de cada figura muestra 
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Ecuación forzada de Duffing (14) 
con Fq = 0.60 


1.0 - - 

0.5 - - 

0.0 -1-1-—I-1- 

-0.5 - - 

- 1.0 - - 

-1.5 -1-1--1-1- 

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 

X 

FIGURA 6.5.13(a). Respuesta de 
periodo 2ti con Fq = 0.60; 
trayectoria del plano de fase. 

Ecuación forzada de Duffing (14) 
con Fq = 0.70 


1.0 - - : 

0.5 - - . ‘ - 

0.0 -1-1-—I-1—^ 

-0.5 - - : . .. : - 

- 1.0 - : - : 

-1.5 -1-1--1-1- 

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 

X 

FIGURA 6.5.I4(a). Respuesta de 
periodo 4jr con Fq = 0.70; 
trayectoria del plano de fase. 


Ecuación forzada de Duffing (14) 



FIGURA 6.5.I3(b). Respuesta de 
periodo 2it con Fq = 0.60; 
solución x(t). 

Ecuación forzada de Duffing (14) 



t 


FIGURA 6.5.I4(b). Respuesta de 
periodo An con Fq = 0.70; 
solución x{t). 


la trayectoria del plano de fase x = x(í), y = x'(f), y el inciso (b) muestra la curva 
solución real x = x(í) en el plano íx. La parte (a) presenta el carácter cualitativo de 
la solución más vividamente, pero la parte (b) se requiere para determinar el periodo 
y la frecuencia de la solución. 

La figura 6.5.13 muestra una oscilación simple de periodo In de la masa alre¬ 
dedor del punto crítico del lado derecho. En la secuencia de figuras que siguen se 
observa el duplicamiento de periodos sucesivos y finalmente el caos, conforme la 
amplitud de la fuerza externa se incrementa en el intervalo de Fq = 0.6 a Fq = 0.8. 
Este duplicamiento del periodo hacia el caos es una característica común del com¬ 
portamiento de un sistema mecánico no lineal conforme un cierto parámetro físico 
se incrementa [tal como m, c, k, Fq o cu en la ec. (13)] o se disminuye. Un fenóme¬ 
no como éste no ocurre en sistemas lineales. 


Proyecto 3. Utilícese un programa de graficación de un sistema ODE para ver si 
puede reproducir las figuras 6.5.13 a la 6.5.16. Investigúese el intervalo del paráme¬ 
tro LOO á Fq = 1.10 para la constante de fuerza en la ecuación (14). Con Fq = LOO 
se debe ver una trayectoria del plano de fase de periodo 6jt que encierra ambos pun¬ 
tos críticos estables (así como uno inestable). El periodo se duplica alrededor de Fq 
= 1.07 y el caos se presenta alrededor de Fq = 1.10. Ver si puede señalarse un segundo 
periodo de duplicamiento de periodo en algún punto entre Fq = 1.07 y Fq = 1.10. 
Obténganse tanto las trayectorias del plano de fase como las curvas solución íx en las 
cuales se puedan medir los periodos. 
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Ecuación forzada de Duffing (14) 
con Fq = 0.75 


1.0 - 
0.5- 

^ 0.0 -1-1---r-í-^ 

-0.5- 

- 1.0 - - ; 

-1.5 -1-1--1-1- 

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 

X 

FIGURA 6.5.15(a). Respuesta de 
periodo Stt con Fq = 0.75; 
trayectoria del plano de fase. 


Ecuación forzada de Duffing (14) 



t 


FIGURA 6.5.I5(b). Respuesta de 
periodo Sjr con Fq = 0.75: 
solución x{t). 


Ecuación forzada de Duffing (14) 
con Fq = 0.80 


1.0 



-1.5 - ^^^^ - 

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 

X 

FIGURA 6.5.I6(a). Respuesta 
caótica con Fq = 0.80: trayectoria 
del plano de fase. 


Ecuación forzada de Duffing (14) 



100 150 200 250 300 

t 

FIGURA 6.5.I6(b). Respuesta 
caótica con Fq = 0.80; solución x{t). 


Advertencia. No debe esperarse que con su hardware propio y el software 
ODE se repitan los detalles exactos del “enredo caótico” que se muestra en la figura 
6.5.16. Para explicar por qué, hay que referirse a la ecuación forzada de Duffing [en 
(14)] con Fq = 0.80 como un sistema de entrada-salida que tiene el punto inicial 
(x(0), x'(0)) como entrada y la solución correspondiente x(í) como salida. Este siste¬ 
ma entrada-salida es caótico, en el sentido de que cambios muy pequeños en la en¬ 
trada pueden causar cambios muy grandes en la salida. Por ejemplo, los datos que se 
muestran en la tabla de la figura 6.5.17 se obtuvieron utilizando el sofisticado gene¬ 
rador numérico de soluciones ode 4 5 de Matlab con dos puntos iniciales cercanos 
y dos diferentes tolerancias de error fijadas. Al resolver repetidamente el mismo 
problema numérico de valores iniciales varias veces, con diferentes tolerancias de 
error, se puede proporcionar alguna indicación de la confiabilidad de los resultados; 
por supuesto, las discrepancias significativas sugieren poca confiabilidad. Con con¬ 
diciones iniciales x(0) = 1, x'(0) = 0 parece posible (aunque no cierto) que x(lOO) ~ 
— 1.1 y x(200) ~ —0.6, pero el valor de x(300) permanece totalmente incierto. En 
contraste, con condiciones iniciales x(0) = 1.000001, x'(0) = 0 resulta que posible¬ 
mente x(200) ~ —0.3 en vez del valor anterior. Si es así, entonces un cambio vi¬ 
sualmente significativo en la solución resulta de un cambio de condiciones iniciales 
no mayor del que se esperaría por errores de redondeo acumulados durante el proceso 
de cálculo de la aproximación numérica que ocurre en la aritmética de la máquina. 
En este caso, cualquier solución numérica por computadora probablemente sería 
divergente de manera apreciable con respecto a la solución verdadera sobre un intervalo 
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t 

x{t) con 
ErrTol = 10* 

x{t) con 
ErrTol = 

x(t) con 
ErrTol = 10* 

x(t) con 

ErrTol = 10*^ 

0 

1 

1 

1.000001 

1.000001 

100 

-1.1125 

-1.1125 

-1.1125 

-1.1125 

200 

-0.5823 

-0.5828 

-0.2925 

-0.2816 

300 

-1.2850 

-0.1357 

-0.0723 

-0.1633 


FIGURA 6.5.17. Intentos de Matlab para aproximar la solución de la ecuación forzada 
de Duffing x" + x' — x + = (0.80) eos í en 0 á í S 300 con x'{0) = 0 y dos valores 

diferentes de x{0), así como dos tolerancias de error diferentes (ErrTol representa el valor 
utilizado tanto para la tolerancia del error absoluto como para la tolerancia de error relativo 

en ode45). 

largo de tiempo. Por tanto, no se puede estar seguro de la estructura fina de una tra¬ 
yectoria generada numéricamente, tal como la que se muestra en la figura 6.5.16. 
Investigaciones como ésta solamente sugieren que la solución real en un intervalo 
grande con condiciones iniciales x(0) = 1, x'(0) = 0 no es periódica, en su lugar 
tiene un comportamiento errático hacia adelante y hacia atrás de un modo caótico o 
aparentemente impredecible. De esta manera, el carácter cualitativo de la solución 
indicada en la figura 6.5.16 puede aproximar la realidad sin necesariamente presentar 
una descripción precisa de los detalles de la trayectoria. Este comportamiento de las 
soluciones de la ecuación forzada de Duffing no es completamente entendido aún y 
permanece sujeto a investigación en la actualidad. Una exposición interesante con 
mayores referencias se puede encontrar en el capítulo 15 de Dan Schwalbe y Stan 
Wagón, VisualDSolve, Springer-Verlag, Nueva York, 1997. 

El extraño atractor de Lorenz 

La sustitución de = x,X 2 = x' en la ecuación forzada de Duffing en (13) obtiene 
un sistema no lineal de dos dimensiones de ecuaciones diferenciales de primer orden 
y el fenómeno de duplicamiento del periodo que son característicos de estos sistemas. 
Pero en dimensiones mayores ocurren fenómenos más extraños que son objeto de 
intensas investigaciones actualmente. Todo este trabajo ha surgido de la investigación 
original del extraordinario modelo no lineal de tres dimensiones presentado por el 
meteorólogo matemático E.N. Lorenz, quien describe su descubrimiento como sigue. 

A mediados de los años 50 “la predicción numérica relativa al tiempo”, 
es decir, pronósticos por integración numérica de tales aproximaciones 
en las ecuaciones atmosféricas, en la medida que era posible, estuvo muy 
de moda, a pesar de los mediocres resultados que entonces se producían. 

Un grupo más pequeño apoyó fuertemente la predicción estadística... Yo 
fui un escéptico y decidido a probar la idea de aplicar un método estadís¬ 
tico a un conjunto de datos artificiales, generados a partir de la solución 
numérica de un sistema de ecuaciones... La primera tarea fue encontrar 
un sistema adecuado de ecuaciones para resolverlo... El sistema debería 
ser suficientemente sencillo... y la solución general debería de ser ape¬ 
riódica, puesto que la predicción estadística de una serie periódica es algo 
trivial, una vez que la periodicidad ha sido detectada... [Durante las pláti¬ 
cas con el Dr. Barry Saltzman] él me mostró algunos trabajos de convec¬ 
ción térmica, en donde utilizó un sistema de siete ecuaciones diferenciales 
ordinarias. La mayoría de sus soluciones pronto adquirían un compor¬ 
tamiento periódico, con excepción de una que no lo tuvo. Además, en 
esta solución cuatro de sus variables parecían tender a cero. Presumible¬ 
mente las ecuaciones que gobernaban las tres variables restantes, elimi¬ 
nando las cuatro variables que tendían a cero, tenían también soluciones 
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aperiódicas. A mi retorno introduje las tres ecuaciones en la computadora 
y confirmé la aperiodicidad que Saltzman había observado. Se estaba 
finalmente en el asunto. [Citado en E. Hairer, S.P. Norsett y G. Wanner, 
Solving Ordinary Differential Equations I, Springer-Verlag, Nueva York, 
1987.] 


El famoso sistema de Lorenz de ecuaciones diferenciales está dado por 


50 


25 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


—ax + ay, 


px — y — xz, 


-fiz + xy. 


(15) 


FIGURA 6.5.18. Trayectoria de 
Lorenz en el espacio con valores 
iniciales x(0) = — 8,y(0) = 8, 
z(0) = 27 y 0 S í S 40. 



FIGURA 6.5.19. La proyección 
xz de la trayectoria de Lorenz con 
punto inicial (—8, 8, 27) y 
0 S í S 60. 


La figura 6.5.18 muestra una gráfica en el espacio de una trayectoria obtenida 
por integración numérica del sistema de Lorenz con valores de los parámetros /I = 
I, (T = 10 y p = 28. A medida que se traza la trayectoria en “tiempo real”, el punto 
en movimiento de la solución í’(x(f), y(f), z(f)) parece sufrir un número aleatorio de 
oscilaciones a la derecha seguidas de un número aleatorio a la izquierda y así suce¬ 
sivamente. Dado el origen meteorológico del sistema de Lorenz, se piensa de mane¬ 
ra natural en un número aleatorio de días despejados seguidos de un número aleatorio 
de días lluviosos. 

Otras investigaciones de la trayectoria de Lorenz muestran que no son simples 
oscilaciones hacia un lado y hacia otro alrededor de una pareja de puntos críticos 
(como la fig. 6.5.18 podría inicialmente sugerir). En cambio, conforme t -I-cxd el 
punto de solución P(t) de la trayectoria se mueve erráticamente de un lado a otro en 
el espacio, aproximándose a un complicado conjunto de puntos cuya estructura deta¬ 
llada aún no ha sido entendida por completo. Este evasivo conjunto que funciona 
como un “atractor” de los puntos de solución se conoce como el famoso extraño 
atractor de Lorenz. 

Proyecto 4. Algunas veces el comportamiento de una trayectoria se aclara exa¬ 
minando sus proyecciones en uno o más planos coordenados. Primero utilícese un 
programa de graficación ODE para obtener la proyección en el plano xz de la trayec¬ 
toria de Lorenz que se muestra en la figura 6.5.19, utilizando los mismos valores de 
los parámetros dados en (15). Grafíquense también las proyecciones en los planos xy 
y yz de la misma solución. Posteriormente, experiméntese con diferentes valores de 
parámetros y condiciones iniciales. Por ejemplo, investigúese si se puede encontrar 
una solución periódica con p = 70 (manteniendo p = ^ , a = 10 como antes) y 
valores iniciales xq = —4 y Zo = 64. Para obtener una trayectoria que casi se repite 
en sí misma, deben intentarse diferentes valores de yo en el rango 0 á yo = 10 y 
observar las proyecciones en el plano xz como en la figura 6.5.19. 



Proyecto 5. Otro sistema no lineal de tres dimensiones ampliamente estudiado 
es el sistema de Rossler 


dx 

dt 

dt 

dz 

dt 


-y - z, 

X -b ay, 

P - yz + xz. 


(16) 


La figura 6.5.20 muestra una gráfica en el espacio de una trayectoria obtenida por in¬ 
tegración numérica del sistema de Rossler con parámetros a = 0.398, /I = 2 y y = 4. 
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FIGURA 6.5.20. Banda de 
Rossler ilustrada con una 
trayectoria gradeada con x(0) = 2, 
y(0) = 0, z(0) = 3 y 0 S í S 400. 


Esta trayectoria hace espirales alrededor y alrededor conforme se aproxima a cierto 
“atractor caótico” —la famosa banda de Rossler que se observa doblada, de alguna 
manera como la banda de Mobius en el espacio—. Investigúese el periodo duplicado 
hacia el caos que se presenta con el sistema de Rossler en la medida en que se incre¬ 
menta el parámetro a, inicial con a = 0.3, a = 0.35, a = 0.35 y a = 0.375 (tómese 
/l = 2yy = 4en todos los casos). 

En esta sección se ha presentado una pequeña introducción de las ideas que son 
el foco de atención de las aplicaciones actuales de los sistemas no lineales. Para ver 
como éstas toman forma consúltese la presentación del sistema de Eorenz en las 
páginas 117 a 123 del libro de Hairer, et al., citado anteriormente. Ahí puede encon¬ 
trarse un cierto aspecto de la trayectoria de Eorenz descrito por medio de una imagen 
parecida a la del diagrama de Pitchfork que se muestra en la figura 6.5.8, ¡junto con 
la misma constante de Eeigenbaum 4.6692...! 

Para una mayor motivación en los antecedentes históricos de esta sección final 
del capítulo 6, véase Gleick James, Chaos: Making a New Science, Viking Press, 
Nueva York, 1987.) Una presentación más detallada de las ecuaciones forzadas de 
Duffing, Eorenz y Rossler, puede verse en J.M.T. Thompson and H.B. Stewart, Non- 
linear Dynamics and Chaos, John Wiley, Nueva York, 1986). 







Métodos con 
transformada de Laplace 


7.1 


Transformadas de Laplace y transformadas inversas 



m 



FIGURA 7.1.1. Transformación 
de una función: en analogía 
con D. 



E n el capítulo 3 analizamos que las ecuaciones diferenciales con coeficientes 
constantes tienen numerosas aplicaciones y pueden resolverse de manera siste¬ 
mática. Existen, sin embargo, casos donde son preferibles los métodos alternativos 
del presente capítulo. Recuérdense, por ejemplo, las ecuaciones diferenciales 

mx" + ex' + kx = F{f) y LI" + RV + ^1 = E'{f) 

correspondientes a un sistema masa-resorte-amortiguador y a un circuito RLC en 
serie, respectivamente. Con frecuencia ocurre en la práctica que los términos de ex¬ 
citación F{t) o E'{t) tienen discontinuidades —por ejemplo, cuando el voltaje sumi¬ 
nistrado a un circuito eléctrico se activa o desactiva periódicamente —. En este caso 
los métodos del capítulo 3 pueden ser inconvenientes, por lo que resulta más adecua¬ 
do el método de transformada de Eaplace. 

El operador diferencial D puede verse como una transformación cuando se 
aplica a la función/(í), a partir de la cual se obtiene la nueva función D{f{t)} =f'{t). 
Ea transformación de Eaplace ÍE incluye la operación de integración y obtiene una 
nueva función ££{/(í) = F(s) de una nueva variable independiente s. Esta situación 
se muestra en el diagrama de la figura 7.1.1. Después de aprender en este apartado 
cómo calcular la transformada de Eaplace F{s) de una función/(í), se presentará en 
la sección 7.2 la forma en que la transformada de Eaplace convierte una ecuación 
diferencial con función desconocida/(í) en una ecuación algebraica F(s). Debido a 
que las ecuaciones algebraicas son generalmente más fáciles de resolver que las 
ecuaciones diferenciales, éste es un método que simplifica el problema de encontrar 
la solución/(í). 


441 










442 


Capítulo 7 Métodos con transformado de Loplace 


Ejemplo 1 


DEFINICIÓN La transformada de Laplace 

Dada una función/(í) definida para toda f S 0, la transformada de Laplace de/es 
la función F definida como sigue: 

n 02 

> F{s) = £g{/(í)} = / e--/(í) dt (1) 

■'o 

para todo valor de s en los cuales la integral impropia converge. 


Recuérdese que una integral impropia en un intervalo infinito está definida 
como el límite de la integral en el intervalo acotado; esto es, 



lím 

6—Í’CO 



( 2 ) 


Si el límite en (2) existe, entonces se dice que la integral impropia converge; de otra 
manera diverge o no existe. Nótese que el integrando de la integral impropia en (1) 
contiene el parámetro s, además de la variable de integración t. Por tanto, cuando la 
integral en (1) converge, lo hace no precisamente hacia un número, sino a la función 
F de s. Como en los siguientes ejemplos, la integral impropia de la definición de 
í£{f(t)} normalmente converge para algunos valores de 5 y diverge para otros. 


Con/(í) = 1 para í S 0, la definición de la transformada de Laplace en (1) obtiene 


/.OO 

r 1 .1 

00 

J 

II 

--e-^‘ 

= lím 


s 

0 - 


s s 


y por tanto 




1 

s 


para 5 > 0. 


(3) 


Como en (3), es una buena práctica especificar el dominio de la transformada de 
Laplace —tanto en problemas como en ejemplos—. Además, en este cálculo se ha 
utilizado la abreviatura común 



(4) 


Observación. El límite calculado en el ejemplo 1 no existiría si 5 <0, por¬ 
que el término estaría no acotado conforme b + 0 °. Así, ^{1} está defi¬ 

nida sólo para 5 > 0. Esto es algo normal de las transformadas de Eaplace; el domi¬ 
nio de la transformación es normalmente de la forma s > a para algún valor a. 


Con/(í) = para í S 0 se obtiene 


= f e-'“e‘“ dt = í dt = 

Jq Jq 




s — a 


Jt=0 


Ejemplo 2 
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Ejemplo 3 


Si í — a > 0, entonces e ^ 0 conforme í —^ así, se concluye que 

>• ^— para s> a. (5) 

s — a 

Nótese aquí que la integral impropia que proporciona la diverge si í á a. Se 

observa también que la fórmula dada en (5) se cumple si a es un número complejo. 
Por tanto, si a = a + //3, 

g-(s-a)t = gil3tg-{s-á)t _^ Q 

conforme í ^ °o, siempre que 5 > a = Refa], ya que = eos /3í + i sen (it. ■ 

La transformada de Laplace de la forma se expresa de manera más con¬ 

veniente en términos de la función gamma Ffx), la cual está definida para x > 0 por 
la fórmula 


/ co 

dt. (6) 

Para una presentación sencilla de Ffx), véase la subsección de la función gamma en 
la sección 8.5, donde se muestra que 

F(l) = 1 (7) 


y que 


F(x + 1) = xF(x) 


( 8 ) 


para x > 0. De aquí se concluye también que si n es un entero positivo, entonces 
F(n -f 1) = nT{ri) 

= n • {n — l)F(n — 1) 

= n ■ {n — \) • {n — 2)V{n — 2) 

= n{n - l)(n - 2)---2 • F(2) 

= n{n - \){n - 2)---2 • 1 • F(l); 
así, 

> T{n + \) = n\ (9) 

si n es un entero positivo. Por tanto, la función F(x + 1), la cual está definida y es 
continua para toda x > — 1, coincide con la función factorial para x = n como un 
entero positivo. 


Supóngase que/(í) = í“, donde a es real y a > — 1. Entonces 

= í e-^í" dt. 

7o 

Si se sustituye u = st,t = ufsy dt = du/s en la integral, se obtiene 

1 /•» _ ^ , F(a-fl) 


2 ;{í“} = ~¡^ í e du = 
5 " Jq 


efl + l 


( 10 ) 
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Ejemplo 4 


para toda í > 0 (de tal manera que u = st > 0). Debido a que r(u + 1) = u! si u es 
un entero no negativo, se observa que 


> 




n\ 

^n+l 


para 5 > 0. 


( 11 ) 


Por ejemplo 


íE{t}= 4, y ^{C}= 4- 

S S 5 

Como en los problemas 1 y 2, estas fórmulas pueden deducirse de manera inmediata 
de la definición sin utilizar la función gamma. ■ 


Linealidad de las transformadas 

No es necesario realizar a fondo los cálculos de la transformada de Laplace directa¬ 
mente de la definición. Una vez que se conocen las transformadas de Laplace de 
varias funciones, éstas pueden combinarse para obtener las transformadas de otras 
funciones. La razón es que la transformación de Laplace es una operación lineal. 


TEOREMA 1 Linealidad de la transformada de Laplace 

Si ay b son constantes, entonces 

> £g{fl/(f) + bg{t)} = fl££{/(0} + b^git)} (12) 

para toda s tal que las transformadas de Laplace tanto de/como de g existen. 


La demostración del teorema 1 es consecuencia inmediata de la linealidad de 
las operaciones de límite e integración: 

iE{af{t) + bg{i)} = í [af(t) + fig(t)] dt 
*^0 


= lím í e [<3/(0 + bg(t)] dt 

C-^oo Jq 



= fl¿g{/(í)} + b^{g{t)}. 


El cálculo de se basa en el conocido valor especial 

r (^) = y)? (13) 

de la función gamma. Por ejemplo, se concluye que 






7.1 Transformadas de Laplace y transformadas inversas 445 


Ejemplo 5 


Ejemplo 6 


3 1 

utilizando la fórmula Ffx + 1) = xV{x) en (9), primero con x = ^ y luego con x = y 
. Ahora, con las fórmulas de la (10) a la (12) se obtiene 


ig{3í2 + 4íri2} = 3 . ^ + 
5 


4r(^) 

^5/2 



Recuérdese que cosh kt = (e'^ + e '“)/2. Si ^ > 0, entonces el teorema 1 y el ejem¬ 
plo 2 en conjunto dan como resultado 

2{coshtr} = + íaie-'-} = J + ^); 

esto es, 

iE{cosh kt}= - ^ — 7 paraí>A:>0 . (14) 

s — k 

De manera similar, 

iE{senhkt}= ^ ^ para5>^>0. (15) 

iS" /c 


Debido a que cosh kt = (e'^' -I- e *0/2, la fórmula en (5), con a = ik, proporciona 


f£{cos kt} 



1 


j + ik 


1 2s 

2 — (ik)^ 


y así 


}£{cos kt} = -—r para í > 0 . (16) 

-f k^ 

(Se concluye que el dominio es para s > Ref/A:] = 0.) De manera similar, 

}E{senkt} = ^ ^ - paraí>0. (17) 

s k 


Aplicando la linealidad, la fórmula dada en (16) y la conocida identidad trigonomé¬ 
trica se obtiene 

f£{3e2í -I- 2 sen2 3í} = .^{3e2' -|- 1 — eos 6í} 

= + i - ^ 

5 — 2 5 5^ -f 36 

_ 35^ -f 1445 - 72 
5(5 - 2)(5^ + 36) 


para 5 > 0. 
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Transformadas inversas 

De acuerdo con el teorema 3 de esta sección, no existen dos diferentes funciones 
ambas continuas para toda í S 0 con la misma transformada de Laplace. Así, si F(s) 
es la transformada de alguna función continua/(í), entonces/(r) está determinada de 
manera única. Esta observación permite construir la siguiente definición: si F{s) = 
entonces se llama/(r) a la transformada inversa de Laplace de F(s), y se 

escribe 

> m = ^-^{F{s)}. (18) 


Ejemplo 7 


Empleando las transformadas de Eaplace que se obtuvieron en los ejemplos 2, 3 y 5, 
se observa que 


-T = 


V -f 2 




5 ^ + 9 


= — sen 3í 


y así sucesivamente. 


fit) 

F(s) 

1 

1 

s 

(s > 0) 

t 

1 

s'^ 

(í > 0) 

a 

IIV 

o 

n\ 

Sn+\ 

(í > 0) 

í“ {a > -1) 

r(fl-b 1) 

(í > 0) 


e“‘ 

1 

s — a 

(í > 0) 

eos kt 

s 

(í > 0) 

s'^ -b 

sen kt 

k 

(í > 0) 

-b k^ 

coshfc? 

s 

(j > \k\) 

— u 

senh kt 

k 

(í > \k\) 

s'^ — k^ 

u{t — a) 

e-as 

s 

{s > 0) 


FIGURA 7.1.2. Tabla breve de 
transformadas de Laplace. 


Notación. Funciones y sus transformadas. A lo largo de este capítulo se han 
representado las funciones de t con letras minúsculas. Ea transformada de una 
función siempre se representará con la misma letra, pero mayúscula. Así, F{s) es 
la transformada de Eaplace de/(í), y x(t) es la transformada inversa de Eaplace 
deZ(í). 

Una tabla de transformadas de Eaplace tiene el mismo propósito que el de una 
tabla de integrales. Ea de la figura 7.1.2 incluye las transformadas calculadas en esta 
sección; muchas transformadas adicionales pueden obtenerse de estas básicas apli¬ 
cando varias propiedades generales de la transformación de Eaplace (que se presen¬ 
tarán en secciones subsecuentes). 


Funciones continuas por tramos 

Como se destacó al principio de esta sección, es necesario manejar ciertos tipos de 
funciones discontinuas. Se dice que la función/(í) es continua por tramos en el 
intervalo acotado a = í = siempre que [a, fi] pueda subdividirse en varios subin¬ 
tervalos finitos colindantes, de tal manera que: 

1 . / sea continua en el interior de cada uno de estos subintervalos; y 

2 . /(í) tenga un límite finito conforme t se aproxime a cada extremo de cada su¬ 
bintervalo desde su interior. 

Se dice que / es continua por tramos para í g 0 si es continua por tramos en todo 
subintervalo acotado de [0, -f”). Así, una función continua por tramos tiene sólo 
discontinuidades simples (si las hubiera) y únicamente en puntos aislados. En estos 
puntos el valor de la función experimenta un salto finito, como se indica en la figura 
7.1.3. El salto en/(í) en el punto c está definido como/(c+) — f{c—), donde 

/(c+) = lím /(c + e) y /(c-) = lím /(c - e). 

Probablemente la función continua por tramos más simple (pero discontinua) 
es la función escalón unitario, cuya gráfica se muestra en la figura 7.1.4. Esta fun¬ 
ción se define como sigue: 


u(t) = 


0 para t < 0, 
1 para ISO. 


(19) 
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FIGURA 7.13. Gráfica de una 
función continua por tramos; los puntos 
rellenos indican los valores de la 
función en las discontinuidades. 


FIGURA 7.1.4. Gráfica de la función 
escalón unitario. 


FIGURA 7.1.5. La función escalón 
unitario ujfj tiene un salto en r = a. 


Debido a que u{t) = 1 para í g 0, y a que la transformada de Laplace involucra sólo 
valores de la función para í g 0, se observa inmediatamente que 


^{u{f)} = - (í > 0). 
5 


( 20 ) 


La gráfica de una función escalón unitario uj^t) = u{t — a) se muestra en la figura 
7.1.5. El salto de esta función ocurre en í = a en vez de en í = 0; de manera equi¬ 
valente, 


uj^t) = u{t — á) 


0 para t<a, 
1 para t^a. 


( 21 ) 


Ejemplo 8 


Solución 


Encuéntrese 3 í{m^,(í)} si a > 0. 

Comenzando con la definición de la transformada de Eaplace se obtiene 

/ CO pQO 

e~^‘ujif) dt = i e~^‘ dt = lím 



en consecuencia, 


p-as 

2í{m (í)} = - (í > 0, a > 0). 

s 


( 22 ) 


Propiedades generales de las transformadas 

Es un hecho común y corriente del cálculo que la integral 

rh 

/ g(t)dt 

existe si g es continua por tramos en el intervalo acotado [a, b]. En consecuencia, si 
/es continua por tramos para í g 0, se concluye que la integral 



dt 


existe para toda b < -l-oo. Sin embargo, para que F(s) —el límite de esta última inte¬ 
gral conforme b ^ +^— exista, se necesita alguna condición que limite la veloci- 
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dad de crecimiento de/(í) conforme t +oo. Se dice que la función/es de orden 
exponencial conforme t ^ +oo si existen constantes no negativas M, c y T tales 
que 

|/(í)| g Me" para t g T. (23) 

Así, una función es de orden exponencial siempre que su incremento (conforme 
f ^ +oo) no sea más rápido que un múltiplo constante de alguna función exponencial 
con un exponente lineal. Los valores particulares de M,c y Tno son tan importantes; 
lo importante es que algunos de esos valores existan de tal manera que la condición 
en (23) se satisfaga. 

La condición en (23) simplemente dice que/(í)/c" se encuentra entre —MyM, 
y es por tanto acotada en su valor para t suficientemente grande. En particular, esto 
se cumple (con c = 0) si/(í) en sí misma está acotada. Por tanto, toda función aco¬ 
tada —tal como eos kt o sen kt— es de orden exponencial. 

Si pit) es un polinomio, entonces es común que p{t)e~‘ ^ 0 a medida que 
t ^ + 00 , lo cual implica que (23) se cumple (para T suficientemente grande) con 
M = c = 1. En consecuencia, toda función polinomial es de orden exponencial. 

Como ejemplo de una función elemental que es continua y por tanto acotada en 
todo intervalo (finito), pero que no es de orden exponencial, considérese la función 
/(í) = e‘^ = exp(í^). Cualquiera que sea el valor de c, se observa que 

f(í) pd 9 

lím^^-^ = lím^— = líme'^“"= +oo 

í —/—^00 /—>00 

debido a que — cí—+°oa medida que í ^ +oo. En consecuencia, la condición en 
(23) no se cumple para ningún valor (finito) de M, por lo que se concluye que la 
función/(í) = no es de orden exponencial. 

De manera similar, dado que + 0 ° conforme í —^ +“, se observa que 

la integral impropia dt, que definiría la 2í{e'^}, no existe (para ningún valor 

de s) y, como resultado, la función no tiene transformada de Eaplace. El siguien¬ 
te teorema garantiza que las funciones por tramos de orden exponencial sí tienen 
transformada de Eaplace. 


TEOREMA 2 Existencia de la transformada de Loplace 

Si la función/es continua por tramos para í S 0, y de orden exponencial cuando 
t + 00 , entonces su transformada de Eaplace F{s) = iE{f{t)} existe. De manera 
más precisa, si/es continua por tramos y satisface la condición dada en (23), en¬ 
tonces F{s) existe para toda s> c. 


Demostración. Nótese primero que se puede considerar T = 0 en (23). Para 
una continuidad por tramos, |/(í)| es acotada en [0, T]. Incrementando M en (23) si 
es necesario, se puede asumir que |/(í)| ^ M siO ^ t = T. Debido a que e" = 1 para 
í = 0, se concluye entonces que |/(í)| = Me" para toda t = 0. 

Un teorema estándar sobre convergencia de integrales impropias —el hecho de 
que la convergencia absoluta implica convergencia— es suficiente para probar que 
la integral 


/ oo 


dt 


existe para s > c. Para llevar a cabo esto es suficiente, a su vez, mostrar que el valor 
de la integral 


/ oo 

k“"/(í)l 


dt 
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permanece acotado conforme b —^ + 0 °. Sin embargo, |/(í)| = Me‘^‘ para toda í S 0 
implica que 


í ¡e ''/(Ol dt^ í 

■^0 •^0 


^ / le Me"| dt = M 


ph 


'i 


e di = 


M 


5 — C 


si 5 > c. Esto comprueba el teorema 2. 
Hemos demostrado, además, que 


|F(5)| g /" |e-'/(í)| dt g — (24) 

Jq s — c 

si í > c. Cuando se toman límites en el caso de que í —> + 0 °, se obtiene el siguiente 
resultado. 


COROLARIO F(s) para cuando s tiende a infinito 

Si/(í) satisface la hipótesis del teorema 2, entonces 

límF(5) = 0. (25) 


La condición dada en (25) limita severamente las funciones que pueden ser trans¬ 
formadas de Laplace. Por ejemplo, la función G{s) = s/(s + 1) no puede ser la transfor¬ 
mada de Laplace de ninguna función “razonable”, porque su límite cuando 5 ^ -t-” es 
1 en lugar de 0. Por lo general, una función racional —un cociente de dos polino¬ 
mios— puede ser (y lo es, como se verá más adelante) una transformada de Laplace 
sólo si el grado de su numerador es menor que el de su denominador. 

Por otro lado, las hipótesis del teorema 2 son condiciones suficientes, pero no 
necesarias, para la existencia de la transformada de Laplace de/(í). Por ejemplo, la 
función/(í) = 1/ ^/í falla en ser continua por tramos (en í = 0), pero aun así (ej. 3 
con a = —I >—l)su transformada de Laplace 


^{r-i/2} 


^ 1/2 



existe al mismo tiempo que viola la condición dada en (24), lo que implicaría que 
sF(s) permaneciera acotada conforme 5 ^ -f”. 

Lo que resta de este capítulo se dedica en gran parte a las técnicas para resolver 
una ecuación diferencial determinando primero la transformada de Laplace de su 
solución. Es entonces vital saber que esto es lo que determina de forma única la so¬ 
lución de la ecuación diferencial; en otras palabras, la función de s que se ha encon¬ 
trado tiene una transformada inversa de Laplace única, la cual podría ser la solución 
deseada. El siguiente teorema se comprueba en el capítulo 6 del libro de Churchill, 
Operational Mathematics, 3a. ed., (McGraw-Hill, Nueva York, 1972). 


TEOREMA 3 Unicidad de la transformada inversa de Laplace 

Supóngase que las funciones/(í) y g{t) satisfacen la hipótesis del teorema 2, de 
tal manera que sus transformadas de Laplace F{s) y G{s) existan. Si F{s) = G(s) 
para toda s> c (para alguna c), entonces/(í) = g{t) siempre que en [0, -foo) tanto 
/como g sean continuas. 
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Así, dos funciones continuas por tramos de orden exponencial con la misma 
transformada de Laplace pueden diferir únicamente en sus puntos aislados de dis¬ 
continuidad. Esto no tiene importancia en la mayoría de las aplicaciones prácticas, 
por lo que las transformadas inversas de Laplace pueden considerarse esencialmente 
únicas. En particular, dos soluciones de una ecuación diferencial deben ser continuas 
y por lo tanto deben representar la misma solución si ambas tienen la misma trans¬ 
formada de Laplace. 

Nota histórica. La transformada de Laplace tiene una historia interesante. La 
integral en la definición de la transformada de Laplace probablemente apareció por 
primera vez en el trabajo de Euler. Es una costumbre en matemáticas nombrar una 
técnica o teorema con el nombre de las personas que sucedieron a Euler en su descu¬ 
brimiento (de otra manera habría varios cientos de ejemplos diferentes de “teoremas de 
Euler”). En este caso, el matemático que siguió a Euler fue el francés Fierre Simón 
de Laplace (1749-1827), quien empleó estas integrales en sus trabajos de la teoría de 
probabilidad. Los métodos de cálculo comunes para la resolución de ecuaciones dife¬ 
renciales basadas en las transformadas de Laplace no fueron explotados por él. En 
cambio, estos métodos fueron descubiertos y popularizados por los ingenieros —de 
manera notable por el ingeniero eléctrico inglés Oliver Heaviside (1850-1925)—. 
Antes de que ser rigurosamente justificadas, estas técnicas fueron aplicadas con am¬ 
plitud y éxito, y a principios del siglo xx su validez fue objeto de intensas controver¬ 
sias. Una razón es que Heaviside ingenuamente supuso la existencia de funciones 
cuyas transformadas de Laplace contradicen la condición F(s) 0 cuando s ^ 0, lo 
que generó preguntas sobre el significado y naturaleza de las funciones en matemáti¬ 
cas. (Esto recuerda la manera en que Leibniz, dos siglos antes, obtuvo resultados co¬ 
rrectos en cálculo al utilizar números reales “infinitamente pequeños”, y desencadenó 
preguntas sobre la naturaleza y el papel de los números en matemáticas.) 



Problemas 


Aplique la definición dada en (1) para encontrar directamente 9. 

las transformadas de Laplace de las funciones descritas (por 
fórmula o gráficamente) en los problemas 1 al 10. 



1. /(O = t 


2 . f{t) = F 


3. f(t) = 


4. f(t) = eos t 


FIGURA 7.1.8. 


5. f ( t) = senh t 


6 . /(í) = sen- 


10 . 


7. 



( 1 . 1 ) 


FIGURA 7.1.9. 


FIGURA 7.1.6. 


Utilice las transformadas de la figura 7.1.2 para encontrar 
las transformadas de Laplace de las funciones en los proble¬ 
mas 11 al 22. Puede necesitar una integración preliminar por 
partes. 


8 . 


11. /(/) = -h 3/ 12. /(/) = - 4F 

13. /(/) = t - 2e^‘ 14. /(í) = í 3/2 - g-ioí 


(1,1) (2,1) 


15. f(t) = 1 -l-cosh5í 16. f(t) = sen2/ -l-cos2í 


17. /(í) =cos^2/ 18. /(/) =sen3ícos3/ 

19. /(í) =(1+í)' 20.fit)=te' 


21. /(/) =ícos2í 22. /(í) = senh^ 3í 


FIGURA 7.1.7. 
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Utilice las transformadas de la figura 7.1.2 para encontrar 
las transformadas inversas de Laplace de las funciones en los 
problemas 23 al 32. 


23. F(s) 
25. F(s) 
27. F(s) 
29. F(s) 
31. F(s) 


3 

s* 

1 2 

i “ 

3 

í — 4 
5-3í 
s^ + 9 
lOí - 3 

25 


24. 

26. 

28. 


30. 


F(s) = s 


F(s) 

F{s) 

F(s) 


1 

í -j- 5 
3í + 1 
s^ + 4 
9 + i 
4 — 


32. F{s) = 2s-fi-^^ 


Aplique la serie geométrica para obtener el resultado 


£lf(t)} = ^ 

í(l - e d 

40. (a) La gráfica de la función/se muestra en la figura 7.1.10. 
Muestre que/puede ser escrita en la forma 

OO 

f(t) = ^(-l)"M(f - n). 

(b) Utilice el método del problema 39 para mostrar que 


j^{f(t)} 


1 

í(l + e^^) 


33. Obtenga la transformada de f(f) = sen kt con el método 
empleado en el texto para deducir la fórmula dada en 
(16). 

34. Obtenga la transformada de /(í) = senh kt con el método 
utilizado en el texto para deducir la fórmula dada en (14). 

35. Utilice la integral tabulada 


/ 


i-i - i - '- i- L 

1 2 3 4 5 6 


/.-costo* 


—^- -(a eos bx + b sen bx) + C 

a^+b^ 


FIGURA 7.1.10. Gráfica de la función del 
problema 40. 


para obtener l£{cos kt} directamente de la definición de la 
transformada de Laplace. 

36. Muestre que la función /(í) = sen(e^“) es de orden 
exponencial cuando í —> +“, pero que su derivada no 
lo es. 

37. Dada a > 0, permita que f{t) = lsi0Sí<ay 
/(f) = 0 si í g a. Primero trace la gráfica de la función/ 
marcando su valor en r = a, y exprese / en términos de 
funciones escalón unitario para demostrar que ¡£{f(t)} = 
S“'(l — £““■)■ 

38. Dado que 0 < a < b, considere/(f) = l si a S. t < b, y 

fit) = 0sií<aoíSfj. Trace la gráfica de la función / 
marcando sus valores ent = ayt = b,y exprese / en 
términos de funciones escalón unitario para mostrar que 
^{f(t)} = - e->’^). 

39. La función escalera unitaria se define como sigue: 


41. La gráfica de la función de onda cuadrada g{t) se muestra 
en la figura 7.1.11. Exprese g en términos de la función/ 
del problema 40 y por tanto deduzca que 




1 - e-^ 
j(l + e^"’) 


1 , í 
- tann -. 
s 2 



-1 





í 


FIGURA 7.1.11. Gráfica de la función del 
problema 41. 


f{t) = n si n — i S t < n, n = 1,2,3,... 


42. Dadas las constantes ay b, defina h{t) para r S 0 por 


(a) Dibuje una gráfica de/para observar por qué su nom¬ 
bre es apropiado, (b) Muestre que 


h{t) 


a si n — l^t<nynes par; 
b si n — l^t<nynes impar. 


fit) = '^u{t - n) 

tt =0 


Trace la gráfica de hy aplique uno de los problemas ante¬ 
riores para mostrar que 


para toda í g 0. (c) Asuma que la transformada de La- 
place de la serie infinita del inciso (b) puede tomarse por 
términos (si es posible). 


X{hit)} 


a +be ^ 
í(l -|- e^^) 
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7.1 Aplicación 


Transformadas y transformadas inversas a través 
de sistemas de álgebra por computadora 


Si/(í) = t eos 3í, entonces la definición de la transformada de Laplace proporciona 
la integral impropia 


/ exi 

te~^‘ eos 3í dt, 

cuya evaluación requiere una tediosa integración por partes. En consecuencia, un pa¬ 
quete electrónico de álgebra con transformadas de Laplace es útil para lograr un 
cálculo rápido. Maple contiene el paquete de transformadas integrales inttrans, 
y los comandos 

with(inttrans): 
f := t*cos(3*t): 

F := laplace(f, t, s); 

generan inmediatamente la transformada de Laplace F(s) = (s^ — 9)/(s^ + 9)^; de la 
misma forma proceden los comandos de Mathematica 

f = t*Cos[3*t]; 

F = LaplaceTransform(f, t, s); 

La función original/(í) = t eos 3í puede recuperarse con el comando de Maple 

invlaplace(F, s, t); 

o con el comando de Mathematica 

InverseLaplaceTransform[F, s, t] 

Observación. Nótese cuidadosamente el orden de 5 y í en los comandos arri¬ 
ba mencionados —primero t, luego s cuando se transforma; primero s, luego t cuan¬ 
do se obtiene la transformada inversa. ■ 

Pueden utilizarse estos comandos del sistema de álgebra por computadora para 
revisar las respuestas de los problemas 11 al 32 de esta sección, así como otros de 
elección propia. 


Transformadas de problemas con valores iniciales 


Se presentará ahora la aplicación de la transformada de Laplace para resolver una 
ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes, tal como 


ax"{f) + bx'{t) -f cx(r) = fit), (1) 

con condiciones iniciales dadas x(0) = Xg y x'(0) = x¿. Mediante la linealidad de la 
transformada de Laplace podemos transformar la ecuación (1) tomando de manera 
separada la transformada de Laplace de cada término de la ecuación. La ecuación 
transformada es 


a^{x’\t)} + b^{x'{t)} + c£E{x(í)} = L{/(í)}; (2) 

esta ecuación involucra las transformadas de las derivadas x' y x" de la función des¬ 
conocida x(í). La clave del método está en el teorema 1, el cual indica cómo expresar 
la transformada de la derivada de una función en términos de la transformada de la 
función misma. 






3 ^ 

Función continua 



Derivada continua por tramos 


FIGURA 7.2.1. Discontinuidades 
de/' que corresponden a “esquinas” 
en la gráfica de/. 
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TEOREMA 3 Transformadas de derivadas 

Supóngase que la función/(í) es continua y suave por tramos para t = 0,y que es 
de orden exponencial cuando f —^ +oo, de manera que existen constantes no nega¬ 
tivas M,cy T tales que 


|/(í)| = Me" para t S T. (3) 

Entonces, la existe para s > c,y 

> ^{/'(í)} = - m = sFis) - /(O). (4) 


La función / se llama suave por tramos en el intervalo acotado [a, b\ si 
es continua por tramos en [a, y derivadle salvo en ciertos puntos finitos, siendo 
/'(í) continua por tramos en [a, fi]. Pueden asignársele valores arbitrarios a/(í) en los 
puntos aislados donde/es no derivadle. Se dice que/es derivadle por tramos para 
í = 0 si es suave en el segmento de cada subintervalo acotado de [0, -foo). La figura 
7.2.1 muestra cómo “las esquinas” de la gráfica de/corresponden con discontinui¬ 
dades en su derivada/'. 

La idea principal de la demostración del teorema 1 es mostrarlo mejor en el 
caso en que/'(í) es continua (no meramente continua por tramos) para í S 0. Enton¬ 
ces, comenzando con la definición de 3í{/'(í)} e integrando por partes, se obtiene 


^{/'(Í)} = re-'>fit)dt = \e-^'f(t)r + s re-^‘f{t)dt. 
Jq L Jí=0 Jq 


Debido a (3), el término integrado e~^‘f{f) tiende a cero (cuando s > c) conforme 
f ^ - 1 - 00 , y su valor en el límite inferior í = 0 contribuye con —/(O) en la evaluación 
de la expresión anterior. La integral que queda es simplemente 3í{/(í); por el teore¬ 
ma 2 de la sección 7.1, la integral converge cuando s > c. Entonces, la i£{f'{t)} 
existe cuando 5 > c, y su valor se muestra en la ecuación (4). El caso en el cual/'(í) 
cuenta con discontinuidades aisladas se diferirá para el final de esta sección. 


Solución de problemas con valores iniciales 

Para transformar la ecuación (1) se necesita también la transformada de la segunda 
derivada. Si se asume que g(t) =/'(í) satisface la hipótesis del teorema 1, entonces 
éste implica que 


iE{f"it)} = i£{g'it)} = síE{git)} - giO) 

= sX{f'{t)} - /'(O) 

= s[s¿b{fit)} -/(O)] - /'(O), 

y así 

> F{s) - sm - /'(O). (5) 

Una repetición de este cálculo da 

^{/'"(í)} = - /"(O) = U Fis) - s^m - sfiO) - /"(O). (6) 


Después de un número finito de pasos como éste se obtiene la siguiente extensión 
del teorema 1. 
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Ejemplo 1 


Solución 


COROLARIO Transformada de derivadas de orden superior 

Supóngase que las funciones/,/',/", son continuas y suaves por tra¬ 

mos para f § 0, y que cada una de estas funciones satisface las condiciones dadas 
en (3) con los mismos valores de M y de c. Entonces, la í¿{/^''/í)} existe cuando 
s> c,y 


= í'-£g{/(f)} - í"-‘/(0) - í"-2/'(0)-/«-DCO) 

>► =s" F(s) - 5"-‘/(0)-5/(«-2)(0) -/(«-')(0). (7) 


Resuélvase el problema con valores iniciales 

x" — x' — 6x = 0; x(0) = 2, x'(0) = — 1. 

Con los valores iniciales dados, las ecuaciones (4) y (5) nos llevan a que 
££{x'(í)} = s^{x(t)} — x(0) = sX(s) — 2 


y 

i£{x"{t)} = s^^{x(t)} — íx(0) — x'(0) = s^X(s) — 2s + 1, 

donde (de acuerdo con nuestra convención respecto de la notación) Z(5) representa 
la transformada de Laplace de la función (desconocida) x(í). De esta manera, la ecua¬ 
ción transformada es 

[í2X(í) - 2í -f 1] - [íZ(í) - 2] - 6[X(í)] = 0, 
la cual se simplifica rápidamente en 

(í2 - í - 6)Z(í) - 2í -f 3 = 0. 


Así, 


^(í) 


2^-3 

— s — 6 


2s-3 

(v-3)(5-f 2) ■ 


Por el método de fracciones parciales (del cálculo integral), existen constantes Ay B 
tales que 

2s-3 ^ A ^ B 

{s-3){s + 2) s-3 s + 2’ 

y al multiplicar ambos lados de esta ecuación por {s — 3){s + 2) se llega a la identi¬ 
dad 

2s-3=A{s + 2) + B{s - 3). 

Si se sustituye s = 3, se encuentra que A = 5 ; la sustitución de 5 = —2 muestra que 
R = I. Así, 

3 7 

Xis) = £g{x(0} = ^ . 

s — 3 s + 2 


Como *{l/('y “ ^)} = e"'. se sigue que 

x(f) = I 

es la solución del problema original con valores iniciales. Nótese que se encontró 
primero la solución general de la ecuación diferencial. El método de la transformada 
de Eaplace proporciona directamente la solución particular deseada considerando 
automáticamente —por medio del teorema 1 y su corolario— las condiciones inicia¬ 
les dadas. ■ 
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Observación. En el ejemplo 1 se encontraron los coeficientes de las fraccio¬ 
nes parciales Ay B mediante el “truco” de sustituir por separado las raíces s = 3 y 
s = —2 del denominador original 5^ — 5 — 6 = (i — 3)(s + 2) en la ecuación 

2s-3=A{s + 2) + B{s - 3) 

que resultan de resolver las fracciones. En lugar de cualquiera de estos caminos cor¬ 
tos, el “método seguro” es agrupar coeficientes de iguales potencias de s del lado 
derecho de la ecuación 


2s-3 = (A + B)s + (2A - 3). 

Entonces, después de igualar coeficientes de términos del mismo grado, se obtienen 
las ecuaciones lineales 


A + B= 2, 

2A-3B= -3 

las cuales se resuelven fácilmente obteniendo los mismos valores de A 



3 

5 


Ejemplo 2 


Resuélvase el problema con valores iniciales 

x" + Ax = sen 3í; x(0) = x'(0) = 0. 

Un problema de este tipo surge en el movimiento de un sistema masa-resorte con una 
fuerza externa, como se muestra en la figura 7.2.2. 


Solución 


k = A 

fN>N>N4 

m - 1 

f(t) - sen 3t 



x(t) 


FIGURA 7.2.2. Sistema masa- 
resorte que satisface el problema 
con valores iniciales del ejemplo 2. 
La masa está inicialmente en reposo 
en su posición de equilibrio. 


Debido a que ambas condiciones son cero, de la ecuación (5) se obtiene que 3í{x"(í)} 
= Ea transformada de sen 3í se obtiene de la tabla de la figura 7.1.2 (secc. 7.1) 

y de esta manera se encuentra la ecuación transformada 

+ 4Z(U = . 

s +9 

Por tanto, 

_ _3_ 

“ (s2 +4 )(v2 +9) ■ 

El método de fracciones parciales resulta en 

3 As + B Cs + D 

(v2+4)(v2+9) ■ v2+4 ^ v2+9 ■ 


El “método seguro” para resolver las fracciones consistiría en multiplicar ambos la¬ 
dos de la ecuación por el denominador común, y luego agrupar los coeficientes de 
iguales potencias de s del lado derecho. Igualando coeficientes de iguales potencias 
de los dos lados de la ecuación resultante se llega a cuatro ecuaciones lineales que 
pueden resolverse para obtener A,B,C y D. 

Sin embargo, aquí puede anticiparse que A = C = 0 debido a que ni el nume¬ 
rador ni el denominador del lado izquierdo involucran alguna potencia impar de s, 
mientras que algún valor diferente de cero le corresponde a los términos de grado 
impar del lado derecho. De esta manera, A y C se reemplazan por cero antes de re¬ 
solver las fracciones. El resultado es la identidad 


3 = Bis^ -f 9) -f D(í2 + 4) = (B + D)s^ + {9B -I- 4D). 

Cuando se igualan coeficientes de iguales potencias de s se obtienen las ecuaciones 
lineales 

B + D = 0, 

9B + AD = 3, 
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X 



FIGURA 7.23. Función de la 
posición x{t) en el ejemplo 2. 


Ejemplo 3 


las cuales se resuelven fácilmente para B = | y D = —|. Así, 

Debido a que ¿2{sen 2í} = 2 /(í- + 4) y ,^{sen 3í} = 3/(s^ + 9), se concluye que 

x{t) = sen 2í — | sen 3í. 

La figura 7.2.3 muestra la gráfica de la función de posición de la masa de periodo 277. 
Nótese que una vez más que el método de la transformada de Laplace proporciona la 
solución directamente sin necesidad de obtener primero la función complementaria 
y una solución particular de la ecuación diferencial no homogénea original. De esta 
manera, las ecuaciones no homogéneas se resuelven exactamente igual que las ecua¬ 
ciones homogéneas. ■ 

Los ejemplos 1 y 2 ilustran el procedimiento de solución que se explica en la 
figura 7.2.4. 



FIGURA 7.2.4. Uso de la transformada de Laplace para 
resolver un problema con valores iniciales. 


Sistemas lineales 

La transformada de Laplace se utiliza con frecuencia en problemas de ingeniería 
para resolver sistemas lineales donde todos los coeficientes son constantes. Cuando 
se especifican las condiciones iniciales, la transformada de Laplace reduce este sis¬ 
tema lineal de ecuaciones diferenciales a un sistema lineal de ecuaciones algebrai¬ 
cas, donde las incógnitas son las transformadas de las funciones solución. Como se 
ilustra en el ejemplo 3,1a técnica para un sistema es esencialmente la misma que para 
una ecuación diferencial con coeficientes constantes. 


Resuélvase el sistema 


2x" = —6x + 2y, 

y" = 2x — 2y + 40 sen 3í, (8) 

sujeto a las condiciones iniciales 

x(0)=x'(0)=y(0)=y'(0) = 0. (9) 

De esta manera, la fuerza/(r) = 40 sen 3r se aplica a la segunda masa de la figura 
7.2.5, iniciando en el tiempo í = 0 cuando el sistema está en reposo en su posición 
de equilibrio. 
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4 

m, = 2 

- 2 

m2 = 1 

f(t) = 40 

n 


y 


FIGURA 7 . 2 . 5 . Sistema masa-resorte que satisface el problema 
con valores iniciales del ejemplo 3 . Ambas masas están 
inicialmente en reposo en sus posiciones de equilibrio. 


Solución Escribiendo X{s) = 3í{x(í)} y Efí) = iE{y(t)}, entonces las condiciones iniciales 
dadas en (9) implican que 

£e{x"(í)} = s^Xis) y ^{y"it)} = s^Yis). 

Debido a que ££{sen 3f} = 3/(s^ + 9), las transformadas de las ecuaciones dadas en 
( 8 ) son las ecuaciones 


252 Z( 5 ) = - 6 Z( 5 ) + 2Yis), 

, 120 

= 2 Z( 5 ) - lY{s) + . 

De esta manera, el sistema transformado es 

(52-b3)Z(5) -F(5) = 0, 

- 2 Z( 5 ) + (52 + 2)Y{s) = . (10) 


El determinante de este par de ecuaciones lineales en Z(í) y 7 ( 5 ) es 


52-b 3 -1 

-2 52+2 


= (52 -b 3)(52 -b 2) - 2 = (52 -b 1)(52 -b 4 ), 


y resolviendo —con la regla de Cramer— el sistema dado en (10) da como resultado 


Z(5) 


_120_ 

(52 +I)(s 2 + 4 )(s 2 + 9 ) 


5 

52 -b 1 


8 18 
52 -b 4 52+9 


(lia) 


y 


120(52 + 3) 

7151 = -- - - 

(52+1)(52 +4)(52 +9) 


10 ^ _8_ 18 

52 -b 1 52 -b 4 52+9 


( 11 b) 


Ea descomposición en fracciones parciales de las ecuaciones (lia) y (11b) se en¬ 
cuentra fácilmente con el método del ejemplo 2. En este sentido, obsérvese que los 
factores del denominador son lineales en 52 ^ por lo que puede escribirse 


_120_ ^ A ^ B ^ C 

(s 2 +1)(52 +4)(52 +9) ^ 2+1 ^ 2+4 52 + 9 ’ 

y de aquí se concluye que 

120 = A(52 -b 4)(52 -b 9) + 5(52 -b 1)(52 -b 9) + C(52 -b 1)(52 -b 4). (12) 

Ea sustitución de 52 = — 1 (esto es, 5 = i, un cero del factor + 1) en la ecuación (12) 
hace que 120 = A • 3 • 8 , tal que A = 5. De manera similar, la sustitución de 52 = —4 
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en la ecuación (12) proporciona B = —8, y de la sustitución de 5^ = —9 se obtiene 
que C = 3. De esta manera, se consigue la descomposición en fracciones parciales 
mostrada en la ecuación (lia). 

De cualquier manera, las transformadas inversas de Laplace de las expresiones 
dadas en las ecuaciones (lia) y (11b) proporcionan la solución 

x(f) = 5 sen í — 4 sen 2í + sen 3í, 
y(í) = 10 sen í + 4 sen 2t — 6 sen 3í. 


FIGURA 7.2.6. Funciones de la 
posición x(l) y y{í) del ejemplo 3. 


La figura 7.2.6 muestra las gráficas de estas dos funciones de la posición de las dos 
masas de periodo 277. ■ 


La perspectiva de la transformada 


m 


x(t) 




FIGURA 7.2.7. Sistema masa- 
resorte-amortiguador con fuerza 
externa/(í). 


Considérese la ecuación general de segundo orden con coeficientes constantes como 
la ecuación de movimiento 


mx" + ex' + kx = f(t) 

del conocido sistema masa-resorte-amortiguador (fig. 7.2.7). Entonces la ecuación 
transformada es 

m[s^Xis) - sx(0) - x'(0)] + c[íX(í) - x(0)] + kXis) = F(s). (13) 


Nótese que (13) es una ecuación algebraica —de hecho, una ecuación lineal— en la 
“incógnita” ^'(í). Esta es la gran fuerza del método de la transformada de Eaplace: 

Ecuaciones diferenciales se transforman en ecuaciones algebraicas 
fáciles de resolver. 


Si se resuelve la ecuación (13) para X{s), se obtiene 


7f(í) 


íM. , JM. 

Z{s) Z(s) ’ 


(14) 


donde 


Z(s) = ms^ + es + k y I(s) = mx(0)s + mx'(0) + cx(0). 


Nótese que Z(s) depende únicamente del sistema físico. Así, la ecuación (14) presen¬ 
ta Z(5) = L{x(í)} como la suma de un término dependiendo sólo de la fuerza externa 
y otro dependiendo sólo de las condiciones iniciales. En el caso de un sistema sin 
amortiguamiento, estos dos términos son las transformadas 

F(s) I(s) 

2;(x,w> = ^ y 

de la solución periódica en estado permanente y de la solución transitoria, respecti¬ 
vamente. Ea única dificultad potencial en la búsqueda de estas soluciones se presen¬ 
ta al intentar obtener la transformada inversa de Eaplace del lado derecho de la 
ecuación (14). Gran parte de lo que resta de este capítulo se dedica a obtener trans¬ 
formadas de Eaplace y transformadas inversas. En particular, se buscan aquellos 
métodos suficientemente poderosos que permitan resolver problemas que —a dife¬ 
rencia de los presentados en los ejemplos 1 y 2— no pueden solucionarse por los 
métodos del capítulo 3. 
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Ejemplo 4 


Solución 


Ejemplo 5 


Solución 


Técnicas de transformación adicionales 


Muéstrese que 


¡£{16“'} 


Si/(í) = te"', entonces/(O) = 0 y/'(O 
proporciona 


1 

(í - aY 

6“' + ate“‘. De esta manera, el teorema 1 


¡£{6“' + ate“'} = ¡£{f'm} = s¡£{f{,f)} = $¡£{16“'}. 
Se concluye por la linealidad de la transformada que 

¡£{e“'} + aíEite"'} = s¡£{te“'}. 


Por tanto, 


¡Eite"'} 


¡E{e‘“} 
s — a 


debido a que ¡£{e“'} = l/{s — a). 


1 

(5 - dY 


(15) 


Encuéntrese 3í{í sen kt}. 

Sea/(í) = t sen kt. Entonces/(O) = 0 y 

f'{t) = sen kt + kt eos kt. 

Ea derivada involucra una nueva función t eos kt, de tal manera que se observa que 
/'(O) = 0, por lo que derivamos de nuevo. El resultado es 

/"(í) = 2k eos kt — kd sen kt. 

Pero 3í{/'(í)} = s'^^{f{t)} por la fórmula (5) para la transformada de la segunda 
derivada, y ¿¿{eos kt} = s/{s'^ + k^), de tal manera que 

O Ir V 

—5 -r — k^!£{t sen kt} = s^¡£{t sen kt}. 

s + /: 

Einalmente, se resuelve esta ecuación para 


¿¿{í sen kt} 


2ks 

{s^ + k^Y 


(16) 


Este procedimiento es considerablemente más amable que la alternativa de evaluar 
la integral 


¡£{t sen kt} = / te~^' sen kt dt. 
Tn 


Eos ejemplos 4 y 5 explotan el hecho de que/(0) = 0, por lo que la derivación 
de/corresponde a la multiplicación de su transformada por s. Es razonable esperar 
la operación inversa de integración (antiderivada), que corresponde a la división de la 
transformada entre s. 
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Ejemplo 6 


Solución 


TEOREMA 2 Transformadas de integrales 


Si/(f) es una función continua por tramos para f § 0 y satisface la condición de 
orden exponencial |/(f)| á Me" para t^T, entonces 

ÍE 1^/(0 = i Xifit)} = ® (17) 

para 5 > c. En forma equivalente, 



Demostración. Debido a que/es continua por tramos, el teorema fundamen¬ 
tal del cálculo implica que 

gif) = f f(j) dr 

"'o 

es continua y que g'{t) = f{t) donde/es continua; así, g es continua y suave por tra¬ 
mos para í S 0. Más aún, 

/ t M A/f 

|/(t)| ¡Jt^M e" (¿t = — (e" — 1) < — e", 

Jq c c 

así, ^(í) es de orden exponencial conforme t ^ Por tanto, se puede aplicar el 
teorema 1 a con esto se obtiene 

= ^{g\t)} = s^{g{t)} - g(0). 

Ahora ^(0) = 0, de modo que al dividir entre s obtenemos 

|£/(t) drj = i£{git)} = ^ 

lo cual completa la prueba. ▲ 


Encuéntrese la transformada inversa de Eaplace de 


Gis) 


1 


— a) 


En efecto, la ecuación (18) significa que se puede eliminar un factor de s del deno¬ 
minador, encontrar la transformada inversa del resultado que se simplifica, y final¬ 
mente integrar de 0 a r (para “corregir” el factor s faltante). Así, 



Repítase la técnica para obtener 



l)dT 



(e"' — at — 1). 


Esta técnica es con frecuencia más conveniente que el método de fracciones par¬ 
ciales para encontrar una transformada inversa de una fracción de la forma 
7’(í)/[í''<2(í)]. ■ 
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Demostración del teorema 1. Se concluye esta sección con la demostración 
del teorema 1 en el caso general en el cual/' es meramente continua por tramos. Se 
necesita probar que el límite 


lím í e f'{t) dt 
th^OO Jq 

existe, y además encontrar su valor. Con ¿fija, siendo íp Í 2 > •••> fi—i puntos inte¬ 
riores al intervalo [0, b] donde/' es discontinua. Sean fg = 0 y / = ¿. Entonces se 
puede integrar por partes cada intervalo (/_i, /) donde/' es continua. Con esto 
se obtiene 


í e ’“f'{t)dt= í e ^'f'{f)dt 

t/r) _ ] \J f . 

u n=l ‘n-\ 

= e--mdt. (19) 

n=\ n=l ‘n-\ 


Ahora la primera suma 



-/(Íq) + ^ "‘/(b) + e 

+ ... + 

-e«*-2/(í^_2) -f e "‘-'/(/.i) 

+ — 

-‘/(4_i) + e-«/(/) 



( 20 ) 


en (19), se despliega de acuerdo con —/(fg) + = —/(O) -I- fib), y la 

segunda suma adiciona s veces la integral de íg = 0 a / = ¿, por lo que (19) se 
reduce a 


[ e "/'(O dt = -/(O) e ^'’fib) + s [ e ^’f{f) dt. 

Jq Jq 

Sin embargo, de la ecuación (3) se obtiene 

|g-.sfo/(¿)| g g-s* . J^^ch = ^ o 

si 5 > c. Por tanto, tomando límites (con s fija) cuando b -l-°o en la ecuación ante¬ 
rior, finalmente se llega al resultado deseado 

^{/'(í)} = í2;{/(í)}-/(0). ▲ 

Extensión del teorema 1 

Ahora supóngase que la función / es solamente continua por tramos (en lugar de 
continua), y sean fj, c, / ,... los puntos (para í > 0) donde/o/' son discontinuas. El 
hecho de que/sea continua por tramos nos lleva a considerar que —dentro de cada 
intervalo [/_i, /] entre puntos sucesivos de discontinuidad— coincide con una fun¬ 
ción que es continua en todo el intervalo cerrado y tiene “valores extremos” 

/(f+_i) = lím /(r) y /(í;) = lím/(í) 

'X-i 

que pueden no coincidir con los valores reales de/(/_j) y/(í„). El valor de una inte¬ 
gral en un intervalo no se afecta por cambiar los valores del integrando en los puntos 
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extremos. Sin embargo, si se aplica el teorema fundamental del cálculo para encon¬ 
trar el valor de la integral, entonces la función antiderivada deberá ser continua en el 
intervalo cerrado. Por tanto, se utilizan los valores extremos anteriores de la “forma 
continua dentro del intervalo” para evaluar (por partes) las integrales del lado dere¬ 
cho de (19). El resultado es 


«=1 '"-I 


-fita) + e "'/(í,) + -e *“/(ít) + e 


+ ... + 

-f 


— /?stk-2 f( 


/(íí_2) + e ■"‘-■/(íi._i) 


-e®-‘/(í+_j) -f e "'‘/(í^) 
k-l 

= -/(0+) - + e-^^ñb-), 


( 20 ’) 


12=1 


donde 


7/(t«) =m) -m (21) 

representa el salto (finito) de/(í) en f = í,,. Asumiendo que ¿f{/'(0} existe, se obtie¬ 
ne de esta manera la generalización 

OO 

£g{/'(í)} = sF{s) - /(0+) - Y. (22) 

22=1 

de = sF(s) — /(O), cuando se toma el límite de (19) conforme b 


Ejemplo 7 


m 


J I I L 


1 2 3 4 5 6 


FIGURA 7.2.8. Gráfica de la 
función escalera unitaria del 
ejemplo 7. 


Sea/(í) = 1 -f |í] la función escalera unitaria; su gráfica se muestra en la figura 7.2.8. 
Entonces/(O) = l,/'(0 = 0 y jj(n) = 1 para cada entero n = 1,2,3,...De esta for¬ 
ma la ecuación (22) obtiene 


OO 

0 = sF(s) — 1 — e“'“, 

22=1 


por tanto, la transformada de Eaplace de/(í) es 


F{s) = 


1 

i 


OO 

Ye->- 

22=0 


1 

5(1■ 


En el último paso se utilizó la fórmula para la suma de una serie geométrica. 


OO 

n=ü 


1 

1 — X ’ 


con X = e ^ < 1. 


Problemas 

Utilice la transformada de Laplace para resolver los proble¬ 
mas con valores iniciales en los numerales 1 al 16. 

1. x" -h4x = 0; x(0) = 5, x'(0) = 0 

2. x" -F 9x = 0; x(0) = 3, x'(0) = 4 


3. x" - x' - 2x = 0; x(0) = 0, x'(0) = 2 

4. x" -h 8x' -h 15x = 0; x(0) = 2, x'(0) = -3 

5. x" -h X = sen2í; x(0) = 0 = x' (0) 

6. x" -h 4x = cosí; x(0) = 0 = x'(0) 

7. x" -H X = eos 3í; x(0) = 1, x'(0) = 0 
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8. x" + 9x = l;jc(0) = 0 = JC'(0) 

9. x" + 4x' + Sjc = 1; jc(0) = 0 = jc'(O) 

10. x" + 3x' + 2x = f, x(0) = 0, x'(0) = 2 

11. x' = 2x + y, y' = 6x + 3y; x(0) = 1, y(0) = -2 

12. x' = X + 2y, y' = X + e^‘\ jc( 0) = y(0) = 0 

13. x' + 2y' + X = Q, x' - y' + y = 0-, ;c(0) = 0, 3^(0) = 1 

14. x" + 2x+4y = Q,y" +x + 2y = 0; jc( 0) = y(0) = 0, 
jc'(O) = y'(0) = -1 

15. x" + x' + y' + 2x — y = 0, y" + x' + y' + 4x — 2j’ = 0; 
x(0) = y(0) = 1, x'(0) = /(O) = 0 

16. x' = x+z, y' = x + y, z' = —2x—z\ x(0) = 1, y(0) = 0, 
z(0) = 0 


Aplique el teorema 2 para encontrar la transformada inversa 
de Laplace de las funciones en los problemas 17 al 24. 


17. F{s) 
19. F{s) 
21. F{s) 
23. F(s) 


1 

s{s — 3) 

1 

s{s'^ + 4) 

1 

-y 1) 

1 


s^(s^ — 1) 


18. F(s) 
20. F{s) 
22. F(s) 
24. F{s) 


3 


í(i + 5) 
2s+ 1 

s{s'^ + 9) 
1 

— 9) 
1 


j(i + l)(í + 2) 


25. Emplee el teorema 1 para deducir l£{sen kt} a partir de la 
fórmula ¡£{cos kt}. 

26. Utilice el teorema 1 para deducir ££{cosh kt} a partir de 
la fórmula 2;{senh kt}. 


27. (a) Aplique el teorema 1 para mostrar que 

Jí{t''e‘“} = -^£{f-^e‘“}. 
s — a 

(b) Deduzca que ií{í"e“'} = n\/{s — a)"+* para n = 1,2, 
3,... 


Emplee el teorema 1 como en el problema 5 para derivar las 
transformadas de Laplace en los problemas 28 al 30. 


28. }£{t eos kt} = 


-k^ 


29. }£{t senh kt} = 

30. !i£{t coshkt} = 


{s^+k^f 
2ks 


(s^-k^f 
s^ +k^ 
— k'^f 


31. Utilice el resultado del ejemplo 5 y el problema 28 para 
mostrar que 




1 

(s^ + k^Y 


—r(sen kt — kt eos kt). 
2k^ 


Recurra a la extensión del teorema 1 de la ecuación (22) para 
obtener las transformadas de Laplace dadas en los problemas 
32 al 37. 

32. }£{u{t — a)} = para a > 0 

33. Si/(f) = 1 en el intervalo [a, b] (donde 0 < a < b) y, en 
caso contrario,/(r) = 0, entonces 


£{f(t)} 


s 


34. Si/(í) = (“ l)l'l es la función de onda cuadrada cuya grá¬ 
fica se muestra en la figura 7.2.9, entonces 

■=C{/(d} = - tanh 

j 2 

(Sugerencia: Utilice la serie geométrica.) 


1 

m 

lililí 

-1 

1 2 3 4 5 6 ' 


FIGURA 7.2.9. Gráfica de la función de onda 
cuadrada del problema 34. 


35. Si f(f) es \afunción unitaria on-off cuya gráfica se muestra 
en la figura 7.2.10, entonces 


^{/(Ol 


1 

í(l -I- e-')' 







•- O •- 0 •--- 



A ^ A ^ A 


1 

2 3 4 5 6 ' 


FIGURA 7.2.10. Gráfica de la función on-off 
del problema 35. 

36. Si g(t) es la función de onda triangular cuya gráfica se 
muestra en la figura 7.2.11, entonces 


g(t) 



1 2 3 4 5 6 


FIGURA 7.2.11. Gráfica de la función de 
onda triangular del problema 36. 


37. Si/(í) es \a función diente de sierra cuya gráfica se mues¬ 
tra en la figura 7.2.12, entonces 


=C{/(f)} 


1 e 

s^ í(l - e-^) 


(Sugerencia: Obsérvese que f'(t) = 1 donde está definida.) 


m 

.^/7/7/ /f 

1 2 3 4 5 6 * 

FIGURA 7.2.12. Gráfica de la función diente 
de sierra del problema 37. 
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7.2 Aplicación 


Transformadas de problemas con valores iniciales 


Los sistemas comunes de álgebra por computadora conocen el teorema 1 y su coro¬ 
lario, por lo que pueden cambiar no sólo funciones (como en el proyecto de la secc. 
7.1), sino también un problema completo con valores iniciales. Aquí se ilustra la 
técnica con Mathematica y en el proyecto de la sección 7.3 con Maple. Considérese 
el problema con valores iniciales 

x" + 4x = sen 3í, x(0) = x'(0) = 0 


del ejemplo 2. Se define primero la ecuación diferencial con sus condiciones inicia¬ 
les, y luego se carga el paquete de transformada de Laplace. 

de = x"[t] + 4*x[t] == Sen[3*t] 
inits = {x[0] —> 0, x'[0] —> 0} 

La transformada de Laplace de la ecuación diferencial está dada por 

DE = LaplaceTransform[de, t, s] 

El resultado de este comando —el cual no se muestra aquí explícitamente— es una ecua¬ 
ción (algebraica) en las todavía desconocidas LaplaceTransform[x[t] ,t,s]. 
Se procede a resolver para la transformada Z(5) de la función desconocida x(í) y a 
sustituir las condiciones iniciales. 

X = Solve[DE, LaplaceTransform[x[t],t,s]] 

X = X//Last//Last//Last 
X = X/. inits 

3 

(52 +4)(52 +9) 


Finalmente, sólo se necesita calcular la transformada inversa para encontrar x(í)- 

X = InverseLaplaceTransform[X,s,t,] 

(3 cos(í) sen(r) — sen(3í)) 

x/. {Cos[t] Sen[t] 2. 1/2 Sen[t]}// Expand 

3 1 

— sen(2í) — — sen(3í) 


Por supuesto que puede obtenerse este resultado con DSolve , pero la salida inter¬ 
media generada por los pasos aquí mostrados es más didáctica. Puede intentarse con 
los problemas con valores iniciales de los problemas 1 al 16. 


Traslación y fracciones parciales 


Como se ilustró en los ejemplos 1 y 2 de la sección 7.2, la solución de una ecuación 
diferencial lineal con coeficientes constantes frecuentemente puede reducirse al pro¬ 
blema de encontrar la transformada inversa de Laplace de la función racional de la 
forma 


R{s) 


m. 

Qis) 


( 1 ) 


donde el grado de P(s) es menor que el grado de Qis). La técnica para encontrar 
3t“'{í?(í)} se basa en el mismo método de fracciones parciales utilizado en el cálcu¬ 
lo elemental para integrar funciones racionales. Las siguientes dos reglas describen 
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la descomposición de fracciones parciales de R{s) en términos de la factorización 
del denominador Q(s) en factores lineales y factores cuadráticos irreductibles, co¬ 
rrespondientes a ceros reales y complejos, respectivamente, de Qis). 


REGLA 1 Fracciones parciales de factores lineales 

La parte de la descomposición de la fracción parcial de Ris), correspondiente al 
factor lineal 5 — a de multiplicidad n, es una suma de n fracciones parciales que 
tienen la forma 


^1 ^2 
s- a {s- af- 



donde Aj, A 2 ,..., y A^ son constantes. 


( 2 ) 


REGLA 2 Fracciones parciales de factores cuadráticos 

La parte de la descomposición de la fracción parcial correspondiente al factor 
cuadrático irreducible (í — aY + b~ de multiplicidad n es una suma de n fraccio¬ 
nes parciales que tienen la forma 


A,s + A^s + A s + B 

_ 1 _ 1 I _ 2 _ 2 _|_ _|_ _ n _ n 

{s — aY +b^ [(■^ “ ^Y + T [(■^ “ + b'^Y 

donde Aj, Aj,..., A^, B ^, B ^,..., y son constantes. 


(3) 


Para encontrar se necesitan dos pasos. Primero debe obtenerse la 

descomposición de fracciones parciales de R{s), y luego la transformada inversa de 
Laplace de cada una de las fracciones parciales individuales de alguno de los tipos 
que aparecen en (2) y en (3). El último paso se basa en la siguiente propiedad ele¬ 
mental de las transformadas de Laplace. 


TEOREMA 1 Traslación sobre el eje s 

Si F{s) = f£{/(í)} existe para s> c, entonces 2;{e“'/(í)} existe para s > a + c,y 
> ¿bie-'fit)} = F{s - a). (4) 

De manera equivalente, 

>► ^-YF(s - fl)} = e-‘f{t). (5) 

Así, la traslación í —^ 5 ^ a en la transformada corresponde a la multiplicación de 
la función original de t por e‘“. 


Demostración. Si simplemente se reemplaza s por 5 — a en la definición de 
F{s) = i£{/(í)}, se obtiene 

F(s — a) = í fit) dt = í dt = 

2o Tg 

Ésta es la ecuación (4), y resulta claro que la ecuación (5) es la misma. ▲ 
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Si se aplica el teorema de la traslación a las fórmulas de las transformadas de 
Laplace de í", eos kt y sen kt que ya se conocen —multiplicando cada una de estas 
funciones por e‘" y reemplazando s por s — am las transformadas— se obtienen las 
siguientes adiciones a la tabla de la figura 7.1.2. 


m F{s) 


7" 

n\ 

(5 —«)"+' 

is > a) 

(6) 

' eos kt 

s — a 

(5 > a) 

(7) 

(5 — a)^ + 

' sen kt 

k 

is > a) 

(8) 

(5 — a)^ + kP- 


Como una referencia rápida, todas las transformadas de Laplace obtenidas en 
este capítulo se muestran en la tabla de transformadas que aparece al final del libro. 


Ejemplo 1 


Considérese un sistema masa-resorte con m = ^,^=17yc = 3en unidades mks 
(fig. 7.3.1). Como de costumbre, sea x(t) la función que describe el desplazamiento 
de la masa m a partir de su posición de equilibrio. Si la masa se pone en movimien¬ 
to con x(0) = 3 y x'(0) = 1, encuentre x(t) para las oscilaciones libres amortiguadas 
resultantes. 


Solución La ecuación diferencial es ^x" + 3x' + 17x = 0; de esta manera, debe resolverse el 
problema con valores iniciales 


k = n _ c = 3 


WWWWWVWWWl 

m = i 


íf}-' 


x(t) 


FIGURA 73.1. Sistema masa- 
resorte-amoitiguador del ejemplo 1. 


x"-f 6x'-f 34x = 0; x(0) = 3, x'(0) = 1. 

Considérese la transformada de Laplace de cada término de la ecuación diferencial. 
Debido (obviamente) a que ^¡{O} = 0, se obtiene la ecuación 

[52Z(5) - 35 - 1] -f 6[5Z(5) - 3] -f 34Z(5) = 0. 


X 



FIGURA 73.2. Función de la 
posición x(t) del ejemplo 1. 


la cual se resuelve para Z(5) como 




35 + 19 5 + 3 5 

5 ^ + 65 + 34 (5 + 3)^ +25 (5 + 3)^ + 25 


Aplicando las fórmulas en (7) y (8) con a = —3yA: = 5,se observa que 
x(í) = e~^' (3 eos 5í + 2 sen 5í)- 

La figura 7.3.2 muestra la gráfica de esta oscilación amortiguada que decae rápida¬ 
mente. ■ 


El ejemplo 2 ilustra una técnica útil para encontrar los coeficientes de las frac¬ 
ciones parciales en el caso de factores lineales no repetidos. 


Ejemplo 2 


Encuéntrese la transformada inversa de Eaplace de 


Ris) 


5^+1 


5 ^ — 25^ — 85 
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Solución 


Ejemplo 3 


Solución 


Nótese que los factores del denominador de R(s) se pueden definir como Q(s) = 
sis + 2)is — 4). En consecuencia 

+1 ^ A ^ B ^ C 

s^ —2s^ —8s s s + 2 5 — 4 


La multiplicación de cada término de esta ecuación por Qis) resulta en 

s^+ í=Ais + 2)is - 4) + Bsis - 4) + Csis + 2). 

Cuando se sustituyen sucesivamente los tres ceros 5 = 0,5 = —2y5 = 4 del deno¬ 
minador 2 ( 5 ) en esta ecuación, se obtienen los resultados 

-8A=1, 125 = 5, y 24C = 17. 

Por tanto A=—|,5 = y C = ^,así 

52+1 1 A IZ 

^ ^ _ _ A _|_ 12 24 

52—252—85 5 5 - 1-2 5 — 4 ’ 

y entonces. 




52 -fl 


— 252 — 85 


15 17 

- - + — e-2' -F — e4í 

8 12 24 


El ejemplo 3 ilustra una técnica de derivación para encontrar los coeficientes 
de las fracciones parciales en el caso de factores lineales repetidos. 


Resuélvase el problema con valores iniciales 

y" + 4y' + 4y = (2- y(q) = y ' (Q) = Q, 

La ecuación transformada es 

527(5) -f 457(5) -f 47(5) = 4 . 

54 


Así, 




2 

52 ( 5 -f 2)2 




D 

(5 + 2)2 


+ 


E 

5 + 2 


(9) 


Para encontrar A, 5 y C se multiplican ambos lados de la ecuación por s^ para obte¬ 
ner 


2 

(5 + 2)2 


= A + 55 + C 52 + 525 ( 5 ), 


( 10 ) 


donde F{s) = Dis + 2)“2 -|- Eis + 2)“' es la suma de las dos fracciones parciales 
correspondientes a (5 + 2)2. La sustitución de 5 = 0 en la ecuación (10) da como 
resultado que A = y . Para encontrar 5 y C se deriva la ecuación (10) dos veces para 
obtener 


-4 

(5 + 2)2 


= 5 + 2C5 + 3525 ( 5 ) + 525 ' ( 5 ) 


( 11 ) 
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Ejemplo 4 


Solución 


y 

= 2C + 6sFis) + 6s^F'is) + s^F'Xs) (12) 

(^_^ 4)4 

Ahora de la sustitución de 5 = 0 en la ecuación (11) se obtiene B = — ^ , y la susti¬ 
tución de 5 = 0 en la ecuación (12) da como resultado C = |. 

A su vez, para encontrar D y E se multiplica cada lado de la ecuación (9) por 
(í + 2 ) 2 , lo que lleva a 


^ = D ^(í 2) -h (í 2)2 G(í), 

s 

donde Gis) = As~^ + Bs~^ + Cí“', y entonces se deriva para obtener 

- 4 =E + 2is + 2)Gis) + (5 + 2)2 G'is). 
s 


(13) 


(14) 


De la sustitución de 5 = —2 en las ecuaciones(13) y (14) se obtiene ahora que D = 
— 4 y E = —|.De esta manera 


ní) = 


1 

2 



1 

{s + 2f 


s E 2 


así la solución del problema con valores iniciales dado es 


yit) = 



1 

4 


te 2 ' — 


3 

8 


e 


-2t 


Los ejemplos 4, 5 y 6 ilustran técnicas relacionadas con los factores cuadráti- 
cos en la descomposición de las fracciones parciales. 


Considérese el sistema masa-resorte-amortiguador del ejemplo 1, pero con condicio¬ 
nes iniciales x(0) = x'(0) = 0 y con una fuerza externa aplicada F(r) = 15 sen 2t. 
Encuéntrense el movimiento transitorio resultante y el movimiento periódico en es¬ 
tado permanente de la masa. 

El problema con valores iniciales que se necesita resolver es 

x" + 6 x' -f 34x = 30 sen 2f; x(0) = x'(0) = 0. 

Ea ecuación transformada es 

s^-Xis) + 6sXis) + 34Z(5) = . 

5+4 


Por tanto 


^(í) 


_60_ 

(52+4)[5 + 3)2+25] 


As + B Cs + D 
s^+4 ^ {s + 3)2 + 25 ■ 


Cuando se multiplican ambos lados de la ecuación por un denominador común, se 
tiene que 


60 = (Ai + B)[s + 3)2 + 25] + (Cs + D)is^ + 4). (15) 

Para encontrar A y B se sustituye el cero s = 2i del factor cuadrático 52 - 1-4 
en la ecuación (15); el resultado es 


60 = (2/A + B)[i2i + 3)2 + 25], 
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X 

I 1-Periódica 



- 0.5 

FIGURA733. Oscilación 
periódica forzada movimiento 
transitorio amortiguado x^Jj) y 
solución x{f) = x^^(t) + 
del ejemplo 4. 


el cual se simplifica en 

60 = (-24A + 305) + (60A + 125)¿. 

Ahora se igualan las partes reales e imaginarias de cada lado de esta ecuación para 
obtener dos ecuaciones lineales 

-24A + 305 = 60 y 60A + 125 = 0, 

las cuales se resuelven para obtener que A=—^y5=||. 

Para encontrar C y D se, sustituye el cero s = —3 + 5i del factor cuadrático 
{s + 3)^ + 25 en la ecuación (15), y se obtiene 

60 = [C(-3 + 5i) + D][(-3 + 5/)- + 4], 

que se simplifica en 

60 = (186C - 12D) + (30C - 30D)/. 

Igualando las partes reales e imaginarias, una vez más se llega a dos ecuaciones 
lineales 


186C-12D = 60 y 30C - 30D = 0, 

y se encuentra que su solución es C = D = ^ . 

Con estos valores de los coeficientes A, 5, C y D, la descomposición en frac- 

/-lOí + 50 lOí + 10 \ 

V í2 + 4 +(^ + 3)2 + 25; 

/-lOí + 25-2 10(í + 3)-4-5\ 

^2 + 4 + (j + 3)2 + 25 )' 

Después de calcular las transformadas inversas de Laplace se obtiene que la función 
de la posición es 

= ¿ (—2 eos 2í + 5 sen 2í) + (5 eos 5í — 2 sen 5í). 

Los términos con frecuencia angular 2 constituyen la oscilación forzada periódica en 
estado permanente de la masa, mientras que los términos exponenciales amortigua¬ 
dos con frecuencia angular 5 constituyen su movimiento transitorio, el cual desapa¬ 
rece rápidamente (véase fig. 7.3.3). Nótese que el movimiento transitorio es diferen¬ 
te de cero aun cuando las condiciones iniciales sean cero. ■ 


clones parciales de X{s) es 




1 

29 


Resonancia y factores cuadráticos repetidos 

Las siguientes dos transformadas inversas de Laplace son útiles para invertir fraccio¬ 
nes parciales que corresponden al caso de factores cuadráticos repetidos: 

Ésta es la conclusión del ejemplos 5 y del problema 31 de la sección 7.2, respectiva¬ 
mente. Debido a la presencia de los términos t sen kty t eos kt en las ecuaciones (16) 
y (17), un factor cuadrático repetido comúnmente indica la presencia del fenómeno 
de resonancia en un sistema mecánico no amortiguado o en un sistema eléctrico. 
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Ejemplo 5 


Solución 



FIGURA 73.4. La solución de 
resonancia en (18) con C!)g = ^ y 
Fg= 1 junto con sus curvas 
envolventes X = ±C(f). 


Utilícese la transformada de Laplace para resolver el problema con valores iniciales 

x" + V = Fg sen wí; x(0) = 0 = x'(0) 

que determinan las oscilaciones forzadas no amortiguadas de una masa sujeta a un 
resorte. 

Cuando se transforma la ecuación diferencial, se obtiene la ecuación 


F (O F„£u 

+ 6 ü2 Z(U = ° 2 , así Z(U = , . , ° , 

s + co {s + co ){s + co 


0^ 


Si cu 7^ íUg, se encuentra sin dificultad que 




Fqcü 

üF — (Úq\s'^ + (ÚQ s'^ + üP-J' 


de esta manera se concluye que 


Fqcu / 1 1 

x{t) = -y — sen tuoí - — sen cuí 

oP - cug ycuo cu 


Pero si cu = cug, se tiene que 






(.2 + 0 ^ 2 ) 2 ’ 

así que la ecuación (17) proporciona la solución de resonancia 


x(í) = -— y (sen cugí — cugí eos cugí). 
ZCUg 


(18) 


Observación. La curva solución definida en la ecuación (18) oscila una y 
otra vez (véase fig. 7.3.4) entre las “rectas envolventes” x = ±C(í) obtenidas al es¬ 
cribir (18) en la forma 


x{t) = A(f) eos cUgí + Bit) sen cUgí 


y definiendo entonces la usual “amplitud” C = . En este caso se encuen¬ 

tra que 


Cit) = +l ■ 

Esta técnica para construir las curvas envolventes de soluciones de resonancia se 
ilustra más adelante en el material de aplicación de esta sección. ■ 
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Ejemplo 6 


Solución 


Resuélvase el problema con valores iniciales 

y(4) + 2y" + y = Ate<-, y(0) = y '(0) = y "(0) = y(3)(0) = 0. 


Se observa primero que 


^{y"(r)} = s^Yis), i£{y^*Kt)} = y 


1 

(.- 1 ) 2 - 


En consecuencia, la ecuación transformada es 

(54 + 2^2 + l)Y{s) = . 

{s - 1)2 

Por tanto, el problema es encontrar la transformada inversa de 

4 

= ^ , Cs + D 

{s-lf S-l (. 2 + 1)2 

Si se multiplica por el denominador común (. — 1)2(.2 + 

A(.2 + 1)2 + B(s - 1)(.2 + 1)2 + Csis - 1)2 

+ D{s - 1)2 + Es{s - 1 ) 2(.2 + 1) + F{s - 1 ) 2(.2 + 1) = 4. (20) 

Después de sustituir . = 1 se encuentra que A = 1. 

La ecuación (20) es una identidad que se cumple para todos los valores de .. 
Para encontrar los valores de los coeficientes restantes se sustituyen sucesivamente 
los valores . = 0,.= —1,. = 2,.= —2 y . = 3 en la ecuación (20). Esto nos con¬ 
duce al sistema 


Es + F 

. 2+1 


(19) 


1)2, se obtiene la ecuación 


-B + D + 

-8B - 4C + 4D - 8E + 
25B + 2C + D + lOE + 
-15B - 18C +9D - 90E + 
2005 -f 12C +AD + \2QE + 


E = 3, 

8E = 0, 

5E = -21, (21) 

45E = -21, 

40E = -96 


de cinco ecuaciones lineales con incógnitas B, C, D, E y E. Con la ayuda de una 
calculadora programadle que resuelva sistemas lineales se encuentra que B = —2, 
C = 2,D = 0,E = 2yF = 1. 

Sustituyendo ahora los coeficientes obtenidos en la ecuación (18) se llega a 




1 

(.- 1)2 


2 2. 2.-11 

.-1 (. 2 - 11)2 . 2 +r 


Si se recuerdan de la ecuación (16) la propiedad de traslación y las conocidas trans¬ 
formadas de eos t y sen t, se observa finalmente que la solución del problema con 
valores iniciales es 


y(f) = (í — 2)e' + (í + 1) sen í -1 2 eos t. 
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Problemas 


Aplique el teorema de traslación para encontrar las transfor¬ 
madas de Laplace de las funciones en los problemas 1 al 4. 

1. f(t) = t^e”^' 2. f{t) = 

3. f(t) = e^^‘sen3nt 4. /(í) = cos2 (í — 

Emplee el teorema de traslación para obtener las tranformadas 
inversas de Laplace de las funciones en los problemas 5 al 10. 


5. 

F(s) = 

2s-A 

6. F(s) 

7. 

F(s) = 

1 

8. F(s) 

-|- 4í -|- 4 

9. 

F{s) = 

3i -I- 5 

10. F{s) 

— 6í -|- 25 


s — l 

(í + 1)^ 
s 1 
+ 4í + 5 
2í - 3 

9j2 - \2s + 20 


Utilice fracciones parciales para hallar las transformadas in¬ 
versas de Laplace de las funciones en los problemas 11 al 22. 


11. F{s) 
13. F(s) 


1 

s^ — A 
5-2s 

í2 + 7í + 10 

1 


12. F{s) 
14. F{s) 


5s — 6 

— 3í 
5í -4 

s^ — s^ — 2s 

1 


15. F(s) 
17. F(s) 
19. F(s) 
21. F(s) 


s^ — 5j^ 

16. 

F(s) = 

(j2 -b í — 6)2 

1 

18. 

Fis) = 


1 

OS 

(í - 4)^ 

s^ — 2s 

20. 

Fis) = 

1 

í'* -t- 5s^ -t- 4 

— 8^2 -b 16 

í2-|-3 

22. 

Fis) = 

2j2 — j2 

(i2 -b 2í -b 2)2 

(4í2 _ -(- 5)2 


Recurra a la factorización 


j'* + Aa'* = (s^ — 2as + 2a^)(s^ + 2as + 2a^) 


para deducir las transformadas inversas de Laplace listadas 
en los problemas 23 al 26. 


23. 

24. 

25. 

26. 


+ Aa* 
s 

+ Aa‘^ 
s^ 

+ Aa‘^ 

1 

+ Aa"^ 


= coshat cosat 


= —- senh at sen at 
2a2 


= — (coshaí senaí + senhaí cosaí) 
2a 

= —-(coshaí sen ai — senh ai eos ai) 
4a 3 


Aplique la transformada de Laplace para resolver los proble¬ 
mas con valores iniciales en los problemas 27 al 38. 


27. 

x" -b 6x' -b 25x = C 

);x(0) = 2,x'(0) = 3 



28. 

x" — 6x' -b 8x = 2; 

x(0) =x'(0) = 0 



29. 

x" — 4x = 3í; x(0) 

= x'(0) = 0 



30. 

x" -b 4x' -b 8x = 

O 

II 

O 

II 

O 



31. 

O 

II 

so 

1 

'k 

+ 

en 

';x(0) = 0, x'(0) =x"i 

(0) = 1 


32. 

x'-*'' — X = 0; x(0) = 

= 1, x'(0) = x"(0) = X 

p 

II 

O 


33. 

x*"^* -b X = 0; x(0) = 

M 

O 

II 

O 

II 

p 

(2)(0) = 1 


34. 

xO> -b 13x" -b 36x 

= 0; x(0) = x"(0) = 

0, x'(0) = 

^ 2, 


xO)(0) = -13 




35. 

x<^) -b 8x" -b 16x 

= 0; x(0) = x'(0) = 

= x"(0) = 

0, 


x<2)(0) = 1 




36. 

xO)-b2.r"-bx = e2' 

p 

II 

P 

II 

p 

= x<2)(0) = 

= 0 

37. 

x"-b 4x'-b 13x = te x(0) = 0, x'(0) = 

2 


38. 

x" -b 6x' -b 18x = eos 2í; x(0) = 1, x'(0) = 

= -1 



Los problemas 39 y 40 ilustran dos tipos de resonancia en un 
sistema masa-resorte-amortiguador con una fuerza externa 
F(t) y con condiciones iniciales Jt:(0) = x'(0) = 0. 

39. Suponga que m = l,k = 9,c = Oy F(t) = 6 eos 3i. Apro¬ 
veche la transformada inversa dada en la ecuación (16) 
para obtener la solución x(t) = i sen 3i. Construya una 
gráfica para ilustrar la resonancia que se presenta. 

40. Suponga que m = \ ,k = 9.04, c = 0.4 y Fif) = eos 3i. 
Obtenga la solución 

x{t) = te^‘/s sen 3i. 

Muestre que el valor máximo de la función de la amplitud 
A(i) = te^ds es A(5) = 5/e. De esta manera (como se in¬ 
dica en la fig. 7.3.5), se incrementa la amplitud de las os¬ 
cilaciones de la masa durante los primeros 5 s antes de ser 
amortiguadas conforme i—> -l-oo. 



FIGURA 7.3.5. Gráfica de la oscilación 
amortiguada del problema 40. 


7.3 Aplicación 


Investigaciones sobre amortiguación y resonancia 


Se describe aquí una investigación con Maple sobre el comportamiento de un siste¬ 
ma masa-resorte-amortiguador 


mx" + ex' + kx = F(t), x(0) = x'(0) = 0 


(1) 
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con valores de los parámetros 

m := 25; c := 10; k := 226; 

en respuesta a las diferentes fuerzas externas: 

1. F{t) = 226 

Ésta debe proporcionar oscilaciones amortiguadas “tendiendo a” una solución cons¬ 
tante (¿por qué?) 

2. F{t) = 901 eos 3í 

Con esta fuerza periódica externa se pueden apreciar oscilaciones en estado perma¬ 
nente con un movimiento transitorio amortiguado exponencial (como se ilustra en la 
fig. 3.6.13). 

3. F{t) = 900e“75 eos 3í 

Ahora la fuerza periódica externa es exponencialmente amortiguada, y la transfor¬ 
mada Z(5) incluye un factor cuadrático repetido que señala la presencia del fenóme¬ 
no de resonancia. La respuesta x(í) es un múltiplo constante que se muestra en la ñ- 
gura 7.3.5. 

4. F{t) = 900íe“75 eos 3í 

Se ha agregado el factor t para hacerlo un poco más interesante. La solución se ilus¬ 
tra en seguida. 

5. F{t) = 162Ée“75 eos 3í 

En este caso se encuentra que la transformada Z(5) involucra la quinta potencia de 
un factor cuadrático; su transformada inversa es prácticamente imposible de realizar 
con métodos manuales. 

Para ilustrar la solución de Maple, primero se captura la ecuación diferencial 
del caso 4. 

F := 900*t*exp(-t/5)*cos(3*t); 

de := m*diff(x(t),t$2) + c*diff(x,(t),t) + k*x(t) = F; 

Posteriormente se aplica la transformada de Laplace y se sustituyen las condiciones 
iniciales. 

with(inttraans) : 

DE := laplace(de, t, s): 

X(s) := solve(DE, laplace(x(t), t, s)): 

X(s) := simplify(subs(X(0)=0, D(x)(0)=0, X(s))); 

En este punto el comando factor (denom(X(s) )) muestra que 

_ 22500(25.y^ +10^ - 224) 

(25s^ -f IO 5 + 226)^ 

El factor cuadrático al cubo sería difícil de manejar manualmente, pero el comando 

x(t) := invlaplace(X(s), s, t); 

rápidamente obtiene 

x{t) = eos 3í + (3F ~ |) sen 3í). 

Ea función de la amplitud para esas oscilaciones amortiguadas se define por 

C(t) := exp(-t/5)*sqrt(t"2 + (3*t"2 - l/3)"2); 

y finalmente el comando 
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FIGURA 73.6. La solución de 
resonancia y sus curvas envolventes 
en el caso 4. 


plot({x(t), C(t), -C(t)}, t=0..40); 

obtiene la gráfica mostrada en la figura 7.3.6. La resonancia resultante del factor 
cuadrático repetido consiste de una acumulación progresiva antes de que las oscila¬ 
ciones se amortigüen. 

Para una solución similar en alguno de los casos presentados anteriormente, 
sólo se necesita introducir la fuerza apropiada F en el comando inicial presentado 
con antelación, y luego ejecutar nuevamente los comandos subsecuentes. Para apre¬ 
ciar las ventajas de utilizar la transformada de Laplace se inicializa la ecuación dife¬ 
rencial de para el caso 5 y se examina el resultado del comando 


dsolve({de, x(0)=0, D(x)(0)=0}, x(t)); 


Por supuesto que se pueden sustituir los propios parámetros para la masa, el amorti¬ 
guador y el resorte en lugar de los aquí utilizados, pero los cálculos se simplifican si 
se escogen m,cy k, de tal manera que 

mr^ + cr + k = {pr + aY + b~ (2) 


donde p,a y b son enteros. Un camino es elegir primero los últimos enteros y luego 
utilizar la ecuación (2) para determinar m,c y k. 


Derivadas, integrales y productos de transformadas 

La transformada de Laplace de la (inicialmente desconocida) solución de una ecua¬ 
ción diferencial, se puede reconocer algunas veces como el producto de las transfor¬ 
madas de dos funciones conocidas. Por ejemplo, cuando se transforma el problema 
de valores iniciales 


x" + x = eos í; x(0) 


x'(0) = 0, 


se obtiene 




s 

(^ 2 + 1)2 


S 

52 - 1-1 


1 

52 - 1-1 


= .^{cos í} • 2í{sen t}. 


Esto sugiere fuertemente que debe haber una forma de combinar las dos funciones 
sen t y eos t para obtener una función x(í) cuya transformada sea el producto de sus 
transformadas. Pero, como es obvio, x(í) no es simplemente el producto de eos t por 
sen t debido a que 


,^{cos t sen í} = | sen 2í} 


1 

52 - 1-4 




5 

(52 ' 


Así, ^{cos t sen i} ^ ££{cos í} • £íí{sen í}. 

El teorema 1 de esta sección muestra que la función 

Kt) = [ f{T)g{t - T)dT (1) 

"'o 

tiene la propiedad deseada de que 

= H{s) = F{s) ■ Gis). (2) 

Ea nueva función de t definida como la integral en (1) depende sólo de/ y g, y se 
conoce como la convolución de/y g. Se representa como / * g, donde la idea es que 
es un nuevo tipo de producto de/ y g, de tal modo que su transformada es el produc¬ 
to de las transformadas de / y de g. 
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Ejemplo 1 


DEFINICIÓN Convolución de dos funciones 

La convolución/ * ^ de funciones continuas por tramos/y g se define para t = 0 
como sigue: 

>“ (/ * g)it) = í fÍT)git - T)dT. (3) 

"'o 


Se escribirá también como/(í) * g{t) cuando sea conveniente. En términos de 
la convolución del producto, el teorema 1 de esta sección dice que 

> ¡£{f*g} = nñ-ng}- 

Si se hace la sustitución m = í — t en la integral dada en (3), se observa que 

/(O * g{t) = í f{r)g{t - T)dT = f f{t - u)g{u){-du) 

Jq Jj 

= í g{u)f{t - u)du = g{t) 

"'o 

De esta manera, la convolución es conmutativa: f * g = g *f. 

La convolución del eos í y el sen t es 

(eos t) * (sen t) = í eos t sen(í — t)c/t. 

Si se aplica la identidad trigonométrica 


se obtiene 


eos A sen 5 = y [sen(A + B) — sen(A — 5)] 


(eos t) * (sen 0 = J 2 ^ ~ sen(2T — f)\dr 


T sen r + y cos(2t — 1) 


esto es. 


(eos t) * (sen t) = ^t sen t. 


Recuérdese del ejemplo 5 de la sección 7.2 que la transformada de Laplace de y í sen t 
es de hecho 5 /( 5 ^ + 1/. ■ 

El teorema 1 se demuestra al final de esta sección. 


TEOREMA 1 La propiedad de convolución 

Supóngase que/(í) y g{t) son continuas por tramos para r g 0, y que |/(r)| y |g(r)| 
están acotadas por Me‘^‘ conforme r ^ +°°. Entonces la transformada de Laplace 
de la convolución/(í) * g{t) existe para s> c, más aún, 

> i£{/(0 * g(f)} = ££{/(r)} • ÍE{g{t)} (4) 
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Ejemplo 2 


y 

V ¿E-^{Fis)-G{s)}=fit)*git). (5) 


De esta manera, es posible encontrar la transformada inversa del producto 
F(s) • Gis) siempre que sea posible evaluar la integral 

>► i£-^{Fis) ■ G(5)} = ffÍT)git - T)dT. (5’) 

"'o 

El ejemplo 2 ilustra el hecho de que la convolución ofrece, con frecuencia, una 
alternativa al uso de fracciones parciales para encontrar las transformadas inversas. 


Con/(í) = sen 2t y g(í) = e', la convolución obtiene 

2 




(5-1)(52 +4) 


(sen 2í) * e‘ = í e' 
Jo 


sen 2t dr 


' 7 ' 

•'o 


= e‘ e sen 2t dr = e‘ 


sen2T — 2 cos2t) 


Jo 


de esta manera. 


£g-i 


2 1 2 

/ ..N/ 7 — d - — sen 2í - — eos 2í. 

(v-1)(52+4)J 5 5 5 


Derivación de transformadas 

De acuerdo con el teorema 1 de la sección 7.2, si/(0) = 0, entonces la derivación de 
f(t) corresponde a la multiplicación de su transformada por s. El teorema 2, demos¬ 
trado al final de esta sección, dice que la derivación de la transformada F{s) corres¬ 
ponde a la multiplicación de la función original/(í) por —t. 


TEOREMA 2 Derivación de transformadas 

Si /(r) es continua por tramos para í S 0 y |/(í)| á Me^' conforme t ^ -foo, 
entonces 

^{-tfiO} = F'is) (6) 

para 5 > c. En forma equivale, 

> fit) = ££-'{F(í)} = -^iE-^{F'is)}. (7) 

Aplicaciones sucesivas de la ecuación (6) proporcionan 

= (-!)" (8) 


para n = 1,2, 3,... 
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Ejemplo 3 


Solución 


Encuéntrese sen kt}. 
La ecuación (8) proporciona 


sen kt} 


£ 




d 

ds 


ds^ \s^ + k'^ 
—2ks 


+ k'^)^ _ 


6ks^ — 2k^ 

{s^ + k^Y 


(9) 


La forma de la propiedad de la derivación en la ecuación (7) es normalmente 
útil para encontrar la transformada inversa cuando la derivada de la transformada es 
más fácil de manejar que la transformada en sí misma. 


Ejemplo 4 


Obténgase 2! '{tan '(I/ 5 )}. 


Solución 


La derivada de tan '(l/í) es una función racional simple; así, aplicando la ecuación 

(7): 





t 


d , _il 
— tan ' - 
ds s 



l + {l/sf i 



-1 

5^+1 


1 

í 


(— sen r). 


Por tanto, 


ie-' 



sen t 
t 


La ecuación (8) puede utilizarse para transformar la ecuación diferencial lineal 
con polinomios en lugar de coeficientes constantes. El resultado será una ecuación 
diferencial que involucre la transformada; el éxito de este procedimiento dependerá 
de si la nueva ecuación es más fácil de resolver que la ecuación original. 


Ejemplo 5 


Sea x(í) la solución de la ecuación de Bessel de orden cero. 


tx" + x' + íx = 0, 


de tal manera que x(0) = 1 y x'(0) = 0. La solución de la ecuación de Bessel común¬ 
mente se representa por JqÍí). Debido a que 

¿e{x'(0} = sX{s) - 1 y }£.{x"{t)} = 52 Z( 5 ) - 5, 

y dado que x y x" se multiplican cada una por í, la aplicación de (6) obtiene la ecua¬ 
ción transformada 


- 4 - ^] + 

as 


1] - 


4 [^(^)] = 0- 

ds 
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El resultado de la derivación y simplificación es la ecuación diferencial 


(í2 + l)Z'(í) + sXis) = 0. 
Esta ecuación es de variables separables — 


s 


X{s) s^+1’ 


+ 1 ’ 


es la solución general de 



En el problema 39 se resalta el argumento de que C = 1. Debido a que Z(í) = , 

se concluye que 


1 



( 10 ) 


Integración de transformadas 

Ea derivación de F{s) corresponde con la multiplicación de f{t) por t (junto con un 
cambio de signo). Es por tanto natural esperar que la integración de F{s) corresponda 
a la división de/(í) entre t. El teorema 3, demostrado al final de esta sección, lo con¬ 
firma, siempre que el cociente resultante/(í)/í siga comportándose bien conforme 
r ^ 0 por la derecha; esto es, siempre que 


lím existe y es finito. 

t-^o* t 


( 11 ) 


TEOREMA 3 Integración de transformadas 

Supóngase que/(í) continúa por tramos para í g 0, que/(í) satisface la condición 
dada en (11), y que |/(í)| = conforme t -f oo. Entonces 



( 12 ) 


para 5 > c. En forma equivalente. 



(13) 



Encuéntrese 3!{(senh í)/í}- 

Solución Primero se verifica que la condición (11) se satisface: 


lím- = lím- 

/—> o t o 2 í 


senh t ,, e' — e 


= lím 
i-^o 
















Ejemplo 7 


Solución 
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con ayuda de la regla de l’Hopital. Entonces la ecuación (12), con/(í) = senh í, 
obtiene 




senh t 
t 


/ cc /«cc 

££{senh t}da = / 

S 

!_/•”/ _[ _ 

iJs Ver - 1 (T + 1 


da 

a^-1 



In 


1 ”1 oo 

a — 1 


Por tanto, 




senh í 
r 



s +1 
s — 1 ’ 


debido a que In 1 =0. 


La forma de la propiedad de integración de la ecuación (13) es normalmente 
útil para encontrar la transformada inversa cuando la integral indefinida de la trasfor¬ 
mada es más fácil de manejar que la transformada en sí misma. 


Encuéntrese ^{2s/{s^ — 1)^}. 


Pueden utilizarse fracciones parciales, pero es más simple aplicar la ecuación (13). 
Esto proporciona 




2s 




= í£e- 


■í 


2a 


{a^-lf 


da 


= f££-i 


-1 


cr^ — 1 


= r££-i 


5^ — 1 I 


y por tanto 


££-i 


2s 




= t senh t. 


^Demostración de los teoremas 

Demostración del teorema 1. Las transformadas F{s) y G{s) existen cuando 
s> c debido al teorema 2 de la sección 7.1. Para cualquier t > 0 la definición de la 
transformada de Laplace proporciona 

/ oo ^00 

e~^‘‘ g(u)du = / g(t — T)dt {u = t — t). 


y por tanto 


Gis) = e'’’ í e g(t — T)dt 


debido a que las funciones /(í) y g(í) pueden definirse como cero para t < 0. 
Entonces 

/ oo ooo 

e~^'^f(T)dT = / e~^'^f(T)G(s)dT 

= f í g(t — T)dt) I 

•^0 ^ -^0 ^ 

= J e-^‘fÍT)git - T)dt^ dr. 


I dr 
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Ahora la hipótesis sohre/y g implica que el orden de integración puede invertirse. 
(La comprobación de esto requiere una discusión de la convergencia uniforme de 
integrales impropias, y puede encontrarse en el capítulo 2 de Operational Mathema- 
tics 3a. ed. de Churchill, op. cit.) Por tanto, 


F{s)G{s) 


/ (/ e 

Jq \Jq 

Jq 

í e-“ [/(í) * g(í)]*, 
*^0 


dt 

dt 


y en consecuencia, 

F(s)G(s) = ££{/(í) * g(í)}. 

Se sustituye el límite superior de la integral interior con t debido a que g(t — t) = 0 
para cualquier t > t. Esto completa la demostración del teorema 1. ▲ 

Demostración del teorema 2. Debido a que 

/ co 

e-^‘f{t)dt, 

la derivación bajo el signo de la integral nos lleva a que 

F{s) = 4 r e-^‘f{f)dt 
ds Jq 

" / ^ [e""/(í)]* = f e-^< [-tf{f)\df, 

Jq ds Jq 

así 


F'is) = 

la cual es la ecuación (6). La ecuación (7) se obtiene aplicando y luego dividien¬ 
do entre — í. La validez de la derivación dentro del signo de integración depende de 
la convergencia uniforme de la integral resultante (esto se analiza en el capítulo 2 del 
libro de Churchill citado). 

Demostración del teorema 3. Por definición, 

F{a) = ( e-^'f{t)dt. 

"'o 

Así, la integración de F(o-) desde s hasta -foo obtiene 


F{a)d(r = (^J e f{t)dt^ da. 
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Bajo la hipótesis del teorema, el orden de integración puede invertirse (véase el libro 
de Churchill una vez más); se concluye entonces que 


F(a)da = J" (dt 

f(t)dt 


í 

í 

J c 


re-<rrnoo 


-t 


= / e 


,/(0 


dt = ¿E 


I ?1 


Esto verifica la ecuación (12), y la ecuación (13) concluye, después de aplicar ' y 
multiplicarla por t. A 


Problemas 

Encuentre la convoluciónfit) * g(t) en los problemas 1 al 6 

1. f{t)=t,g{t) - 1 2. m =t,g{t) =e“' 

3- /(í) = g(í) = sen/ 4. /(/) = /^g(/) = eos/ 

5. /(/) = g{t) = e‘“ 

6. /(/) = e“ ,g{t) = e*' (a b) 

Aplique el teorema de convolución para encontrar la transfor¬ 
mada inversa de Laplace de las funciones de los problemas 7 
al 14. 


7. F{s) 
9. F{s) 

11. F{s) 
13. F{s) 


1 

s(s — 3) 

1 

(í2 + 9)2 


(í2 + 4)2 
s 

(í-3)(í2+ 1) 


8. Fis) 
10. F(s) 

12. F(s) 
14. F{s) 


1 

j(i2 + 4) 

1 

í2(i2 _|_ ¿2^ 

1 

í(i2 + 4í + 5) 

í 

í'* + 5i2 + 4 


En los problemas 15 al 22 utilice el teorema 2 o el teorema 3 
para obtener la transformada de Laplace def(t). 


15. /(/) = / sen 3/ 
17. /(/) = te^' eos 3/ 
sen / 

19. /(/) = 


21 . /(/) = 


/ 

,3í_ j 


16. 

f(t) 

= /2 

eos 2/ 

18. 

f(t) 

= te 

sen^ / 



1 

— eos 2/ 

20 . 

f(t) 


/ 

22 . 

f(t) 

í"' 

- 

/ 


Encuentre las transformadas de Laplace de las funciones de 
los problemas 23 al 28. 


23. F{s) = In 
25. F{s) = In 


s — 2 


i + 2 

s^+l 

(s + 2)(s-3) 


1 

s^ 


24. F(i) = In 


i2 + 1 


26. F(s)= tan-' 


28. F{s) = 


í2 + 4 
3 


s 2 


(í2 + 1)3 


En los problemas 29 al 34 transforme la ecuación diferencial 
dada para encontrar una solución no trivial tal que x{0) = 0. 


29. tx" + (/ - 2)x' + X = 0 

30. tx" + (3/ - l)x' + 3x = 0 

31. tx" - (4/ + l)x' + 2(2/ + l)x = 0 

32. tx" + 2(t - l)x' - 2x = 0 

33. tx" — 2x' + /X = 0 

34. tx" + (4/ - 2)x' + (13/ - 4)x = 0 


35. Aplique el teorema de eonvolueión para mostrar que 
, . ¡''fi 


1 

2e' /• 

(s — l)Ví 

yór 7o 


(Sugerencia: Sustituya u = sft .) 


En los problemas 36 al 38 aplique el teorema de convolución 
para obtener la solución indicada x(t) de la ecuación diferen¬ 
cial dada con condiciones iniciales x(0) = x'(0) = 0. 


36. x"+4x = f(t);x(t) = - 

37. x" + 2x' + X = /(/); x(/) 

38. x" + 4x' + 13x = /(/); 

■*(/) = ^ ^ 


I f(t — t) sen2T dr 

Jo 

Te^’'/(/ — t) cIt 

sen3TdT 



Transformación Inversa, término a término, 
de series 


En el capítulo 2 de Operational Mathematies de Churchill ya 
mencionado, se demuestra el siguiente teorema. Supóngase 
que f(t) es continua para / SO, que f(t) es de orden exponen¬ 
cial conforme / —> + 0 ° y que 


OO 


F(s) = 

n=Q 


Cl,j 


27. F(s) = In 
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donde 0 S k < i, y la serie converge absolutamente para 
s > c. Entonces 


/(^) = E 


ünt 


n+k 


^r(« + fc+i) 


Aplique este resultado en los problemas 39 al 41. 


39. En el ejemplo 5 se mostró que 


=C{7o(0} 


C 

+1 


c 

s 



Desarrolle lo anterior con el apoyo de la serie binomial y 
luego calcule la transformada inversa término a término 
para obtener 


Ut) = cY, 

n=0 


22 "( n !)2 ■ 


Finalmente, note que Jq{G) = 1 implica que C = 1. 

40. Desarrolle la función F{s) = gj, potencias de 

para mostrar que 





eos 2\/7. 


41. Demuestre que 







Funciones de entrada periódieas y eontinuas por tramos 


Los modelos matemáticos de sistemas eléctricos y mecánicos con frecuencia involu¬ 
cran funciones con discontinuidades que corresponden a fuerzas externas que se 
conectan o desconectan abruptamente del sistema. Una de ellas es la función escalón 
unitario introducida en la sección 7.1. Recuérdese que Xa función escalón unitario en 
í = a se define como 


1 

X 


r: = «o(Ó 


ujf) = m(í - a) = 1 ^ 

para t < a. 






(1) 


para t ^ a. 



a 


t 





FIGURA 7.5.1. Gráfica de la notación u^(t) indica de manera sucinta dónde la función escalón unitario toma 

función escalón unitario en Í = a. lugar (fig. 7.5.1), mientras que m(í - a) significa la algunas veces útil idea de un 

“retardo finito” a antes de que se presente el escalón. 

En el ejemplo 8 de la sección 7.1 se vio que si a ^0, entonces 


> 


„-as 

ÍE{u(t — a)} = - 


( 2 ) 


Debido a que í£{u(t)} = 1/í, la ecuación (2) implica que la multiplicación de la 
transformada de u(t) por corresponde a la traslación de í —> í — a en la variable 
independiente original. El teorema 1 menciona que este hecho, cuando se interpreta 
adecuadamente, es una propiedad general de la transformada de Eaplace. 


TEOREMA 1 Traslación en el eje t 

Si la f£{/(f)} existe para s > c, entonces 

¿E{u(t — a)f(t — a)} = e~‘‘^ F(s) 


y 


cg F{s)} = u{t — a)f{t — a) 


(3a) 


(3b) 


para s> c + a. 
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Obsérvese que 



FIGURA 7.5.2. Traslación de/(r) 
a unidades hacia la derecha. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Solución 


u(t — a)f(t — a) 


0 para t <a, 

f{t — a) para t^a. 


(4) 


Así, el teorema 1 implica que F{s)} es la función cuya gráfica para t ^ a 

es la traslación en a unidades hacia la derecha de la gráfica defit) para í S 0. Nótese 
que la parte de la gráfica def(t) (si es que existe) del lado izquierdo para í = 0 está 
“cortada” y no desplazada (fig. 7.5.2). En algunas aplicaciones la función/(í) descri¬ 
be una señal de entrada que inicia en el tiempo t = 0. Posteriormente u(t — á)f{t — 
a) representa una señal de la misma “forma” pero con un retraso en el tiempo de a 
unidades, por lo que ésta no comienza sino hasta el tiempo t = a. 

Demostración del teorema 1. A partir de la definición de ¿£{/(f)}> se 
obtiene 

/ OO pCC 

e“'"^/(T)í/T = / f(T)dT. 

Jq 

La sustitución t = t + a obtiene 

e-as = f — a)dt. 

■Iq 

De la ecuación (4) se observa que es la misma que 

e-as F{s) = f e~^‘u{t — a)f{t — a)dt = i£{u(t — a)f{t — a)}, 

debido a que uit — a)f(t — a) = 0 para t < a. Esto completa la demostración del 
teorema 1. A 


Con/(í) = I F, el teorema 1 obtiene 



u{t 


^ 1 / 
a)-{t 


aY 


0 si í < fl, 

— a)^ sit^a 


(fig. 7.5.3). ■ 


Encuéntrese 3í{g(í)} si 


g(.t) 


0 si í < 3, 
F si í S 3 


(fig. 7.5.4). 


Antes de aplicar el teorema 1 debe escribirse primero g(t) en la forma u(t — 3)/(í — 3). 
La función f(t) cuya traslación 3 unidades a la derecha coincide (para í ^ 3) con 
g(t) = F, es/(í) = (í + 3)2 debido a que/(í — 3) = F. Pero entonces 

Fis) = ^{F -F6r + 9}=4 + 4 + -, 

s s s 


así, el teorema 1 obtiene 

ie{g(í)} = ¿E{u{t - 3)/(í - 3)} = F{s) = eM 4 + 4 + “ ) ■ ■ 

y iS" s s j 
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FIGURA 7.53. Gráfica de la 
transformada inversa del ejemplo 1. 


Ejemplo 3 


Solución 


Ejemplo 4 


Solución 



FIGURA 7.5.4. Gráfica de la función 
g{t) del ejemplo 2. 



FIGURA 7.5.5. Función/(f) de los 
ejemplos 3 y 4. 


Encuéntrese ££{/(í)} si 


/(O 


eos 2í si 0 ^ í < 277 
o si r ^ 277 


(fig. 7.5.5). 


Se observa primero que 

f{t) = [1 — u{t — 277)]cos 2í = eos 2í — u{t — 2tt) eos 2(í — 277) 
debido a la periodicidad de la función coseno. Por lo tanto del Teorema 1 obtiene 

£g{/(í)} = í¿{cos 2í} - ¿g{cos 2í} = - - . ■ 

s + A 


Una masa de 32 libras de peso (masa m = 1 slug) está unida al extremo libre de un 
resorte ligero que es estirado 1 pie por una fuerza de 4 libras (^ = 4 libras/pie). La 
masa se encuentra inicialmente en reposo en su posición de equilibrio. Iniciando en 
el tiempo í = 0 (segundos), se le aplica una fuerza externa/(í) = eos 2í a la masa, 
pero en el instante t = Itt la fuerza se interrumpe (abruptamente discontinua) y la 
masa queda libre continuando con su movimiento. Encuéntrese la función x(í) de 
posición resultante para la masa. 

Es necesario resolver el problema con valores iniciales 

x" + 4x= /(Í); x(0) = v'(0) = 0, 
donde/(í) es la función del ejemplo 3. La ecuación transformada es 

(í2 + 4)Z(í) = F(s) = 


s2 +4 


así 


Debido a que 


X(s) = 


(52+4)2 


(52 + 4)2 





í sen 2í 
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por la ecuación (16) de la sección 7.3, se concluye del teorema 1 que 



FIGURA 7.5.6. Gráfica de la 
función x{t) del ejemplo 4. 


■^(0 ~ \ ^ sen It — u(t — 277) • 4 (f — 277)sen 2(í — 277) 

= ^[t — u{t — 277) • (í — 277)] sen 2í. 

Si se separan los casos t < 2tt y t = 2tt, se encuentra que la función de la posición 
puede escribirse en la forma 


x(t) 


4ísen2í si f<277, 

4 

7 77 sen 2í si fS277 


Como se muestra en la gráfica de x(í) de la figura 7.5.6, la masa oscila con frecuen¬ 
cia angular co = 2 y con una amplitud linealmente creciente hasta que se retira la 
fuerza en el tiempo t = 2 tt. A partir de ese momento la masa sigue oscilando con 
la misma frecuencia pero con una amplitud constante 77 / 2 . La fuerza F(t) = eos 2t 
produciría una resonancia pura si continuara de manera indefinida, pero se observa 
que su efecto cesa inmediatamente después del momento en que es suspendida. ■ 


Si se intenta resolver el ejemplo 4 con los métodos del capítulo 3, es necesario 
solucionar un problema para el intervalo 0 = í < 277, y después un nuevo problema 
con condiciones iniciales distintas para el intervalo t g 277. En este caso, se aprove¬ 
cha la característica distintiva del método de la transformada de Laplace de no reque¬ 
rir resolver problemas distintos en diversos intervalos. 


Ejemplo 5 


Considérese el circuito RLC mostrado en la figura 7.5.7, con R = 110fi,L = 1 H, 
C = 0.001 F y una batería que proporciona = 90 V. Inicialmente no existe 
corriente en el circuito ni carga en el capacitor. En el tiempo f = 0 se cierra el inte¬ 
rruptor durante 1 s. En el tiempo í = 1 se abre y se mantiene así en adelante. Encuén¬ 
trese la corriente resultante en el circuito. 


Solución 


Recuérdese de la sección 3.7 la ecuación básica de un circuito en serie 



£0— 


-VSA- 

R 

FIGURA 7.5.7. Circuito Í?LC en 
serie del ejemplos 5. 


+Ri+ ^q = e(i)- (5) 

donde se utilizan letras minúsculas para la corriente, la carga y el voltaje, reservando 
las mayúsculas para sus transformadas. Con los valores de los elementos dados para 
el circuito, la ecuación (5) es 

-F 110/ -F 1000^ = e(t), (6) 

dt 


donde e(í) = 90[1 — m(í — 1)], corresponde al cierre y a la apertura del interruptor. 

En la sección 3.7 la estrategia fue derivar ambos lados de la ecuación (5) y 
luego aplicar la relación 


i = 


dq 

dt 


( 7 ) 


para obtener la ecuación diferencial de segundo orden 
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Aquí no se utiliza este método porque e'{f) = 0, excepto en í = 1, mientras que el 
salto de e{t) = 90 cuando í < 1, a e{i) = 0 cuando í > 1, parecería requerir que 
e'(l) = — Por tanto, e'{t) parece tener una discontinuidad infinita en í = 1. Este 
fenómeno será presentado en la sección 7.6. Por ahora, simplemente se menciona 
que es una situación poco común y es preferible soslayarla en vez de intentar 
enfrentarla. 

Para evitar el posible problema en í = 1 se observa que, después de integrar, 
el valor inicial q{0) = 0 y la ecuación (7) obtienen 

q{t) = f i{T)dT. (8) 

Se sustituye la ecuación (8) en la (5) para obtener 

+ Ri+ i{T)dT = e{f). (9) 

Ésta es la ecuación integrodiferencial del circuito RLC en serie; esta ecuación in¬ 
volucra tanto la integral como la derivada de la función desconocida i{t). El método 
de la transformada de Eaplace funciona bien con una ecuación de este tipo. 

En el presente ejemplo, la ecuación (9) es 

4 -f 110/ -f 1000 iÍT)dT = 90[1 - m(í - 1)]. (10) 

cit Jq 

Debido a que 



por el teorema 2 de la sección 7.2 sobre transformadas de integrales, la ecuación 
transformada es 

I(s) 90 

sl(s) + 110/(5) -f 1000-^ = — (1 - e-^). 

s s 


Se resuelve esta ecuación para I{s) y se obtiene 




90{l-e-^) 

+ llOv -f 1000 ■ 


Pero 


así se tiene 


90(1 _ 1 _ 1 

5^ llOí -f 1000 ~ 5 + 10 ~ 5 + 100 ’ 


/(5) 


1 

5 + 10 


1 _ _ _ 

5 + 100 ^ V5 + 10 5 + 100/ 


Ahora se aplica el teorema 1 con/(í) = e — e de este modo la transformada 
inversa es 


i(t) = g-ioí - g-ioof - - l)[e-'0('-') - 

Después de separar los casos t < lyí^ l,se encuentra que la corriente en el cir¬ 
cuito está dada por 

Y \ } — g~100/ gj í ^ 1, 

' ^ ^ \ - e-io('-i) - e-ioo' + e-ioo(/-i) ^i 

Ea parte — e~'^‘ de la solución describiría la corriente si el interruptor se man¬ 
tuviera cerrado para toda t en lugar de abrirse para í S 1. ■ 
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Transformadas de funciones periódicas 



FIGURA 7.5.8. Gráfica de una 
función con periodo p. 


Las funciones forzantes periódicas en mecánica práctica o sistemas eléctricos son 
por lo general más complicadas que los senos o cosenos puros. La función no cons¬ 
tante /(f), definida para í S 0, se dice que es periódica si existe un número p > 0 tal 
que 


ñt+p)=m ( 11 ) 

para toda í S 0. El mínimo valor positivo de p (si existe alguno) para el cual la ecua¬ 
ción (11) se cumple, se llama periodo de/. En la figura 7.5.8 se muestra una función 
de este tipo. El teorema 2 simplifica el cálculo de la transformada de Eaplace de una 
función periódica. 


TEOREMA 2 Transformadas de funciones periódicas 

Sea/(í) una función periódica con periodo p y continua por tramos para f § 0. 
Entonces la transformada F{s) = ^{f{t)} existe para í > 0 y está dada por 

F{s) = ^ r (12) 

1 —e Jq 


Demostración. De la definición de la transformada de Eaplace se obtiene 


que 


e-^‘f{t)dt = XI / e-’^'fifjdt. 

n=0 

Ea sustitución de í = t -F np en la n-ésima integral que sigue al signo de suma obtiene 


Hn + \)p fp rp 

/ e~’“f{t)dt = / e“'ri+«ri/(x -I- np)dt = e~'‘P^ / e~'’''f{T)dT 

•^np - 4 ) -^0 

debido a que/(T + np) = /(t) por periodicidad. Por tanto 

re-mdr) 

n=0 \ Jo / 

= (1 -F e~P^ + e~^P^ + ...) í f{T)dT. 

Jq 


En consecuencia, 


F(s) = -—^77 e "/(t)<ít. 

1 — e P^ Jq 

Se utiliza la serie geométrica 

— =1-Fx-Fx2-Fx^-F..., 

1 — X 

con X = e~P’^ < 1 (para 5 > 0) con el fin de sumar la serie en el paso final. De este 
modo, se ha deducido la ecuación (12). ▲ 

Ea principal ventaja del teorema 2 es que permite encontrar la transformada de 
Eaplace de una función periódica sin necesidad de evaluar en forma explícita una 
integral impropia. 
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Ejemplo 6 


m 


-1 - 


2a 3a 4a 5a 6a 


FIGURA 7.5.9. Gráfica de la 
función de onda cuadrada del 
ejemplo 6. 


La figura 7.5.9 muestra la gráfica de la función de onda cuadrada/(í) = (—1)!'/«] 
del periodo p = 2a', |x] representa el entero más grande que no exceda x. Por el 
teorema 2, la transformada de Laplace de/(í) es 

' (i” ""+f” '■ '*) 





s 


a 


“ 5(1+ £-“)■ 


Por tanto, 


F{s) 


1 - 

5(l + e-“) 


^as/2 _ ^-as/l ^ ^ 

5(e«V2 +e-«V2) 5 2 


(13a) 


(13b) 


g(.t) 


Ejemplo 7 


La figura 7.5.10 muestra la gráfica de una función de onda triangular g{t) de periodo 
p = 2a. Debido a que la derivada g'{t) es la función de onda cuadrada del ejemplo 6, 
se infiere de la fórmula en (13b) y del teorema 2 de la sección 7.2 que la transforma¬ 
da de esta función de onda triangular es 



a 2a 3a 4a 5a 6a 


FIGURA 7.5.10. Gráfica de la 
función de onda triangular del 
ejemplo 7. 


G{s) 


F{s) 

s 


1 ^ , as 
— tanh — . 
52 2 


(14) 


Ejemplo 8 


Considérese un sistema masa-resorte-amortiguador con m = 1, c = 4 y A: = 20 en 
unidades apropiadas. Supóngase que el sistema está inicialmente en reposo en su 
punto de equilibrio (v(0) = v'(0) = 0), y que la masa se excita a partir del tiempo 
í = 0 con una fuerza externa/(í) cuya gráfica se muestra en la figura 7.5.11: la onda 
cuadrada con amplitud 20 y periodo 277. Encuéntrese la función de la posición/(í). 


Solución 


El problema con valores iniciales es 


x" -f 4x' -f 20x = /(í); x(0) = x'(0) = 0. 


Ea ecuación transformada es 


s^Xis) + 45Z(5) -f 20Z(5) = Fis). 


( 15 ) 
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Del ejemplo 6 con a = tt se observa que la transformada de/(í) es 


20 1 - e 

Fis) = — • 

s \ + e 


20 


m 


20 


-? 

I I I 
I I I 
I I I 
I I I 
I I I 


(1 - e"’"*)(l - e~'"^ + + __ _) 


77 277 377 477 577 077 ? 

I I I I I 

I I I I I 

I I I I I 

I I I I I 

- 20 ^ 1 -^ 1 -^ 

FIGURA 7.5.11. Gráfica de la 
función de la fuerza externa del 
ejemplo 8. 


20 

= — (1 - 2e-’^* + 2e-’^* - +...), 

s 


de tal manera que 


20 40^ 

F{s)= — + 


Sustituyendo la ecuación (16) en (15), se obtiene 
F(s) 


(16) 


^(í) = 


5^ + 45 + 20 


20 


+ 2X](-1)«- 


20e- 


5[(5 + 2 )^+ 16 ] ^ 5[5 + 2 )^+ 16 ] 

A partir de la transformada de la ecuación (8) de la sección 7.3, se consigue que 

20 


(17) 




I = 5e sen 4í, 


I 


= 5e 2'sen4T<ÍT. 


(5 + 2)2+16 

así, por el teorema 2 de la sección 7.2 se tiene 

^^'^ = ^''{ 5[(5 + 2 ) 2 + 16 ] 

Utilizando una tabla de fórmulas para e“' sen bt dt, se obtiene 

g{f) = 1 — e“27 (-(.Qg _|_ i ggjj ^ 

donde 


h{t) = e 2f (eos 4í + 4 sen 4í). 


(18) 


(19) 


Ahora se aplica el teorema 1 para encontrar la transformada inversa del térmi¬ 
no del lado derecho de la ecuación (17). El resultado es 


x{f) = g(t) + 2^(-l)« m(í - mr}g(t - mr). 


( 20 ) 


n=l 


y se observa que para cualquier valor fijo de t la suma en la ecuación (20) es finita. 
Más aún, 

g(t — mr) = 1 — e-2('-«+ [eos 4(í — mr) + ^ sen 4(í — mr)) 

= 1 — g-27 (eos 4f -I- 4 sen 4í). 
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Por tanto, 

g{t — nrr) = 1 — (21) 

Así, si 0 < í < 77, entonces 

x(í) = 1 — h{t). 

Si 77 < t < 277, entonces 

x{t) = [1 - h{t)\ - 2[1 - h{t)] = -I + hit)- 2/z(í) [1 - 

Si 277 < t < 377, entonces 

xit) = [1 - hit)) - 2[1 - hit)) + 2[1 - hit)) 

= 1 + hit) - 2hit)[l - 


La expresión general para «77 < í < (n + 1)77 es 


xit) = hit) + (-!)« - 2hit)[l - + ... + (-ly-e^"’^] 

1 + (■_;[')« g2(n+l)i7 

= hit) + (- 1 )" - 2hit) --. ( 22 ) 

la cual se obtiene con la ayuda de la conocida fórmula para la suma de una progre¬ 
sión geométrica finita. Un reordenamiento de la ecuación (22) finalmente resulta, 
con ayuda de la ecuación (19), en 

. 1 

xit) = — 5 - -e ^Ucos 4í-f ysen4í) -f (—1)" 

e -f 1 

2-(-l)”e2’^ 

— -^—-— e (eos 4í -f 2 sen 4í) (23) 


para mr < t <in + 1)77. El primer término de la ecuación (23) es la solución transi¬ 
toria 


x,/í) « (0.9963)e-2'(cos4í -f f sen4í) « (1.1139)e-2ícos(4r - 0.4636). (24) 

Los últimos dos términos de la ecuación (23) proporcionan la solución periódica en 
estado permanente A fin de investigarla, se escribe t = t — mr para t en el inter¬ 
valo < t < in + 1)77. Entonces 


^sp(0 


(- 1 )« 


1 - 


2e^’^ 


+ 1 


e (eos 4 t + ysen 4 t) 


« (-1)«[1 - (2.2319)e-2'cos(4T - 0.4636)]. 


(25) 


La figura 7.5.12 muestra la gráfica de Xjp(í)- Su característica más interesante es la 
presencia de oscilaciones periódicas amortiguadas con una frecuencia cuatro veces 
mayor a la de la fuerza de excitación/(í). En el capítulo 9 (series de Eourier) se es¬ 
tudiará por qué una fuerza externa periódica algunas veces produce oscilaciones con 
frecuencias más elevadas que la frecuencia de excitación. ■ 
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FIGURA 7.5.12. Gráfica de la solución periódica en estado permanente del 
ejemplo 8; nótense las oscilaciones “periódicamente amortiguadas” con una 
frecuencia cuatro veces mayor a la de la fuerza de excitación. 



Problemas 


Encuentre la transformada de Laplace inversa f(t) de cada una 
de las funciones dadas en los problemas 1 al 10. Dibuje la 
gráfica de f. 


1. F{s) 
3. F{s) 
5. F(s) 
1. Fis) 
9. F(s) 


i? -j- 2 

e-iis 
+ 1 

1 - 

+ 1 

i(l + 

+ jt'^ 


2. F{s) 
4. F{s) 
6. F{s) 
8. F{s) 
10. F{s) 



j — 1 


se 

S^ + Tt^ 

í(l - e-2*) 

+ Tt'^ 

2s{e-^^ - e-^’^”') 
+ 4 


Obtenga las transformadas de Laplace de las funciones dadas 
en los problemas 11 al 22. 

11. f{t) =2si0^/ <3;/(/) =0si/ ^3 

12. /(í) = 1 si 1 ^ í ^ 4; /(í) = 0 si í < 1 o si í > 4 

13. /(í) = sen í si 0 ^ í ^ 277; /(í) = 0sií >277 

14. /(/) =cos77/siOS tú2\ f{t) =0si/ >2 

15. /(í) = sen í si 0 ^ ^ 377; /(í) = 0 si / >377 

16. /(/) = sen 2/ si 77 ^ í ^ 277 ; f{t) = 0 si / < 77 o si 
t > 277 

17. /(í) = sen 77 / si 2 ^ 7 ^ 3; /(í) = 0 si í < 2 o si t > 3 

18. /(í) = eos j77í si 3 ^ 7 ^ 5; /(7) = 0si7< 3o si 7> 5 

19. /(7) = 0 si 7 < 1; /(7) = 7 si 7 ^ 1 

20. /(7) = 7 SÍ7 ^ 1; /(7) = 1 SÍ7 > 1 

21. /(7) = 7 si 7 ^ 1; /(7) = 2 - 7 si 1 ^ 7 ^ 2; /(7) = 0 si 

7 > 2 

22. /(7)=7^sil^7^2;/(7)=Osi7<losi t > 2 


23. Aplique el teorema 2 con p = 1 para verificar que 
1£{1} = 1/s. 

24. Emplee el teorema 2 para verificar que !£{cos kt} = 
s/{s'^ + Id). 

25. Con base en el teorema 2, muestre que la transformada de 
Laplace de la función de onda cuadrada de la figura 7.5.13 es 

i (1 + e " ■') 



a 2a 3a 4a 5a 6a 


FIGURA 7.5.13. Gráfica de la función de 
onda cuadrada del problema 25. 


26. Aplique el teorema 2 para mostrar que la transformada 
de Laplace de la función diente de sierra/(7) de la figura 
7.5.14 es 


F(s) 


1 e-“^ 

as^ í(l ~ 


m 



a 2a 3a 4a 5a 6a 


FIGURA 7.5.14. Gráfica de la función diente 
de sierra del problema 26. 
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27. Sea g(t) la función escalera de la figura 7.5.15. Muestre 
que g{t) = (t/a) — f(t), donde /es la función diente de 
sierra de la figura 7.5.14, y de esta manera deduzca que 



4 

3 

g(t) 








1 





1 

1 

1 



1 


a 

2a 

3a 

4a ^ 


FIGURA 7.5.15. Gráfica de la función 
escalera del problema 27. 

28. Suponga que f(t) es una función periódica de periodo 2a 
con/(í) = ísiOSí<a,y f(t) = 0 si a S í < 2a. Encuen¬ 
tre ÍEifit)}. 

29. Suponga que f{t) es la rectificación de media onda de 
sen kt que se muestra en la figura 7.5.16. Verifique que 

p, k 



FIGURA 7.5.16. Rectificación de media onda 
de sen kt. 

30. Sea,g(í) = u{t — Tr¡k)f{t — Tt/k) donde/(í) es la función 
del problema 29 y > 0. Observe que h{f) = f{t) -I- g{t) 
es la rectificación de onda completa de sen kt mostrada en 
la figura 7.5.17. Así, deduzca del problema 29 que 



FIGURA 7.5.17. Rectificación de onda 
completa de sen kt. 

En los problemas 31 al 35, los valores de masa m, constante 
del resorte k, resistencia del amortiguador c y fuerza f(t) están 
dados por un sistema masa-resorte-amortiguador con una 
función de fuerza de excitación externa. Resuelva el problema 
de valores iniciales 

mx" -\- ex’ -\- kx = f{t), :í( 0) = x/O) = 0 


y construya la gráfica de la función de posición x(t). 

31. m = l,k = 4,c = 0; f(t) = 1 si 0 ^ í < tt, /(/) = 0 si 

t ^ 77 

32. OT = 1,/t = 4,c = 5; /(/) = 1 siO ^ / <2,f(t) = 0 si 
t ^ 2 

33. m = \,k =9, c =0; /(/) = sení si 0 ^ ^ 277, 

/(/) = 0 si / >277 

34. m = \,k = l,c = 0; /(/) = /si0^ / < 1, /(/) = 0 si 
t ^ 1 

35. m = 1, fe = 4, c = 4; /(/) = / si 0 ^ / ^ 2, /(/) = 0 si 
/ >2 

En los problemas 36 al 40 se proporcionan los valores de los 
elementos de un circuito RLC. Resuelva el problema con valo¬ 
res iniciales 


di 1 r 

L - \-Ri -/ i{r)dr = e{t); ;(0)=0 

dt C Jo 


con 

el voltaje de 

excitación e(tj dado. 


36. 

L = 

0, R = 

-- 100, C = 10^^; e(/) = 

100 siO ^ / < 1; 


e{t) 

= 0 si / 

^ 1 


37. 

L = 

l, R = 

= 0, C = 10^“; e(/) = 100 siO ^ / < 277 ; 


e{t) 

= 0 si / 

> 277 


38. 

L = 

= 1, R 

= 0, C = lO-'*; e(/) 

= 100 sen 10/ si 


0 ^ , 

t < 77 ; e(t) = 0 si / ^77 


39. 

L = 

l,R = 

150, C = 2X10-^e(/) = 

100/ siO ^ / < 1; 


e(t) 

= 0 si / 

^ 1 


40. 

L = 

l,R = 

100, C = 4X W-*;e{t) = 

= 50/ si 0 ^ / < 1; 


e(t) 

= 0 si / 

^ 1 



En los problemas 41 al 42 se describe un sistema de masa-re¬ 
sorte-amortiguador con una fuerza externa f(t). Considerando 
que jr(0) = x'if)) = 0, utilice el método del ejemplo 8 para 
encontrar el movimiento transitorio y el movimiento periódico 
en estado permanente de la masa. Construya la gráfica de la 
función de la posición x(t) y verifíquela utilizando un solucio- 
nador numérico DE (Differential Equations), que puede ser 
útil para hacer notar que la función 

f(t) = A[2u{{t — Tt){t — 2jr)(/ — 3jr) • 

(/ — Ajt){t — 5TT)(t — 6n)) — 1] 

tiene el valor -éA si 0 < t < tt, el valor —A si tt < t < 2/7, y 
así sucesivamente, y en consecuencia coincide en el intervalo 
[0, ótt] con la función de onda cuadrada, que tiene amplitud 
A y periodo 217. (Véase también la definición de una función 
de onda cuadrada en términos de las funciones diente de 
sierra y de onda triangular en el material de aplicación 
de esta sección.) 

41. m = l,fe = 4,c = 0;/(/) es una función de onda cuadrada 
con amplitud 4 y periodo 277. 

42. /?/ = 1, fe = 10, c = 2;/(/) es una función de onda cuadra¬ 
da con amplitud 10 y periodo 2/7. 
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7.5 Aplicación 


Funciones de ingeniería 


Las funciones lineales por tramos periódicas se presentan con frecuencia como fun¬ 
ciones de entrada en aplicaciones de ingeniería, por lo que se conocen como funcio¬ 
nes de ingeniería. Estas funciones se manejan con facilidad en sistemas algebraicos 
por computadora. En Mathematica, por ejemplo, se puede definir 

SawTooth[t ] := 2 t - 2 Floor[t] - 1 

TriangularWave[t_] := Abs[2 SaijTooth[(2 t - l)/4]] - 1 
SquareWave[t_] := Slgn[ TriangularWave[t] ] 

Grafíquese cada una de las funciones para verificar que tienen periodo 2 y que su 
nombre ha sido elegido de manera apropiada. Por ejemplo, el resultado de 

Plot[ SquareWave[t], {t, 0, 6}]; 

debe ser similar al de la figura 7.5.9. Si/(í) es una función de ingeniería y p > 0, 
entonces la función/(2í/p) tendrá periodo p. Para ilustrar esto, pruébese el siguiente 
comando 

Plot[ TrlangularWave[ 2 t/p ], {t, 0, 3 p}]; 

con diferentes valores de p. 

Considérese ahora la ecuación del sistema masa-resorte-amortiguador 

dlffEq = m x''[t] + c x'[t] + k x[t] == Input 


con algunos valores de los parámetros y una función de la fuerza de excitación con 
periodo p y amplitud Fq. 

m=4; c=8; k=5; p=l; F0=4; 

Input = FO SquareWave[2 t/p]; 

Puede graficarse esta función de (input) para verificar que tiene periodo 1: 

Plot[ Input, {t, 0, 10}]; 



FIGURA 7.5.18. Respuesta x(t) a 
la excitación de entrada de una onda 
cuadrada con período 1. 


Einalmente, supóngase que la masa está inicialmente en reposo en su posición de 
equilibrio y resuélvase numéricamente el problema con valores iniciales resultante. 

response = NDSolve[ {diffEq, x[0] == 0, x'[0] == 0}, 

X, {t, 0, 10}, MaxSteps —> 1000 ] 

Plot[ x[t] /. response, {t, 0, 10}]; 

En la figura 7.5.18 se observa que después de que desaparece el movimiento 
transitorio, la función de la respuesta x(í) se estabiliza (¿se esperaba?) en una oscila¬ 
ción periódica con el mismo periodo de la entrada. 

Investigúese este problema con valores iniciales con varios parámetros del sis¬ 
tema masa-resorte-amortiguador —por ejemplo, seleccionando algunos dígitos de su 
número de matrícula de estudiante— con funciones de ingeniería de entrada de dife¬ 
rentes amplitudes y periodos. 


Impulsos y función delta 

Considérese una fuerza/(f) que actúa únicamente durante un intervalo de tiempo 
muy corto a = t = b, con f(t) = 0 fuera de este intervalo. Un ejemplo típico sería la 
fuerza impulsiva de un bat golpeando una pelota —el impacto es casi instantáneo —. 
Un rápido incremento de voltaje (resultante de un rayo inesperado, por ej.) es un 
fenómeno eléctrico análogo. En una situación de este tipo sucede frecuentemente 
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que el efecto principal de la fuerza depende sólo del valor de la integral 

p = í f{t)dt (1) 

'^a 

y no de la forma precisa en que/(í) varía con el tiempo t. El valor de p en la ecuación 
(1) se llama el impulso de la fuerza/(í) en el intervalo [a, b^. 

En el caso de una fuerza/(í) que actúa sobre una partícula de masa m en un 
movimiento lineal, de la ley de integración de Newton 

/(í) = mv'it) = ^ [mv(í)] 


se obtiene 



Área = 1 ¡ - 
I s 


-'- i-i - 

a a + s 

FIGURA 7.6.1. Gráfica de la 
función impulso Jj). 


/■* d 

p= ~r [mv(f)]dt = mv{b) — mv(a). 
J„ dt 


( 2 ) 


Así, el impulso de la fuerza es igual al cambio en el momentum de la partícula. De 
esta manera, si el cambio en el momentum es el único efecto con el cual se trabaja, es 
necesario conocer únicamente el impulso de la fuerza; no es necesario conocer ni la 
función precisa/(r) ni el intervalo de tiempo preciso durante el cual actúa. Esta es 
una situación afortunada, porque en un caso así, tal como en el de la pelota golpeada 
por un bat, es poco probable que se tenga esa información detallada acerca de la 
fuerza impulsiva que actúa sobre la pelota. 

Ea estrategia para manejar una situación de este tipo es establecer un modelo 
matemático razonable en el cual la fuerza desconocida/(í) sea remplazada por una 
fuerza simple y explícita con el mismo ímpetu. Por simplicidad, supóngase que/(í) 
tiene impulso 1 y actúa durante un breve intervalo de tiempo empezando en el tiem¬ 
po í = a = 0. Entonces puede seleccionarse un número fijo e > 0 que se aproxime a 
la longitud de este intervalo de tiempo y reemplace a/(í) con la función específica 





si a^t < a + e 
de otro modo 


(3) 


Ésta es una función de t con a y e como parámetros que especifican el intervalo de 
tiempo [a, a + €\. Si b = a + €, entonces se observa (fig. 7.6.1) que el impulso 
de d^^ en [a, fi] es 


pb pa+e 

P= Jd)dt = —dt=\. 

Ja Ja ^ 

Por tanto, tiene un impulso unitario cualquiera que sea el valor de e. Esencial¬ 
mente, del mismo cálculo resulta 


/ oo 

da^^{t)dt=l. (4) 

Debido a que no parece ser importante el intervalo de tiempo preciso durante 
el cual actúa la fuerza, se puede pensar en un impulso instantáneo que ocurre de 
manera precisa en el instante t = a. Un impulso instantáneo de este tipo puede mo¬ 
delarse tomando el límite e ^ 0, definiendo entonces 


Sait) = iím d^/t), 


( 5 ) 
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donde a = 0. Si se pudiera tomar también el límite dentro del signo de la integral en 
la ecuación (4), entonces se podría concluir que 


[ 8JJ:)dt = 1. 
"'o 

Pero el límite en la ecuación (5) proporciona 




+00 si t = a, 

0 ú a. 


( 6 ) 


(7) 


En realidad, ninguna función puede satisfacer tanto la ecuación (6) como la (7) —si 
una función es cero excepto en un punto único, entonces su integral no es 1 sino 
cero —. A pesar de esto, el símbolo 5^(í) es muy útil. Como sea que se interprete, ésta 
se llama la función delta de Dirac en a, en honor al físico teórico británico P. A. M. 
Dirac (1902-1984), quien a principios de los años 1930 introdujo una “función” que 
supuestamente satisfacía las propiedades de las ecuaciones (6) y (7). 


Funciones delta como operadores 

Los siguientes cálculos justiñcan el signiñcado que se le asigna al símbolo 8jj). Si 
g{t) es una función continua, entonces el teorema del valor promedio para integrales 
implica que 


r 

n 


g{t)dt = eg{t) 


para algún punto t en [a, a + e]. Se concluye entonces que 


lím / g{t)d^Jd)dt 

€—> 0 t/Q 



límg(í) 


g(.a) 


( 8 ) 


por la continuidad de g en í = a. Si fuese una función en el sentido estricto de 
la deñnición, y si se pudiera intercambiar el límite y la integral en la ecuación (8), se 
podría entonces concluir que 


Función 


"A 



FIGURA 7.6.2. Diagrama que 
ilustra cómo la función delta “filtra” 
el valor g(a). 


/ co 

g{f)8fi)dt = gia). (9) 

Tómese la ecuación (9) como la definición (¡!) del símbolo 8ft). Aun cuando 
se llame función delta, no se trata de una función genuina; en lugar de esto, ésta es- 
peciñca la operación 

f ■■■8ff)dt 

"'o 

la cual —cuando se aplica a una función continua g{f) — separa o selecciona el valor 
g{a) de esta función en el punto a ^ 0. Esta idea se muestra esquemáticamente en la 
ñgura 7.6.2. Nótese que se utilizará el símbolo 8ft) solamente en el contexto de in¬ 
tegrales como las de la ecuación (9), o cuando aparezca de manera subsecuente en 
integrales de este tipo. 

Por ejemplo, si se toma g{t) = e~^‘ en la ecuación 9, el resultado es 



e ^'8Jf)dt 


= e~‘‘^ 


( 10 ) 


Por lo que entonces se define la transformada de Laplace de la función delta como 


^{ó„(í)}=e-- (flgO). 


( 11 ) 
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Si se escribe 


8(t) = 6o(í) y 5(í - a) = 8^(1), 
entonces (11) con a = 0 obtiene 


( 12 ) 


i£{8it)} = l. (13) 

Nótese que si 8{t) fuera realmente una función que satisficiera las condiciones usua¬ 
les para la existencia de su transformada de Laplace, entonces la ecuación (13) con¬ 
tradiría el corolario del teorema 2 de la sección 7.1. Pero aquí no hay problema; 8{t) 
no es una función, y la ecuación (13) es sólo la definición de i£{8(t)}. 


La función delta como entrada 

Finalmente, ahora supóngase que se cuenta con un sistema mecánico cuya respuesta 
x(í) a la fuerza de excitación externa/(í) se determina por la ecuación diferencial 

Ax" + Bx'+ Cx (14) 


Para investigar la respuesta del sistema al impulso unitario en el instante t = a, pare¬ 
ce razonable sustituir/(í) por 8J^t) e iniciar con la ecuación 

Ax" + Bx' +Cx = 8^{t). (15) 

¿Pero cuál es el significado de la solución de una ecuación de este tipo? Diremos que 
x(í) es una solución de la ecuación (15) siempre que 


x(í) = límx (í), 

donde x^(í) es una solución de 

Ax" + Bx' + Cx = 


Debido a que 

^«,.(0 = ^ Kit) - M „+^( r )] 


(16) 

(17) 


(18) 


es una función ordinaria, entonces la ecuación (17) tiene sentido. Para simplificar, 
supóngase que las condiciones iniciales sonx(O) = x'(0) = 0. Cuando se transforma 
la ecuación (17) escribiendo = 3í{x^}, se obtiene la ecuación 

1 g-(a-(-eb\ l-e^“ 

(As^- + Bs + C)X(s) = - -= (e-“)-. 

€ \ s s J se 

Si se toma el límite en esta última ecuación cuando e ^ 0, y se observa que 


€—>0 S€ 


por la regla de THopital, se obtiene la ecuación 

(Aí2 + Bs + QXis) = e-“, (19) 


si 


Z(5) = límZ íx). 

Nótese que precisamente éste es el mismo resultado que se habría obtenido transfor¬ 
mando la ecuación (15) en forma directa utilizando el hecho de que ££{5^(í)} = 
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Ejemplo 1 


Solución 


Con base en lo anterior, es razonable resolver una ecuación diferencial que 
involucre una función delta utilizando el método de la transformada de Laplace 
exactamente como si SJ^t) fuera una función común y corriente. Es importante veri¬ 
ficar que la solución obtenida de esta manera coincide con la definida en la ecuación 
(16); pero esto depende de un análisis técnico más complicado de los procedimientos 
para obtener el límite involucrado, y está más allá del alcance de esta presentación. 
El método formal es válido en todos los ejemplos de esta sección y producirá resul¬ 
tados correctos en el conjunto de problemas que siguen. 


Una masa m = l está unida a un resorte con constante A: = 4 sin amortiguador. Ea 
masa se libera desde el reposo con x(0) = 3. En el instante í = Itt la masa es golpea¬ 
da con un martillo, el cual proporciona un impulso con p = S. Determínese el movi¬ 
miento de la masa. 

De acuerdo con el problema 15, se necesita resolver el problema con valores 
iniciales 


x"-f 4x = 802^(0; x(0) = 3, x'(0) = 0. 

Aplicando la transformada de Eaplace se obtiene 


de esta manera. 


í2Z(í) - 3í -f 4Z(í) = 




3.y 

^2 _|_ 4 ^2 _|_ 4 


Recordando las transformadas de seno y coseno, así como el teorema de traslación 
en el eje t (teorema 1 de la secc. 7.5), se observa que la transformada inversa es 


x(í) = 3 eos 2t + 4u(t — 2tt) sen 2(í — Itt) 

= 3 eos 2í + 4u2^(t) sen 2t. 

Debido a que 3 eos 2í -f 4 sen 2t = 5 cos(2í — a) con a = tan“*(4/3) ~ 0.9273, al 
separar los casos t < 2tt y í S 277 se obtiene 


x(f) « 


3 eos 2t si í á 277, 

5 eos (2í — 0.9273) si í g 277. 


El movimiento resultante se muestra en la figura 7.6.3. Nótese que el impulso en í = 277 
da como resultado una visible discontinuidad en la velocidad en í = 277, ya que 
ésta aumenta instantáneamente la amplitud de las oscilaciones de la masa de 3 a 
5 unidades. ■ 


t = 277 



FIGURA 7.63. Movimiento de la masa en el ejemplo 1. 
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X 



a a + e 


FIGURA 7.6.4. Aproximación de 
por u^/t). 


Funciones delta y funciones escalón 

Es importante considerar la función delta dj^t) como la derivada de la función esca¬ 
lón unitario Para ver cuán razonable es esto, tómese en cuenta la aproximación 
continua u^^(t) a uj^t) que aparece en la figura 7.6.4. Fácilmente se verifica que 

= <.vi- 

Debido a que 

M„(í) = límM^^(0 y 8^it) = 

e —>0 ’ e —>0 

al intercambiar los límites y derivadas se obtiene que 


y por tanto, 

^ ujt) = S^it) = 8it - a). (20) 

Se puede señalar lo anterior como la definición formal de la derivada de la función 
escalón aun cuando uf_t) sea no derivable en sentido ordinario en í = a. 


Ejemplo 2 


Regresando al circuito RLC en el ejemplo 5 de la sección 7.5, con R = 110 fi, 
L = 1H,C = 0.001Fy una batería que proporciona gg = 90 V, supóngase que el 
circuito es inicialmente pasivo —sin corriente y sin carga—. En el tiempo í = 0 
el interruptor se cierra y en el tiempo í = 1 se abre, permaneciendo abierto. Encuén¬ 
trese la corriente resultante i{t) en el circuito. 


Solución En la sección 7.5 se trató la discontinuidad en el voltaje empleando la forma integro- 
diferencial de la ecuación del circuito. Ahora disponemos de las funciones delta y se 
puede partir de la ecuación ordinaria para circuitos 

Li" + Ri’ + —i = e'it). 

C 

En este ejemplo se tiene que 

e(í) = 90 - 90 m(í - 1) = 90 - 90uft), 

así e'(t) = —908(t — 1) por la ecuación (20). Por tanto, lo que se desea es resolver el 
problema con valores iniciales 

i" + llOí' -f 1000/ = -905(í - 1); /(O) = 0, /'(O) = 90. (21) 

El hecho de que /'(O) = 90, proviene de la sustitución de í = 0 en la ecuación 

Li'it) + Riit) + ^qit) = e{t) 

con los valores numéricos /(O) = q(f)) = 0 y e(0) = 90. 

Cuando se transforma el problema en (21), se obtiene la ecuación 

s^{s) -90-1- nosfis) + 1000/(í) = -90e-y 

Por tanto, 

90(1-e-) 

+ iiOv -f 1000 ■ 


Ésta es exactamente la misma transformada I(s) que se encontró en el ejemplo 5 de 
la sección 7.5, por lo que la inversión de fis) obtiene la misma solución i{t) obtenida 
en dicho ejemplo. ■ 









Ejemplo 3 


Solución 


x(t) 



TT Itt Stt Att 


FIGURA 7.6.5. Rectificación de 
media onda de sen t. 
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Considérese la masa en un resorte con m = ^ = 1 y x(0) = x'(0) = 0. En cada uno 
de los instantes í = 0, tt, 277, Stt, ..., utt, ..., la masa es golpeada por un martillo con 
un impulso unitario. Determínese el movimiento resultante. 

Es necesario que se resuelva el problema con valores iniciales 


x" + X = x(0) = 0 = x'(0). 

n=0 

Debido a que la ecuación transformada es 


OO 

+ X{s) = 

n=Q 


asi, 


OO 


= E 

n=0 


^—nrts 

5^ + r 


Al calcularse la transformada inversa término por término el resultado es 

OO 

x(í) = ^^u(t — mr) sen(í — mr). 

n=0 


Debido a que sen(í — mr) = (—1)" sen t y u{t — mr) = 0 para t < mr, se observa 
que si «77 < í < (n + 1)77, entonces 

x(f) = sen t — sen t + sen í — ■■■ + (— 1)" sen í; 


esto es. 


x(f) 


sen t si «es par, 

0 si « es impar. 


Por tanto, x(í) es el sen t rectificado de media onda mostrado en la figura 7.6.5. Ea 
explicación física es que el primer martillazo (en el tiempo í = 0) hace que la masa 
comience a moverse hacia la derecha; hasta que ésta regresa al origen, el segundo 
martillazo la detiene; permanece en reposo hasta que el tercer martillazo hace que 
empiece a moverse de nuevo, y así sucesivamente. Por supuesto, si los martillazos 
no están perfectamente sincronizados, entonces el movimiento de la masa será cier¬ 
tamente diferente. ■ 


Análisis de sistemas y el principio de Duhamel 

Considérese un sistema físico en el cual la salida o respuesta x(r) a la función de 
entrada f(t) se describe por la ecuación diferencial 

ax" + bx' + ex =f{t), (22) 


donde los coeficientes constantes a,b y c son determinados por los parámetros físi¬ 
cos del sistema y son independientes de/(í). El sistema masa-resorte-amortiguador 
y el circuito REC en serie son ejemplos comunes de este caso general. 
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Ejemplo 4 


Por simplicidad, se considera que el sistema es inicialmente pasivo: v(0) = 
x'(0) = 0. Así, la transformada de la ecuación (22) es 


as^Xis) + bsXis) + cXis) = Fis), 


de modo que 




as^ +bs + c 


W{,s)F{s). 


(23) 


La función 


W(5) 


1 

as^ +bs + c 


(24) 


se conoce como función de transferencia del sistema. De este modo, la transforma¬ 
da de la respuesta a la entrada/(í) es el producto de W(í) y la transformada F{s). 

La función 


w(í) = £e-i{W(í)} (25) 

se llama función de peso del sistema. De la ecuación (24) se observa por convolu- 
ción que 


x{t) = f w{T)f{t - T)dT. (26) 

"'o 

Esta fórmula es el principio de Duhamel del sistema. Lo importante es que la fun¬ 
ción de peso w(í) queda determinada completamente por los parámetros del sistema. 
Una vez determinada w(í), la integral en (26) proporciona la respuesta del sistema a 
una función de entrada arbitraria/(í). 

Por vía de la integral de convolución, el principio de Duhamel reduce el pro¬ 
blema de encontrar las salidas del sistema para toda posible entrada al cálculo de la 
transformada inversa de Laplace dada en (25), que es necesaria para obtener la fun¬ 
ción de peso. Por tanto, una analogía computacional para un sistema físico masa- 
resorte-amortiguador, descrito en (22), puede construirse en forma de una “caja ne¬ 
gra” alambrada para calcular (y después para tabular y graficar, por ej.) la respuesta 
x(í) dada por (26) automáticamente para cualquier función de excitación/(í) de en¬ 
trada. En la práctica de ingeniería todos los sistemas físicos se “modelan” de esta 
forma, de tal manera que sus comportamientos pueden estudiarse sin necesidad de 
experimentos caros o de que consuman gran cantidad de tiempo. 


Considérese un sistema masa-resorte-amortiguador (inicialmente pasivo) que res¬ 
ponde a la fuerza de excitación externa/(í) de acuerdo con la ecuación x" + 6x' -f 
lOx = fit). Entonces 


+ 3)2 + ’ 

así la función de peso es w(t) = e~^‘ sen t. Por tanto, el principio de Duhamel impli¬ 
ca que la respuesta x(í) para la fuerza/(í) es 

x(í) = í e~^‘ (sen t)f{t — r)dr. ■ 

7o 
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Obsérvese que 


W(5) = -^- - - = - Z - - - . 

as + bs + c as + bs + c 

En consecuencia, se concluye de la ecuación (23) que la función de peso es simple¬ 
mente la respuesta del sistema a la función de entrada delta 5(í). Por esta razón w(í) 
se conoce como respuesta al impulso. Una que normalmente es más fácil de medir 
en la práctica es la respuesta h(t) a la función escalón unitario M(f); h{t) es la respues¬ 
ta escalón unitario. Debido a que ¿E{u(t)} = í/s, se observa de la ecuación (23) que 
la transformada de h(t) es 


H{s) 


W{s) 

s 


Se concluye de la fórmula de la transformada de integrales que 

h(t) = f w(t)í/t, por lo que w{t) = h'(t). (27) 

do 

Así, la función de peso, o la respuesta al impulso unitario, es la derivada de la respues¬ 
ta al escalón unitario. La sustitución de (27) en el principio de Duhamel obtiene 

x(t) = [ h'{f)f{t - T)dT (28) 

"'o 

para la respuesta del sistema a la entrada/(í). 

Aplicaciones. Para describir una aplicación típica de la ecuación (28), supóngase 
que se cuenta con un circuito en serie complejo que contiene muchos inductores, 
resistencias y capacitores. Considérese que la ecuación del circuito es una ecuación 
lineal de la forma en (22), pero con i en lugar de x. ¿Si no se conocen los coeficientes 
a,b y c es únicamente porque son difíciles de calcular? De todas maneras,lo único 
que se busca es conocer el valor de la corriente i(t) correspondiente a cualquier en¬ 
trada/! í) = e'{t). Se conecta el circuito a un voltaje linealmente creciente e{t) = t, de 
modo que/(í) = e'{t) = \ = u{t), y se mide la respuesta h{t) con un amperímetro. 
Posteriormente se calcula la derivada h'(t) ya sea de manera numérica o gráfica. 
Después, de acuerdo con la ecuación (28), la corriente de salida i(t) correspondiente 
al voltaje e{t) estará dada por 


i(t) = I h'(T)e'{t — T)dT 
do 

[utilizando el hecho de que/(í) = e'(í)]- 

Nota histórica. Alrededor de 1950, después de que los ingenieros y los físicos 
utilizaron la función delta ampliamente y con gran provecho durante 20 años sin una 
justificación precisa, el matemático francés Laurent Schwartz desarrolló una teoría 
matemática rigurosa sobre funciones generalizadas que proporciona el fundamento 
lógico fallante para las técnicas de la función delta. Toda función continua por tra¬ 
mos ordinaria es una función generalizada, pero la función delta es un ejemplo de 
una función generalizada que no es ordinaria. 
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Problemas 

Resuelva los problemas con valores iniciales en los problemas 
1 al 8 y grafique cada función solución x(t). 

1. x" + 4x = á(f); x(0) = Jc'(O) = 0 

2. x" + 4x = S(t) + S(t - 7 t); x( 0) = x'(0) = 0 

3. x" + 4x' + 4x = l + S(t - 2); x(0) = x'(0) = 0 

4. x" + 2x' + X = r + S(t); x(0) = 0, x'(0) = 1 

5. x" + 2x' + 2x = 2S(t - jr); x(0) = x'(0) = 0 

6. x" + 9x = á(f — 3jr) + eos 3í; x(0) = x'(0) = 0 

7. x"+4x'+5x = S(t — 7T) + S(t — Ijt)', x( 0) = 0, x'(0) = 2 

8. x" + 2x' + X = á(f) - S(t - 2); x(0) = x'(0) = 2 

Aplique el principio de Duhamel con el fin de escribir una 
fórmula integral para la solución de cada problema con valo¬ 
res iniciales en los problemas 9 al 12. 

9. x" + 4x = /(í); x(0) = x'(0) = 0 

10. x" + 6x' + 9x = /(r); x(0) = x'(0) = 0 

11 . x" + 6x' + 8x = /(r); x(0) = x'(0) = 0 

12. x" + 4x' + 8x = /(/); x(0) = x'(0) = 0 

13. Este problema es relativo a una masa m, inicialmente en 
reposo en el origen, que recibe un impulso p en el tiempo 
r = 0. (a) Encuentre la solución x^(í) del problema 

mx" = pí/o,<r(f); x(0) = x'(0) = 0. 

(b) Muestre que lím x^(í) coincide con la solución del 
problema 

mx" = p&{t)\ x(0) = x'(0) = 0. 

(c) Demuestre que mv = p para í > 0 (v = dx/dt). 

14. Verifique que u'(t — a) = 8{t — a) resolviendo el problema 

x' = 8(t — a); x(0) = 0 

para obtener x(í) = u{t — a). 

15. Este problema se refiere a una masa m unida a un resorte 
(con constante k) que recibe un impulso p^ = mVg en el 
tiempo í = 0. Muestre que los problemas con valores 
iniciales 


mx" 4- kx = 0', x(0) = 0, x'(0) = Vq 

y 

mx" 4- kx = poSit); x(0) = 0, x'(0) = 0 

tienen la misma solución. Así, el efecto de p^Síf) es, de 
hecho, proporcionar a la partícula un momentum inicial 
Po- 

16. La siguiente es una generalización del problema 15. 
Muestre que los problemas 

ax" + bx' + ex = /(í); x(0) = 0, x'(0) = Vq 

y 

ax" + bx' + ex = f(t) + avoS{t)', x(0) = x'(0) = 0 

tienen la misma solución para t > 0. Así, el efecto del 
término av^Sf) es proporcional a la condición inicial 
X'(0) = Vq. 


17. Considere un circuito RC inicialmente pasivo (sin induc- 
tancia), con una batería que proporciona e^ volts, (a) Si el 
interruptor de la batería se cierra en el tiempo t = ay se 
abre en el tiempo t = b > a{y permanece abierto), mues¬ 
tre que la corriente en el circuito satisface el problema con 
valores iniciales 

Ri' —i = eoSf — a) — eoS{t — b); ¿(0) = 0. 


(b) Resolver este problema si R = 100 W, C = 10^'* E, 
éq = 100 V, a = 1 (s) y ÍJ = 2(s). Muéstrese que i(t) > 0 
si 1 < í < 2 y que i(t) < 0 si í > 2. 

18. Considere un circuito LC inicialmente pasivo (sin resis¬ 
tencia), con una batería que proporciona e^ volts, (a) Si el 
interruptor de la batería se cierra en el tiempo í = 0 y se 
abre en el tiempo t = a> 0, mostrar que la corriente en el 
circuito satisface el problema con valores iniciales 
„ 1 

Li 4- —i = eoS(t) — eo8(t — a); 
i(0) = i'(0) = 0. 


(b) Si L = 1 H, C = 10 ^ E, éq = 10 V y a = TT (s), com¬ 
pruebe que 


i(t) 


{ sen lOí si / < 77, 
0 si í > 77. 


De tal manera que la corriente oscila cinco ciclos y des¬ 
pués se detiene abruptamente cuando el interruptor es 
abierto (figura 7.6.6). 


i(t) 



FIGURA 7.6.6. Función de la corriente en el 
problema 18. 

19. Considere el circuito LC del problema 18(b), con la 
diferencia de que el interruptor se abre y se cierra alterna¬ 
tivamente en los tiempos 7 = 0, 77 /IO, 277 /IO, ... 

(a) Compruebe que i(t) satisface el problema con valores 
iniciales 

00 / TlTt 

¿"-PlOOi = 10^(-l)"á(7 - ; ¿(0) = /'(O) = 0. 

/i=0 

(b) Resuelva el problema con valores iniciales para de¬ 
mostrar que 

7177 (n -4- l)jr 

i{f) = (77 -f 1) sen IO 7 si — < 7 < -. 

^ ^ 10 10 

De esta forma se presenta un fenómeno de resonancia 
(véase fig. 7.6.7). 
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FIGURA 7.6.7. Función de la corriente del 
problema 19. 

20. Repita el problema 19, pero considere que el interruptor 
se abre y se cierra alternativamente en los tiempos t = 0, 
tt/S, 2Tr/5,.... mr/5 _Muestre que si 


21. Considere un circuito RLC en serie con una batería 
L= lH,R = 60a,C= 10-3Fyeo= 10 V. (a) Suponga 
que el interruptor se abre y se cierra alternativamente en 
los tiempos í = 0, tt/IO, 27r/10, ... Compruebe que i{t) 
satisface el problema con valores iniciales 

OO 

í" + 60¡'+ lOOOí = 10^(-l)"á(|r- ; 

n=0 

¿( 0 ) = ¡'( 0 ) = 0 . 

(b) Resuelva este problema para verificar que si 
niT (n + l)jr 


mt 

— < t < 

5 


(n + l):7r 
5 


entonces 

{ sen 10/ si n es par; 

0 SI n es impar. 

Así, la corriente alterna con ciclos de longitud tt/S realiza 
primero una oscilación seno durante un ciclo, luego se in¬ 
activa en el siguiente ciclo, y así sucesivamente (véase 
fig. 7.6.8). 


i{t) 



FIGURA 7.6.8. Función de la corriente del 
problema 20. 


entonces 


^3n7r+37r _ 

í(/) = —r-sen 10/. 

gtTT _ 1 

Construya una figura que muestre la gráfica de esta fun¬ 
ción de la corriente. 

22. Considere una masa m = 1 en un resorte con constante 
k = \, inicialmente en reposo,pero golpeada con un mar¬ 
tillo en cada uno de los instantes / = 0, 2/7, Air, ... 
Suponga que cada martillazo proporciona un impulso de 
-I- 1. Muestre que la función de la posición x{t) de la masa 
satisface el problema de valores iniciales 

OO 

x" + X = &{t — 2njt); j:(0 ) = x'(0) = 0 . 

n=0 

Resuelva este problema para comprobar que si 2mr < 
t < 2(n + 1)77, entonces x(t) = (n + l)sen /. Así, la reso¬ 
nancia se presenta debido a que la masa es golpeada cada 
que pasa por el origen moviéndose hacia la derecha —en 
contraste con el ejemplo 3, en que la masa era golpeada 
cada vez que regresaba al origen —. Finalmente, constru¬ 
ya una figura que muestre la gráfica de esta función de la 
posición. 










Métodos en serie 
de potencias 


8.1 


Introducción y repaso de series de potencias 


E n la sección 3.3 se estudió que una ecuación diferencial lineal homogénea con 
coeficientes constantes puede reducirse a un problema algebraico, el cual se re¬ 
suelve encontrando las raíces de su ecuación característica. No existe otro proceso 
similar para abordar ecuaciones lineales diferenciales con coefecientes variables, al 
menos no uno rutinario con un determinado número de pasos. Con excepción de 
algunos tipos especiales, como el de una ecuación que pueda solucionarse por ins¬ 
pección, para las ecuaciones lineales con coeficientes variables por lo general se re¬ 
quieren las técnicas de serie de potencias presentadas en este capítulo. 

Estas técnicas son suficientes para resolver muchas ecuaciones diferenciales no 
elementales que con frecuencia se presentan en aplicaciones. Tal vez la más impor¬ 
tante podría ser la ecuación de Bessel (por su uso en áreas como la acústica, flujo de 
calor y radiación electromagnética) de orden n\ 


> 


x^y" + xy' + {x^ — rP‘)y = 0. 


La ecuación de Legendre de orden n es importante en muchas aplicaciones y tiene 
la forma de: 


>■ (1 — x^)y'' — 2xy' + n{n -f l)y = 0 . 

En esta sección se introduce el método de serie de potencias en su forma más 
simple. A lo largo de esta presentación se definirán (sin demostrar) varios teoremas 
que constituyen un repaso básico de la serie de potencias. Debe recordarse primero que 
una serie de potencias en (potencias de) x — a es una serie infinita de la forma 

OO 

c„(x — a)" = co -f ci(x — a) -f C 2 (x — a)^ -f • • • -f c„(x — a)" -!-•••. (1) 

n={) 

Si a = o, esta es la serie de potencias de x: 

OO 

^ 'y ^ C„x" = Co -f Cix -f C 2 X^ -f • • • -f c„x" -!-•••. (2) 

n=0 
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El repaso se limitará básicamente a la serie de potencias de x, tomando en cuenta que 
cada propiedad general de esta serie puede trasladarse a una propiedad general en la 
serie de potencias de x — a, reemplazando x por x — a. 

La serie de potencias (2) converge en el intervalo I siempre que el límite 

OO N 

c„x" = lím c„x" (3) 

^ A'^oo ^ 

n=0 n=0 

exista para toda x en 1. En este caso la suma 


f(x) = ^ c„x" 

«=ü 


(4) 


se define en 7, y a esta serie se le llama representación en serie de potencias 
de la función/en I. Las siguientes representaciones en serie de potencias de funcio¬ 
nes elementales son conocidas debido a que se estudian en cursos introductorios de 
cálculo: 


«=ü 


eos X 


senx 


= E 

77=ü 

OO 

= E 

n=0 

OO 

= E 

77=0 


senh x= ^ 

n=ü 

OO 

ln(l +^) = 


— X 


77=1 


77=0 


x" x^ x^ 

— — 1 “h “h — — “t“ ■ ■ ■ 5 

/7! 2! 3! 

(5) 

(-I)«x2" X^ 

= 1 -b • • • ; 

(2n)! 2! 4! 

(6) 

(_l)«x2«+l ^^3 ^ _^5 

(2n-b 1)! 3! 5! 

x2" x^ X^ 

— 1 “!“■■■? 

(2w)! 2! 4! 

(7) 

(8) 

x2"+' x^ x^ 

(2n-bl)! 3! 5! 

(9) 

(-l)"+'x" x^ x^ 

n 2 3 

(10) 

X = l-l-x-l-x -\- x^ 

(11) 


o¿ioí-l)x^ o¿ioí - l)(a - 2)x^ 

(1 +x)“ = 1 -fax H--^--h 


2 ! 


3! 


( 12 ) 


En una notación de suma compacta seguimos las convenciones usuales de 0! = 1 y 
x'* = 1 para toda x, incluyendo x = 0. Las series (5) a la (9) convergen a la función 
indicada para todo valor de x. En contraste, las series (10) y (11) convergen si |x| < 1, 
pero divergen si |x| > 1. (¿Qué pasa si |x| = 1?) La serie (11) es la serie geométrica. 
La serie (12), con un número real arbitrario a, es la serie binomial. Si a es un entero 
no negativo n, entonces la serie (12) llega a su fin reduciendo la serie binomial a un 
polinomio de grado n, el cual converge con todo valor de x. De otra manera, la serie 
es en realidad infinita, y es convergente si |x| < 1 y divergente si |x| > 1; su compor¬ 
tamiento para |x| = 1 depende del valor de a. 
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Observación. Las series de potencias como las ilustradas en los ejemplos 
(5) al (12) se obtienen por lo general de la serie de Taylor. La serie de Taylor con 
centro en x = a de una función/es una serie de potencias 


> ^- ¡—(x - a)" = f(a) + fia)(x - a) + - af-\ - (13) 

en potencias de x — a, bajo la hipótesis de que/es infinitamente derivable en x = a 
[de tal manera que los coeficientes en la ec. (13) están todos definidos]. Si a = 0, 
entonces la serie dada en (13) es la serie de Maclaurin 


> 


E 

n=0 


/'"Ho) 


ni 


x" = /(O) + /'(0)x + 


/"(O) 2 , /®(0) 


2 ! 


-X + 


3! 


x3 + ' 


(13') 


Por ejemplo, supóngase que/(x) = e^. Entonces/*"\x) = e^, y por tanto/^"\0) = 1 
para toda n S 0. En este caso, la ecuación (13') se reduce a la serie exponencial dada 
en (5). 


Operaciones con series de potencias 

Si la serie de Taylor de la función/converge a/(x) para toda x en algún intervalo 
abierto que contenga a, entonces se dice que la función/es analítica en el punto x = 
a. Por ejemplo. 


• toda función algebraica es analítica en cualquier punto; 

• toda función racional es analítica siempre que el denominador sea diferente de 
cero; 

• si dos funciones/y g son analíticas en x = a, también lo serán su suma / + g, 
su producto/ • g, y su cociente//g si g(a) ^ 0. 

Por ejemplo, la función h{x) = tan x = (sen x)/(cos x) es analítica en x = 0 
debido a que eos 0 = 1 0, y las funciones seno y coseno son analíticas [en virtud de 

que sus representaciones mediante series de potencias en las ecuaciones (6) y (7) 
convergen]. No es conveniente el uso de la ecuación (13) para calcular la serie de 
Taylor de la tangente por la forma en que las derivadas sucesivas crecen en comple¬ 
jidad (¡inténtelo!). Por fortuna las series de potencias pueden manejarse algebraica¬ 
mente en forma muy similar a los polinomios. Por ejemplo, si 


OO OO 

/(x) = ^a„x" y g(x) = ^fi„x", 

íi=ü n=0 

entonces 

OO 

/(x) + g(x) = ^(a„ + fi„)x" 

n=ü 


(14) 


(15) 


y 


f(x)g(x) = '^CnX" 

n=0 


= aobo + (aobi + aibo)x + (« 0^2 + ciibi + a2bo)x^ H-, (16) 
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donde c„ = ao^« + + La serie en (15) es resultado de la suma tér¬ 

mino a término. La serie en (16) lo es de la multiplicación formal —de multiplicar 
cada término de la primera serie por cada término de la segunda, y luego agrupando 
coeficientes de las mismas potencias de x—. (Así, este proceso se parece fuertemen¬ 
te a la suma y a la multiplicación de polinomios ordinarios.) Las series (15) y (16) 
convergen en/(x) + g(x) y enf(x)g(x), respectivamente, en cualquier intervalo abierto 
donde ambas series dadas en (14) convergen. Por ejemplo. 


sen X eos x = I x -v’ + — 


1 

Í20' 


1 9 1 4 

1 - + —x^ 

2 24 


X + \ -- 1 - 1 - I v" + 

'6 2/ V24 12 120/ 


4 3 16 5 

X-X H-X — 

6 120 


(2x)^ (2x)^ 

(2x) - ^ 


3! 


5! 


— 2 sen 2x 


para toda x. 

De manera similar, el cociente de dos series de potencias se calcula por divi¬ 
sión sintética como se ilustra en la figura 8.1.1. La división de la serie de Taylor del 
eos X entre el sen x proporciona los primeros términos de la serie 

1 9 2 3 17 7 

tanx = X H—x^ -|-x^ -|- x -!-•••. (17) 

3 15 315 

La división de series de potencias es más conflictiva que la multiplicación, ya que 
puede fallar la convergencia en algunos puntos donde las series tanto de/como de g 
sí son convergentes. Por ejemplo, las series de seno y coseno convergen para toda x, 
pero la serie de la tangente dada en (17) converge sólo si |x| < 7r/2. 


El método de series de potencias 

El método de series de potencias para resolver ecuaciones diferenciales consiste en 
sustituir la serie de potencias 


OO 

> y = J]c„x" (18) 

n=0 

en la ecuación diferencial, y luego se determina el valor de los coeficientes cq , C\, 
C 2 ,... para que la serie de potencias satisfaga la ecuación diferencial. Este método se 
asemeja al de los coeficientes indeterminados, pero aquí se tiene de alguna manera 
una infinidad de coeficientes por determinar. El método no siempre funciona, pero 
cuando lo hace se obtiene una solución representada por una serie infinita, en con¬ 
traste con las soluciones de “forma cerrada” dadas por los métodos descritos ante¬ 
riormente. 

Antes de sustituir la serie de potencias de (18) en la ecuación diferencial, se 
debe saber primero qué se va a sustituir por las derivadas y', y",... El siguiente teo¬ 
rema (propuesto sin demostración) indica que la derivada y' de y = se obtiene 

por el simple proceso de escribir la suma de las derivadas de los términos individua¬ 
les en la serie de y. 
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FIGURA 8.1.1. Obtención de la serie para la tan x utilizando división de series. 


TEOREMA 1 Derivación de series de potencias término 
a término 

Si la representación de la serie de potencias 


^ fix) = ^ = Cq + C\X + C2X^ + + • • • (19) 

n=0 

de la función/converge en el intervalo abierto /, entonces/es derivadle en /, y 


>• f'ix) = ^ nc„x" ^ = ci + 2c2X + 3c3X^ + • • • (20) 

n=\ 

en cada punto de I. 


Por ejemplo, de la derivación de la serie geométrica 

Y OO 

- — ^ X =1“1“X“1“X -j- x^ -j- 

1 - X 


( 11 ) 


n=0 
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Ejemplo 1 


Solución 


se obtiene 

^ OO 

-T = = 1 + 2x + 3x^ + 4x^ + • • • . 

(1-X)2 ^ 

El proceso para determinar los coeficientes en la serie y = de tal manera 

que satisfagan la ecuación diferencial, depende también del teorema 2. Este teore¬ 
ma —propuesto igualmente sin demostración— dice que si dos series representan la 
misma función, entonces son la misma serie. Ea serie de Taylor dada en (13) es 
la única serie de potencias (en potencias de x — a) que representa la función/. 


TEOREMA 2 Principio de identidad 

Si 


a„x" = 

para toda x en algún intervalo abierto 7, entonces a„ = b„ para toda n^O. 


En particular, si y = = 0 para toda x en algún intervalo abierto, se con¬ 

cluye, por el teorema 2, que a„ = 0 para toda n^O. 


Resuélvase la ecuación y' + 2y = 0. 


Sustituyendo las series 

OO OO 

> y = y]c„x" y y'= y]nc„x"^', 

71=0 71=1 

se obtiene 

OO OO 

+2y]c„x" =0. (21) 

71=1 77=0 

Para comparar aquí los coeficientes se necesita que el término general de cada suma 
sea uno que contenga x". Eograrlo requiere un corrimiento del índice en la primera 
suma. Para ver cómo lograr esto, nótese que 

OO OO 

y^nc„x"^* = ci -|- 2 c 2 X -|- 3c 3X^ -!-••• = y^(n -|- l)c„+ix". 

71=1 71=0 

Así, es posible reemplazar n con n -f 1 si, al mismo tiempo, se inicia contando desde 
el punto anterior; esto es, desde n -f 0 en lugar de n = 1. Este es un corrimiento 
de -1-1 en el índice de suma. El resultado de calcularlo en la ecuación (21) es la 
identidad 


OO OO 

y^(n + l)c„+ix" + 2 c„x" = 0; 

71=0 7Í=0 

OO 

y][(?i + l)Cn+l -h 2c„]x" — 0. 

71=0 


que es 
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Si esta ecuación se cumple en algún intervalo, entonces se concluye por el principio 
de identidad que {n + l)c„+i + 2c„ = 0 para toda «SO; consecuentemente 

> c„+i = (22) 

n + 1 

para toda n S 0. La ecuación (22) es una relación recursiva de donde se pueden 
calcular sucesivamente c\, C 2 , C 3 ,... en términos de cq; el último valor será la cons¬ 
tante arbitraria que se esperaba encontrar como solución general de la ecuación dife¬ 
rencial de primer orden. 

Con n = 0, la ecuación (22) obtiene 


c\=- 


2co 

~T' 


Con n = 1,1a ecuación (22) consigue 

2ci 2^co 2^co 

Con n = 2, la ecuación (22) da como resultado 

_ 2c 2 _ 2^co _ 2^co 

T “ ~1 •2-3 “ ST' 

Debe estar claro ahora que después de n pasos se obtendrá 

> c„ = (-l)"^, n^\. 

n\ 

(Es fácil demostrar esto por inducción matemática sobre la variable n.) En conse¬ 
cuencia, la solución toma la forma 


y(x) = J]c„x'- = J](-l)'-^x"=coJ]^ 


n=0 


n=0 


n=0 


ni 


= coe 


-2x 


En el último paso se ha utilizado la conocida serie exponencial de la ecuación (5) 
para identificar la solución de la serie de potencias como la misma solución y(x) = 
coe~^ que se pudo haber obtenido con el método de separación de variables. ■ 


Corrimiento del índice de la suma 

En la solución del ejemplo 1 se escribió 

00 00 

^nc„x"“^ = ^(n -b l)c„+ix" (23) 

n=i n=0 

al realizar un corrimiento del índice de la suma en -b 1 en la serie de la izquierda. Esto 
es, simultáneamente se incrementó el índice de la suma en 1 (reemplazando n por 
n-bl,n^n-bl)yse disminuyó el punto de partida en 1, de n = 1 a n = 0, 
obteniendo de esta manera la serie de la derecha. Este procedimiento es válido 
porque cada serie infinita en (23) es simplemente una notación compacta de la serie 


C\ + 2c 2X -b 3 c 3X^ -b 4 c 4X^ -b • • • . 


( 24 ) 
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Más en general, puede hacerse un corrimiento del índice de la suma en k uni¬ 
dades para una serie infinita si en forma simultánea se incrementa el índice de la 
suma en k{n -^n + k)y también se disminuye el valor de inicio en k. Por ejemplo, 
un corrimiento de +2{n ^ n -I- 2) da como resultado 

OO OO 

n=3 n=l 

Si k es negativa, se interpreta una “disminución en k” como un incremento en —k = \k\. 
De esta manera, un corrimiento en —2(n ^ n — 2) en el índice de la suma resulta en 

OO OO 

- 2)c„_2v"“^; 

n={ n=3 

como se advierte, se ha disminuido el índice de la suma en 2 pero se ha incrementado 
el valor de inicio en 2, de n = 1 a n = 3. La suma de la derecha es simplemente otra 
representación de la serie dada en (24). 

Se sabe que la serie de potencias obtenida en el ejemplo 1 converge para todo 
valor de x porque es una serie exponencial. Más claramente, la solución de una serie 
de potencias no puede representarse en términos de funciones elementales conocidas. 
Cuando se obtenga una solución en serie de potencias de funciones no conocidas, 
debe encontrarse hacia dónde tienen convergencia. Después de todo, y = es 

simplemente una forma supuesta de la solución. El procedimiento que se muestra en 
el ejemplo 1 para encontrar los coeficientes {c„} es simplemente formal y puede no 
ser válido. Su validez —al aplicar el teorema 1 para calcular y', y el teorema 2 con el 
fin de obtener la fórmula recursiva para los coeficientes— depende de la convergen¬ 
cia de la serie inicial y = ’Y^c^x" con coeficientes desconocidos. Por tanto, el proceso 
formal puede justificarse sólo si para el término final se demuestra que la serie de 
potencias obtenida converge en algún intervalo abierto. Si es así, entonces represen¬ 
ta una solución de la ecuación diferencial en ese intervalo. El siguiente teorema (que 
se establece sin demostración) puede usarse para este propósito. 


TEOREMA 3 Radio de convergencia 

Dada la serie de potencias supóngase que el límite 


> 


p = lím 

72—>^O0 


Cn+\ 


(25) 


existe (p es finito) o es infinito (en este caso se escribirá p = oo). De este modo. 


(a) Si p = 0, entonces la serie diverge para toda x 7^0. 

(b) Si 0 < p < oo, entonces Ycnx" converge si |x| < p, y diverge si |x| > p. 

(c) Si p < oo, entonces la serie converge para todo valor de x. 


El valor de p en (25) se llama radio de convergencia de la serie de potencias 
^c„x". Por ejemplo, para la serie de potencias obtenida en el ejemplo 1, se tiene 


p = lím 

71—^00 


(-l)"2"co/w! 
(_l)„+i2«+ic(,/(n 1)! 


lím 

n—>oo 


n + l 
2 


= oo, 


y, en consecuencia, esta serie converge para todo valor de x. Incluso si el límite en 
(25) no existiera, siempre habrá un número p para alguna de las tres alternativas del 
teorema 3. Este valor puede ser difícil de encontrar, pero para la serie de potencias 
considerada en este capítulo, la ecuación (25) es suficiente para calcular el radio de 
convergencia. 
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Ejemplo 2 


Solución 


nCr,x 


«—1 


Resuélvase la ecuación (x — 3)y' -\- 2y = 0. 

Como anteriormente, sustituimos 

oo oo 

^ y = ^cnx’' y y = y2‘ 

n=0 n=l 

para obtener 

OO OO 

(x — 3) ncnx’'^^ + 2 ^ c„x" = 0, 

n=\ n=0 

de tal manera que 

OO OO OO 

nCnX" — 3 nCnX"~^ + 2 CnX" = 0. 


11=1 


17=1 


ií=0 


En la primera suma puede reemplazarse n = l con n = 0 sin ningún efecto en el re¬ 
sultado. En la segunda, se hace un corrimiento en el índice de suma en -f 1. Con esto 
se obtiene 


ncnx'' — 3 + l)c„+ix'' -|- 2 c„x" = 0; 

n=0 n=0 n=0 

esto es, 

OO 

[ncn - 3(n -h l)c„+i -|- 2c„] x" = 0. 

n=0 

El principio de identidad proporciona 

riCn - 3(n -h l)c„+i -|- 2c„ = 0, 

de donde se obtiene la fórmula de recurrencia 

n -|- 2 

^ Pi+i = para n^O. 

3{n + 1) 

Aplicando esta fórmula para n = 0,n = 1 y n = 2, se encuentra que 


C1-3C0, C2 ^ 32^0’ y ^3 3.3^2- ^3 CO. 

Esto es prácticamente suficiente para evidenciar el patrón de comportamiento; no es 
difícil demostrar por inducción en la variable n que 

n + l 

>’ Cn= — T— Co SI n g 1. 


Por tanto, la solución en serie de potencias que se propone es 

OO I 1 

E H í 

■ 


Siendo su radio de convergencia: 


p = lím 


( 1=0 


3n -f 3 

= lím -^ = 3. 


( 26 ) 


>00 n -f 2 


^n + l 
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Ejemplo 3 


Solución 


Así, la serie dada en (26) converge si—3<x<3,y diverge si |x| >3. En este ejem¬ 
plo en particular se puede explicar por qué. La solución elemental (obtenida por 
separación de variables) de la ecuación diferencial es y = 1 /(3 — x)^. Si se obtiene 
la diferencial término a término de la serie geométrica 

1 

1 _ 3 _ 1 ^ 

3 - X 1 3^3"’ 

1 — — n=0 


se consigue un múltiplo constante de la serie dada en (26). Por tanto, esta serie (con 
la constante arbitraria cq escogida apropiadamente) representa la solución 


y(x) = 


1 

(3 - x)2 


en el intervalo —3<x<3,yla singularidad en x = 3 es la razón por la cual el radio 
de convergencia de la solución de serie es p = 3. ■ 


Resuélvase la ecuación x^y' = y — x — 1. 

Al realizar las sustituciones acostumbradas y = XldA” Y y' — X/íc„x"“', se llega a 

OO OO 

x^ ^ nc„x''~^ = — l — X + ^ c„x" 

n= 1 n=0 


de tal manera que 


OO OO 

nCnX"^^ = —l — X + ^ c„x". 

n=l «=0 

Debido a la presencia de los términos — 1 y —x en el lado derecho, es necesario se¬ 
parar los primeros dos términos de la serie del lado derecho cq + Cix, para poder 
compararlos. Si se hace también un corrimiento en el índice de la suma de la izquier¬ 
da en — 1 (reemplazando n = í con n = 2y n con n — 1), se obtiene 

OO OO 

y^(n — l)c„_ix" = —1—x-|-co-|- cix -|- ^2 c„x". 

n=2 n=2 

Debido a que el lado izquierdo no contiene un término constante ni un término que 
contenga X a la primera potencia, el principio de identidad implica que cq= 1, Ci = 1 
y Cn = {n — l)c„-i para n^l.Se concluye entonces que 


C2 = 1 • ci = 1!, C3 = 2 • C2 = 2!, C4 = 3 • C3 = 3!, 
y, en general, que 

>• c„ = (n — 1)! para n^2. 

De esta manera se obtiene la serie de potencias 

OO 

y(x) = í + X + ^(n - l)!x". 

n=2 
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Ejemplo 4 


Solución 


Pero el radio de convergencia de esta serie es 

p = lim - = lim — = ü, 

n—¥oo fi j n—>oo fi 

por lo que la serie converge sólo para x = 0. ¿Qué significa esto? Simplemente que 
la ecuación diferencial dada no tiene una solución en serie de potencias (convergen¬ 
te) de la forma propuesta y = ^c„x". Este ejemplo sirve como advertencia de que el 
simple hecho de escribir y = Y^c„x" implica una suposición que puede ser falsa. ■ 


Resuélvase la ecuación y" + y = 0. 

Si se asume una solución de la forma 

OO 

> y = y^CnX", 

n=0 

se encuentra que 

OO OO 

> = y y" = y^n{n- l)c„x"~^. 

n=i n=2 

Al sustituir y y y" en la ecuación diferencial, se llega a 

OO OO 

n{n — l)c„x"“^ + c„x" = 0. 

n=2 n=Ú 

Si se hace un corrimiento en el índice de la primera suma en -1-2 (reemplazando n = 2 
con n = Oy n con n + 2), se obtiene 

OO OO 

y^,in + 2){n + l)c„+ 2 x" -f c„x" = 0. 

Por el principio de identidad se llega a (n + 2){n + l)c „+2 + c„ = 0, y de este modo 
se obtiene una fórmula de recurrencia 




^n+2 — 


Cn 

(n + l){n + 2) 


(27) 


para n S 0. Es evidente que esta fórmula determinará los coeficientes c„ con sub¬ 
índices pares en términos de cq, y los de subíndices impares en términos de cp co y 
c\ son valores independientes y por tanto son dos constantes arbitrarias que se espe¬ 
ra encontrar de la solución general de la ecuación de segundo orden. 

Al aplicar la fórmula recursiva dada en (27) con n = 0, 2 y 4, se obtiene que 


ci = - 


2 !’ 




4!’ 


y 


C6 = - 


6 !' 


Tomando n = 1, 3 y 5 se encuentra que 


C3 = - 


3!’ 


C5 


5!’ 


y 
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Una vez más, el patrón es claro y muestra (por inducción) que para k^l, 

{-Ifc, 


_ (-l)'^co 
{2k)\ ^ 


C2k+\ = 


{2k+l)\' 


De esta manera se obtiene la solución de serie de potencias 




y(x) = Co(l-1-1-' 

' 2! 4! 6! 


3 5 7 

X X X 

“b Ci I X — — — — — -\- 

' 3! 5! 7! 


esto es, y(x) = cq eos x + Ci sen x. Nótese que no existe problema con el radio de 
convergencia: la serie de Taylor para las funciones seno y coseno convergen para 
toda X. ■ 


Se pueden hacer más comentarios de la solución del ejemplo 4. Supóngase que 
no se conocen las funciones coseno y seno, y mucho menos sus series de Taylor. 
Habríamos descubierto entonces las dos soluciones en series de potencias 


ctx) = 


n=0 


(_l)«x2« X^ 

b1- = 1 -^- 

(2n)! 2! 4! 


(28) 


y 


5(x) = 


(_l)„_^2«+l ^ 


^ (2n + l)! 


n=0 


— X — — “1“ — — 

3! 5! 


(29) 


de la ecuación diferencial y" + y = 0. Ambas series convergen para todo valor de x. 
Por ejemplo, la prueba de la razón en el teorema 3 implica la convergencia para toda 
z de la serie ^(~ l)”z„/ (2n )! obtenida de (28) al sustituir z = x^. Por tanto, (28) con¬ 
verge para todo valor de x, al igual que (de manera análoga) la serie dada en (29). 

Es claro que C(0) = 1 y 5(0) = 0, y la derivación término a término de las dos 
series dadas en (28) y en (29) obtienen 


C'(x) = -S(x) y S’(x) = C(x). (30) 

En consecuencia, C'(0) = 1 y 5'(0) = 0. Así, con la ayuda del método de serie de 
potencias (sin saber nada de las funciones seno y coseno), se llega a que y = C(x) es 
la solución única de 


y" + y = 0 

que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1 y y'(0) = 0, y que y = S(x) es la so¬ 
lución única que cumple las condiciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = 1. De aquí se 
concluye que C(x) y S{x) son linealmente independientes, y —reconociendo la 
importancia de la ecuación diferencial y" -f y = 0— se puede estar de acuerdo en 
denominar a C función coseno y a ó función seno. De hecho, todas las propiedades de 
estas dos funciones pueden establecerse utilizando sólo sus valores iniciales (en 
X = 0) y las derivadas en (30); no hay necesidad de referirse a los triángulos ni tam¬ 
poco a los ángulos. (¿Es posible utilizar la series dadas en (28) y en (29) para demos¬ 
trar que [C(x)]^ -b [ó(x)]^ = 1 para todo valor de x?) Esto demuestra que 

Las funciones seno y coseno están completamente determinadas por 
la ecuación diferencial y" + y = 0 de la cual son las dos soluciones 
naturales linealmente independientes. 
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Las figuras 8.1.2 y 8.1.3 muestran cómo se descubre el carácter geométrico de las 
gráficas eos x y sen x al graficar la aproximación polinomial de Taylor que se obtiene 
truncando las series infinitas dadas en (28) y en (29). 

Ésta es una situación bastante común. Muchas funciones especiales importan¬ 
tes en matemáticas se obtienen en primera instancia como soluciones en serie de 
potencias de ecuaciones diferenciales, y de esta forma se definen en la práctica a 
partir de estas series. En las secciones restantes de este capítulo se presentan nume¬ 
rosos ejemplos de funciones de este tipo. 




FIGURA 8.1.2. Aproximaciones polinomiales de 
Taylor para eos x. 


FIGURA 8.1.3. Aproximaciones polinomiales de 
Taylor para sen x. 


8.1 


Problemas 


En los problemas 1 al 10 encuentre una solución en serie de 
potencias de la ecuación diferencial dada. Determine el radio 
de convergencia de la serie resultante y utilice las series de las 
ecuaciones (5) a (12) para identificar la solución obtenida en 
términos de funciones elementales conocidas. (Por supuesto, 
puede verificar la solución resolviendo las ecuaciones por los 
métodos presentados en los capítulos anteriores). 


l. y = y 
3. 2y' -F 3y = 0 
5. y' = x^y 

7. (2x - \)y' -I- 2y = 0 
9. (x- \)y' + 2y = Q 


2. y' = 4y 
4. y' + 2xy = 0 
6. (x — 2)y' -1- y = 0 
8. 2(x + l)y' = y 
10. 2(x — l)y' = 3y 


En los problemas 19 al 22 obtenga la fórmula de recurrencia 
que proporcione capara n ^2 en términos de CqO de Ci (o de 
ambas) y utilice las condiciones iniciales dadas para encon¬ 
trar los valores de Cq y Ci. Determine Cq (en términos de n, 
como en el texto) y, finalmente, identifique la solución particu¬ 
lar en términos de funciones elementales conocidas. 

19. y" -I- 4y = 0; y(0) = 0, y'(0) = 3 

20. y" - 4y = 0; y(0) = 2, y'(0) = 0 

21. y" -2y' + y = 0-, y(0) = 0, y'(0) = 1 

22. y" -F y' - 2y = 0; y(0) = 1, y'(0) = -2 

23. Muestre que la ecuación 


En los problemas 11 al 14 utilice el método del ejemplo 4 para 
encontrar dos soluciones en series de potencias linealmente 
independientes para la ecuación diferencial dada. Determine 
el radio de convergencia de cada serie e identifique la solución 
general en términos defunciones elementales conocidas. 

11. y" = y 12. y" = 4y 

13. y" -I- 9y = 0 14. y" 4- y = x 

Muestre (como en el ej. 3) que el método de series de potencias 
falla para llegar a una solución de la forma y = YSiiX" en las 
ecuaciones diferenciales de los problemas 15 al 18. 


x^y" + x^y' +y = Q 

no tiene solución en serie de potencias de la forma y = 
YlCnX". 

24. Establezca la serie binomial dada en (12) por medio de los 
siguientes pasos, (a) Pruebe que y = (1 -I- x)“ satisface el 
problema de valor inicial (1 + x)y' = ay, y(0) = 1. (b) 
Compmebe que el método de serie de potencias propor¬ 
ciona la serie binomial dada en (12) como solución del 
problema en el inciso (a), y que esta serie converge si |x| 
< 1. (c) Explique por qué es válida la serie binomial dada 
en (12) a partir de los incisos (a) y (b). 

Para el problema con valores iniciales 


15. xy' -P y = 0 
17. x^y' -P y = 0 


16. 2xy' = y 
18. x^y' = 2y 


25. 


y" = y' + y, y(0) = 0, y(l) = 1 
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establezca la solución en serie de potencias 

OO r 

‘—í n\ 

n—l 

donde {í’„}‘t?=o es la sucesión de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 
8 , 13,... definida por Fq = 0,Fi = 1,F„ = F „-2 + F„_i para 
« > 1 . 

26. (a) Muestre que la solución del problema con valor 
inicial 

y' = l + ytO) = 0 


es y(x) = tan x. (b) Debido a que y(x) = tan x es una fun¬ 
ción impar con y’(0) = 1, su serie de Taylor es de la 
forma 

y = X + c^x^ + + c-jx'' -t- ... 

Sustituya esta serie en y' = 1 -I- e iguale a potencias de 
X para obtener las siguientes relaciones; 


3c3 = 1, 5C5 = 2c3, 

ICi = 2 c 5 -b 9cg = 2cj -b 2 C 3 C 5 , 

llcn = 2 cg -b 2C3C7 -b (cs)^. 

(c) Concluya que 

1 3 2 , 17 7 

tanjt = X — X -I- X -I - X 

3 15 315 

62 g 1382 ,, 

“b - X “b - X “b ■ ■ ■ . 

2835 155925 


27. En esta sección se utilizan series infinitas para resolver 
ecuaciones diferenciales. Recíprocamente, éstas algunas 
veces pueden utilizarse para sumar series infinitas. Por 
ejemplo, considere la serie infinita 

11111 

1 “b — — — “b — “b — — — “b ■ * * ! 

1! 2! 3! 4! 5! 


note el patrón -b H-b H—...de signos superpuestos en 

los términos de la serie para el número e. Puede evaluar 
esta serie si obtiene una fórmula para la función 


f(x) = \+x - 


1 2 1 3 

—-I- x^ -b 

2! 3! 




H-, 


dado que la suma de la serie numérica es simplemente 
/(l). (a) Es posible mostrar que la serie de potencias dada 
aquí converge para todo valor de jc y su derivación térmi¬ 
no a término es válida. Dado lo anterior, muestre que f(x) 
es solución del problema con valor inicial 

y(3)=y; 3 ,( 0 ) = y(0) = 1, y"(0)=-l. 

(b) Resuelva este problema con valores iniciales para 
mostrar que 

12/ "x/s \ 

/(x) = -e^ + -e eos —x + VSsen —x | . 

3 3 2 2 J 


(d) ¿Es preferible utilizar la fórmula de la serie de 
Maclaurin dada en (13) para obtener la serie de la tangen¬ 
te en el inciso (c)? ¡Razone al respecto! 


Como sugerencia, vea el problema 48 de la sección 3.3. 
(c) Evalúe /(l) para encontrar la suma de la serie numéri¬ 
ca mostrada aquí. 


8.2 


Soluciones en series cerca de puntos ordinarios 


El método de series de potencias introducido en la sección 8.1 puede utilizarse 
para ecuaciones lineales de cualquier orden (también para ciertas ecuaciones no 
lineales), pero su aplicación más importante es para las ecuaciones diferenciales li¬ 
neales homogéneas de segundo orden de la forma 


A(x)y" + B{x)y' + C(x)y = 0. 


( 1 ) 


donde los coeficientes A, By C son funciones analíticas de x. En realidad, en la ma¬ 
yoría de las aplicaciones estos coeficientes son funciones algebraicas. 

En el ejemplo 3 de la sección 8.1 se muestra que el método de series no siempre 
proporciona una solución de este tipo. Para conocer cuándo tiene éxito, debe reescri¬ 
birse la ecuación (1) en la forma 


► y" + Pix)y’ + Qix)y = 0 (2) 

con el coeficiente principal igual a 1 y con P = B/A y Q = CjA. Nótese que P{x) y 
Qix) generalmente no son analíticas en los puntos donde A(x) se anula. Por ejemplo, 
considérese la ecuación 


xy" -b y' -b xy = 0. 


( 3 ) 
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Las funciones coeficiente dadas en (3) son continuas en cualquier parte. Pero en la 
forma (2), esta es la ecuación 


y + - j = o 

X 


(4) 


con P{x) = \/x no analítica en x = 0. 

El punto X = a se llama un punto ordinario de la ecuación (2) —y de la equi¬ 
valente ecuación (1)— siempre que las funciones P{x) y Qix) son analíticas enx = a. 
De lo contrario, x = a sería un punto singular. Así, el único punto singular de las 
ecuaciones (3) y (4) es x = 0. Recuérdese que el cociente de las funciones analíticas 
es analítico en cualquier lugar donde el denominador sea diferente de cero. Se con¬ 
cluye que si A{a) 7^ 0 en la ecuación (1) con coeficientes analíticos, entonces x = a 
es un punto ordinario. Si A(x), B(x) y C(x) son polinomios sin factores comunes, 
entonces x = a es un punto ordinario solamente si A(a) 0. 


Ejemplo 1 


El punto X = 0 es un punto ordinario de la ecuación 

xy" -f (sen x)y' -f x^y = 0. 

a pesar del hecho de que A(x) = x se anula en x = 0. La razón es que 
senx 1 / x^ x^ \ x^ x^ 


P(x) = 


= — X — — -f — 

xV 3! 5! 


— 1 — — -f — 

3! 5! 


es, sin embargo, analítica en x = 0, pues al dividir entre x resulta en una serie de 
potencias convergente. ■ 


Ejemplo 2 


El punto X 


0 no es un punto ordinario de la ecuación 


y" -f x^y' + x'/^y = 0. 


Porque mientras P{x) = x^ es analítica en el origen, Q{x) = x'^^ no lo es. El motivo 
es que Q(x) no es derivadle en x = 0, por tanto, tampoco es analítica en ese punto. 
(El teorema 1 de la secc. 8.1 afirma que una función analítica debe ser derivadle.) 


Ejemplo 3 


El punto X 


0 es un punto ordinario de la ecuación 


(1 - x^)y" + (7x2 = q 


debido a que las funciones de los coeficientes A(x), B(x) y C(x) son polinomios con 
A(0) 0. 

El teorema 2 de la sección 3.1 afirma que la ecuación (2) tiene dos soluciones 
linealmente independientes en cualquier intervalo abierto donde las funciones de los 
coeficientes P(x) y Q(x) son continuas. El hecho básico de la presente propuesta es 
que cerca de un punto ordinario a, estas soluciones serán series de potencia en po¬ 
tencias de X — a. Ea prueba del siguiente teorema puede encontrarse en el capítulo 3 
de An Introduction to Ordinary Dijferential Equations (Englewood Cliffs, Prentice 
Hall, N.Y, 1961). 
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Ejemplo 4 


Solución 


TEOREMA 1 Soluciones cercanas a un punto ordinario 

Supóngase que a es un punto ordinario de la ecuación 

A(x)y" + Bix)y’ + C(x)y = 0; (1) 

esto es, las funciones P = B/A y Q = CjA son analíticas en x = a. Entonces 
la ecuación (1) tiene dos soluciones linealmente independientes, cada una de la 
forma 

OO 

^ y(x) = ^c„(x - fl)". (5) 

n=0 

El radio de convergencia de cualquier solución de este tipo es al menos tan grande 
como la distancia desde a al punto singular (real o complejo) más cercano de la 
ecuación (1). Eos coeficientes en la serie dada en (5) pueden determinarse sustitu¬ 
yéndose en la ecuación (1). 


Determínese el radio de convergencia garantizado por el teorema 1 para una solu¬ 
ción de 


(p? -f 9)y" -f xy' + x^y = 0 (6) 

en series de potencias de x. Repítase el ejemplo para una serie de potencias de x — 4 


Este ejemplo ilustra el hecho de que dehen tomarse en cuenta tanto puntos singulares 
complejos como reales. Debido a que 


P{x) = 


x^ -f 9 


y Qix) = 


x2 + 9’ 


los únicos puntos singulares de la ecuación (6) son ±3/. Ea distancia (en el plano 
complejo) de cada uno de éstos desde 0 es 3, de tal manera que una solución en serie 
de potencias de la forma tiene radio de convergencia de al menos 3. Ea distan¬ 

cia de cada punto singular desde 4 es 5; así, una solución de este tipo de la forma 
^c„(x — 4)" tiene radio de convergencia de al menos 5 (véase fig. 8.2.1). ■ 


y 


3i 


-3i 



X 


FIGURA 8.2.1. Radio de convergencia como la distancia a la singularidad más cercana. 
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Ejemplo 5 


Solución 


Encuéntrese la solución general en potencias de x de 

(x^ — 4)y' + 3xy' + y = 0. 


( 7 ) 


Obténgase posteriormente una solución particular con y(0) = 4, y'(0) = 1 

Los únicos puntos singulares de la ecuación (7) son ±2; así, la serie que se obtendrá 
tiene radio de convergencia de al menos 2. (Véase el problema 35 para el radio de 
convergencia exacto.) La sustitución de 


OO OO OO 

> y = ^c„x", y' = '^ncnx"~\ y y" = ^ n(n - l)c„x"“^ 

n=0 n=i n=2 

en la ecuación (7) resulta en 

OO OO OO OO 

— l)c„x" — 4^n(n — l)c„x"“^ + 3 ^nc„x" + ^c„x" = 0. 

n=2 n=2 n=l n=0 

Pueden iniciarse también la primera y tercera sumas desde n = 0 debido a que no se 
han introducido términos diferentes de cero. Se hace un corrimiento del índice en la 
segunda suma en +2 unidades, reemplazando n con n + 2 y utilizando el valor ini¬ 
cial n = 0. Esto resulta en 


OO OO OO OO 

n(n — l)c„x" — 4 -|- 2)(n -|- l)c„+ 2 x" -|- 3 ncnx" + c„x" = 0. 

n=0 n=0 n=0 n=0 

Después de agrupar los coeficientes de c„ y c „+2 se obtiene 

OO 


[(n^ + 2n+ l)c„ - 4{n + 2)(n -|- l)c„+ 2 ] x" = 0. 


n=ü 


El principio de identidad resulta en 

(n + l)^c„ — 4(n + 2)(n + l)c „+2 = 0, 
por lo que la fórmula de recurrencia es 


_ in + l)c„ 

“ 4(n -b 2) 

para n^O. Con n = 0, 2 y 4 respectivamente, se obtiene 


( 8 ) 


C2 


CO 

4^’ 


C4 


3co 


3c2 

4M 42-2-4’ 


C6 


5c4 

4^ 


Continuando de esta manera, evidentemente se encuentra que 

1 • 3 • 5 • • • (2n - 1) 


^2n 


4« . 2 • 4 • • • i2n) 


-CQ. 


3 • 5co 
43 • 2 • 4 • 6 ■ 


Con la notación factorial 

(2n-hl)!! = l-3-5---(2n-bl) 


(2n + 1)! 
2 " • «! 
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y la observación de que 2 • 4 • 6...(2n) = 2" • n! se obtiene finalmente 


^2n — 


{2n - 1)!! 
2^" • n\ 


-Cq. 


(9) 


(Se utiliza también el hecho de que 4” • 2” = 2^".) 

Con n = 1, 3 y 5 en la ecuación (8), se encuentra 


C3 = 


2ci 


C5 = 


4c 3 2 • 4ci 


4-3’ 4-5 42 .3-5’ 

Puede apreciarse que el patrón es 


y cj 


6cs 2 • 4 • 6ci 


4.7 43.3.5.7- 


2 • 4 ■ 6 ■ • • (2«) 

~ 4" • 1 • 3 • 5 - • • (2n+ 1)^^ 


2" • (2n + 1)!! 


Cl- 


( 10 ) 


La fórmula dada en (9) proporciona los coeficientes de subíndices pares en 
términos de cq; y de la misma manera la fórmula dada en (10) nos da los subíndices 
impares en términos de c\. Después de agrupar por separado los términos de las se¬ 
ries de grado par e impar, se obtiene la solución general 


y{x) = co [ 1 -b ¿ 


n=l 


(2»-1)! !..2„ 

2^" • n\ 


-b Cl X -b — 


^2n+\ 


^^2".(2n+l)!! 


.( 11 ) 


De manera alterna 


13 5 

y(x) = Cq Í 1 “b —x^ “b-x^ “b-x^ -b 

' 8 128 1024 


1 , 1 , 1 7 

“b Cl I X “b —X “b —X “b -X “b ■ 

' 6 30 140 


( 11 ') 


Debido a que y(0) = cq y y'(0) = Ci, las condiciones iniciales dadas implican que 
Cq = 4 y Cl = 1. Al utilizar estos valores en la ecuación (ll')> los primeros términos 
de la solución particular que satisface y(0) = 4 y y'(0) = 1 son 


1 7 1 3 3 . 1 , 

y(x)—4 + X+-X + 7 X + ttX + tttX -b 

2 6 32 30 


( 12 ) 


Observación. Como en el ejemplo 5, la sustitución de y = ^c„x” en una 
ecuación lineal de segundo orden con x = 0 como un punto ordinario, resulta por lo 
general en una fórmula de recurrencia que puede utilizarse para expresar cada uno de 
los coeficientes sucesivos C 2 , C 3 , C 4 ... en términos de los dos primeros, cq y Ci. En 
esta situación, las dos soluciones linealmente independientes se obtienen de la si¬ 
guiente manera. Sea yoix) la solución lograda con cq = 1 y Ci = 0, y sea yi(x) la 
solución obtenida con cq = 0 y cj = 1. Entonces 

>'o( 0 ) = l, yó( 0 ) = 0 y yi(0) = 0, y;( 0 ) = l, 

de esta manera es claro que yo y Ji son linealmente independientes. En el ejemplo 5, 
yo(3^) y yi(x) se definen por las dos series que aparecen del lado derecho de la ecua¬ 
ción ( 11 ), que expresan la solución general en la forma y = coyo + Ciyi. ■ 













522 


Capítulo 8 Métodos en serie de potencias 


Corrimiento de soluciones en términos de series 

Si en el ejemplo 5 se hubiera buscado una solución particular con los valores inicia¬ 
les dados y{á) y y'(a), se habría requerido la solución general en la forma 

OO 

y(-^) = ^c„(x - a)"; (13) 

«=0 

esto es, en potencias de x — a en lugar de potencias de x. Únicamente para una solu¬ 
ción de la forma dada en (13) se cumple que las condiciones iniciales 

y(a) = c° y y'{d) = cj 

determinan las constantes arbitrarias cq y Ci en términos de los valores iniciales de 
y y y'. Consecuentemente, para resolver un problema con valores iniciales es nece¬ 
sario desarrollar la serie de la solución general centrada en el punto donde se especi¬ 
fican las condiciones iniciales. 


Ejemplo 6 


Resuélvase el problema con valores iniciales 


£y 


dy 


(ú-2í-3)^ + 3(í-l)^ + y = 0; y(l) = 4, /(l) =- 1 . (14) 




di 


Solución Se necesita una solución general de la forma ~ ú”- Pero en lugar de reempla¬ 
zar esta serie en (14) para determinar los coeficientes, los cálculos se simplifican si 
primero se sustituye x = t — 1 , ya que lo que se busca es una serie de la forma Y^c^x". 
Para transformar la ecuación (14) en una con la nueva variable independiente x, se 
observa que 


y 


1^ - 2t - 3 = (x + if - 2(x + 1) - 3 = x^ - 4, 

dy dy dx dy , 
dt dx dt dx ^ ’ 


d^y 

dt^ 


d í dy 
dx \ dx 


dx d , 

57 = S''’> = ^' 


donde las primas representan derivadas con respecto a x. De esta manera, se transfor¬ 
ma la ecuación (14) en 


(x2 - 4)y" + 3xy' + y = 0 

con condiciones inicialesy = 4yy' = lenx = 0 (correspondiente a í = 1). Éste es 
el problema con valores iniciales que se resolvió en el ejemplo 5, por lo que se cuenta 
con la solución particular en (12). La sustitución de í — 1 por x en la ecuación (12) 
obtiene la solución particular deseada 

y(í) = 4 + (í - 1) + i(í - 1)2 + i(f - 1)3 
2 6 

3 4 1 5 

H-(í - 1)^ H-(í - 1)^ H-. 

32^ 30 
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Ejemplo 7 


Solución 


Esta serie converge si — 1 < í < 3. (¿Por qué?). Una serie como ésta puede utilizarse 
para estimar los valores numéricos de la solución. Por ejemplo, 

yCO.S) = 4 + (-0.2) + ^(-0.2)2 + ^(- 0 . 2 )^ 

2 6 

de tal manera que ^(0. 8 ) ~ 3.8188. ■ 

El último cálculo en el ejemplo 6 ilustra el hecho de que las soluciones de las 
ecuaciones diferenciales, en términos de series, son útiles no solamente para estable¬ 
cer propiedades generales de una solución, sino también para los cálculos numéricos 
cuando no se cuenta con una solución en términos de funciones elementales. 

Tipos de fórmulas de recurrencia 

Ea fórmula dada en la ecuación ( 8 ) es un ejemplo de una fórmula de recurrencia de 
dos términos, que expresa cada coeficiente de la serie en términos de uno de los 
coeficientes anteriores. Una fórmula de recurrencia de varios términos muestra 
cada coeficiente de la serie en términos de dos o más coeficientes anteriores. En este 
tipo de fórmula generalmente es difícil, o a veces imposible, encontrar una expresión 
que obtenga el coeficiente c„ en términos de n. El siguiente ejemplo muestra qué 
puede hacerse con una fórmula de recurrencia de tres términos. 


Encuéntrense dos soluciones linealmente independientes de 

y" — xy' — x^y = 0 . 


(15) 


Con la sustitución de costumbre de la serie de potencias y = se obtiene la 

ecuación 


OO OO OO 

n{n — l)c„x"“2 _ ^ ^ c„x"^2 = q. 

n=2 n=\ «=0 

Puede iniciarse la segunda suma en n = 0 sin cambiar nada más. Para hacer que cada 
término incluya x” en su término general, se corre el índice de la primera suma - 1-2 
(reemplazando n con n -f 2 ) y se hace un corrimiento por —2 en la tercera suma (reem¬ 
plazando n con n — 2). Estos cambios resultan en 

OO OO OO 

y~^(n + 2 )in + l)c„+ 2 x" - ^nc„x" - ^ c„-2x" = 0 . 

«=ü «=Ü n=2 

El intervalo de estas tres sumas inicia en n S 2, por lo que deben separarse los térmi¬ 
nos correspondientes a n = 0 y n = 1 en las primeras dos sumas antes de agrupar los 
coeficientes de x". Esto resulta en 

OO 

2c2 -I- 6c 3X - Cix -h ^ [(n + l){n + l)c„+2 - nc„ - c„_2] x" = 0 . 

n=2 

Ahora, por el principio de identidad, se sabe que 2 c 2 = 0 y que C 3 = 4 Ci, por lo que 
la fórmula de recurrencia de tres términos es 


> 


^n-\-2 


“h Cii—2 

(n + 2){n + 1 ) 


(16) 
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para n ^ 2. En particular, 


C4 

Cl 


2c2 + Cq 

Í2 


5c5 + C3 

42 


C5 

C 8 


3c 3 -j- Ci 4c 4 -j- C2 

-, Ce =- 

20 30 

6 c 6 + C 4 

56 ■ 


(17) 


De esta manera, todos los valores de c„ para n^4 están dados en términos de cons¬ 
tantes arbitrarias cq y Ci, debido a que C 2 = 0 y C 3 = ^ ci- 

Para obtener la primera solución yi de la ecuación (15) se considera cq = 1 y 
Ci = 0, tal que C 2 = C 3 = 0. Entonces las fórmulas dadas en (17) obtienen 


1 1 

C4 = —, C5 = 0, C6=—, C7 = 0, 


C 8 


3 

TTm’ 


de este modo. 


yi (x) = 


12 


_ Y° + - 

90 1120 




(18) 


Debido a que Ci = C 3 = 0, es claro de la ecuación (16) que esta serie contiene sola¬ 
mente términos de grado par. 

Para obtener una segunda solución linealmente independiente y 2 de la ecuación 
(15) se considera cq = 0 y Ci = 1, tal que C 2 = 0 y C 3 = ^ . Entonces las fórmulas 
dadas en (17) obtienen 


C4 = 0, 



Ce = 0, C7 


13 

1008’ 


tal que 


. ^ 1 3 3 5 13 7 

yiix) = X -\ -X -|-X -|-X -b 

^ ^ 6 40 1008 


(19) 


Debido a que cq = C 2 = 0, es claro de la ecuación (16) que esta serie contiene sola¬ 
mente términos de grado impar. Eas soluciones yi(x) y y 2 (x) son linealmente inde¬ 
pendientes porque yi(0) = 1 y yí(0) = 0, mientras que y 2 ( 0 ) = 0 y y 2 ( 0 ) = 1- Una 
solución general de la ecuación (15) es una combinación lineal de las series de 
potencias dadas en (18) y (19). Ea ecuación (15) no tiene puntos singulares, de tal 
manera que las series de potencias que representan yi(x) y y 2 (x) convergen para todo 
valor de x. ■ 


La ecuación de Legendre 

Ea ecuación de Legendre de orden a es la ecuación diferencial lineal de segundo 
orden 

>• (1 — x^)y" — 2xy' + a{o¿ + l)y = 0 , ( 20 ) 

donde el número real a satisface la desigualdad a > — 1. Esta ecuación diferencial 
tiene muchas aplicaciones, que van desde fórmulas de integración numérica (como 
la cuadratura gaussiana) hasta problemas para determinar la temperatura en estado 
permanente dentro de una esfera sólida cuando se conocen las temperaturas en sus 
puntos extemos. Eos únicos puntos singulares de la ecuación de Eegendre son en -b 1 
y — 1 ; de esta manera tiene dos soluciones linealmente independientes que pueden 
expresarse en series de potencias de x con radio de convergencia de al menos 1 . 
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La sustitución de y = Y^c^x"' en la ecuación (20) obtiene (véase problema 31) la 
fórmula de recurrencia 


> 


r*m4-2 — 


(ü! — m)((x + m + 1) 
(m + l)(m + 2) 


( 21 ) 


para m = 0. Se utiliza m como índice de la suma debido a que n se empleará para otra 
cosa. 

En términos de las constantes arbitrarias cq y Ci, la ecuación (21) obtiene 


C 2 


C3 


a(a + 1) 


-Cq, 


(a - l)(a + 2) 

3! 


-ci, 


a(a — 2)(a + lila + 3) 

C 4 = --co, 

(a - l)(a-3)(a+2)(« + 4) 

Cs = -CI. 

5! 


Puede mostrarse sin mayor problema que para m> 0, 


C2m = i-ir 


a(a — 2)(a — 4) ■ ■ ■ (a 


2m + 2)(q! + l)(a + 3) • • • (rr + 2m 

{2m)\ 


1 ) 

—Co 

( 22 ) 


y que 


C 2™+1 = (- 1 )' 


(a — l)(a — 3) • • • (cü — 2m + l)(a; + 2 )(q! + 4) • • • (a + 2m) 

(2m + 1)! 


-ci. 


(23) 


De manera alternativa, 


C2m ( 1) rr2mCo y ^2m+l ( 1) ^2m+l^lf 

donde fl 2 m y <^ 2111+1 representan las fracciones en las ecuaciones (22) y (23), respecti¬ 
vamente. Con esta notación se obtienen dos soluciones en series de potencias lineal¬ 
mente independientes 


00 00 

yiix) = co'^{-ira 2 mX^"‘ y y 2 (-^) = ci ^(-l)'"a 2 „+iv^"'+' (24) 

m=0 m=0 


de la ecuación de Legendre de orden a. 

Ahora supóngase que a = n sea un entero no negativo. Si q; = n es par, se 
observa de la ecuación (22) que fl 2 m = 0 cuando 2m > n. En este caso yi(x) es un 
polinomio de grado n y y 2 es una serie (sin límite) infinita. Si a = n es un entero 
positivo impar, se observa de la ecución (23) que < 22™+1 = 0 cuando 2m -f 1 > n. En 
este caso, y 2 Íx) es un polinomio de grado n y yi es una serie (sin límite) infinita. Así, 
en cualquier caso, una de las dos soluciones en (24) es un polinomio y la otra es una 
serie infinita. 
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Con una apropiada elección (hecha separadamente para cada n) de las constan¬ 
tes cq (para n par) y ci (para n impar), la solución algebraica de grado n de la ecua¬ 
ción de Legendre del mismo orden 

>• (1 “ ^)y" ~ 2xy' -I- n(n + l)y = 0, (25) 

se representa por P„(x), y se denomina polinomio de Legendre de grado n. Es habi¬ 
tual (por la razón indicada en el problema 32) seleccionar la constante arbitraria de 
tal manera que el coeficiente de x" en P„(x) sea (2n)!/[2"(n!)^]. De esto resulta que 




N 


Pn(x) = 


(-lf(2n - 2k)l 


n—2k 


^ 2"k\{n-k)\{n-2k)\ 


(26) 


donde N = \n/2^ es la parte entera de n/2. Los primeros seis polinomios de Legen¬ 
dre son 


Lo(x) s 1, Pi(x)=x, 

P 2 ÍX) = ^(3x2 - 1), P3(x) = i(5x^ - 3x), 

Pa,{x) = -(35x4 _ 3 q ^2 ^ ^(63x^ - 70x^ -b 15x), 

8 8 

y sus gráficas se muestran en la figura 8.2.2. 



FIGURA 8.2.2. Gráficas de los polinomios de Legendre y = Pnix) 
para n = l,2,3,4y5. Las gráficas se caracterizan por el hecho de que 
todas las raíces de P,¡(x) se encuentran en el intervalo — 1 < x < 1 . 


8.2 


Problemas 


Encuentre las soluciones generales en potencias de x de las 
ecuaciones diferenciales de los problemas 1 al 15. Obtenga la 
fórmula de recurrencia y el radio de convergencia que puede 
garantizarse en cada caso. 

1 . (x^- I)y"-b4xy'-b2y = 0 

2. (x^ -b 2)y" -b 4xy' -b 2y = 0 

3. y" -b xy' -b y = 0 

4. (x2-bl)y"-b6xy'-b4y = 0 

5. (x2 - 3)y"-b 2xy'= 0 

6 . (x^ — l)y" — 6 xy' -b 12 y = 0 


7. (x2 -b 3)y" - 7xy' -b 16y = 0 

8 . (2 - x^)y" - xy' -b 16y = 0 

9. (x^ - l)y" -b 8 xy' -b 12y = 0 

10. 3y" -b xy' - 4y = 0 

11. 5y" - 2xy'-b lOy = 0 

12. y"-xV-3xy = 0 

13. y" -b x^y' -b 2xy = 0 

14. y" -I- xy = 0 (ecuación de Airy) 

15. y" +x^y = 0 
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Utilice series de potencias para resolver los problemas de va¬ 
lores iniciales en los problemas 16 y 17. 


(b) Distinga cada lado de la última ecuación n veces en 
forma sucesiva para obtener 


16. (1 + x'^)y" + 2xy' -2y = Q\ y(0) = 0, y'(0) = 1 

17. y" + xy' - 2y = 0; y(0) = 1, y'(0) = 0 

Resuelva los problemas de valores iniciales en los problemas 
18 al 22. Sustituya la forma t = x — ay encuentre una solución 
Yjtrl" de la ecuación diferencial transformada. Estableczca el 
intervalo de valores de x para los cuales el teorema 1 de esta 
sección garantiza convergencia. 


(1 - + n(n + = 0 . 

De esta manera, u = y^"'' = D'\x^ — 1)" satisface la ecua¬ 
ción de Legendre de orden n. (c) Muestre que el coeficien¬ 
te de x" en u es ( 2 n)!/n!; establezca por qué esto prueba la 
fórmula de Rodrigues. (Note que el coeficiente de x" en 
P,ix) es (2n)!/[2«(n!)2].) 

33. La ecuación de Hermite de orden a es 


18. /' -b (x - \)y' -b y = 0; >-(1) = 2, :y'(l) = 0 

19. (2x - x^)y" - 6 (x - \)y' - 4y = Q- y(l) = 0, /(l) = 1 

20. (x^ - 6x -b 10)y" - 4(x - 3)y' -b óy = 0; y(3) = 2, 
/(3) = 0 

21. (4x2 ^ gy. = y y/(_2) = o 

22. (x2-b6x)y'-b(3x-b9)y'-3y = 0; y(-3) = 0, >>'(-3) = 2 

En los problemas 23 al 26 encuentre una fórmula de recurren¬ 
cia de tres términos para soluciones de la forma y = 
Obtenga los tres primeros términos diferentes de cero en cada 
una de las dos soluciones linealmente independientes. 

23. y'-b(l-bx)y = 0 

24. (x2 - \)y" -b 2xy' -b 2xy = 0 

25. y" -b x2y' -b x2y = 0 

26. (l-bx^t/'-bx^y =0 

27. Resuelva el problema con valores iniciales 

y" + xy' -b ( 2 x 2 + jy ^ q. ^ y ^'(O) = - 1 . 

¿Cuántos términos se necesitan para calcular y(\/2) con 
una precisión de cuatro cifras decimales? 


y" — 2 xy' -b 2 ay = 0 . 

(a) Obtenga las dos soluciones en series de potencias 


>’i 


i-b^(-ir 

m=l 


2 ” a (a 


2 ) ■ ■ ■ (« 
( 2 m)\ 


2>" + 2) y„ 


y 

72= X 

, .V» 2"'(« - 1)(« - 3) • •. (a - 2m + 1) 

.y ’ a» + i)> 

Compruebe que yi es un polinomio si a es un entero par, 
mientras que 72 es un polinomio si a es un entero impar, 
(b) El polinomio de Hermite de grado n se representa por 
El„(x). Es la solución algebraica de grado n de la ecuación 
de Hermite multiplicada por una constante adecuada, de 
tal manera que el coeficiente de x" es 2". Demuestre que 
los seis primeros polinomios de Hermite son 


En los problemas 28 al 30 encuentre los tres primeros térmi¬ 
nos diferentes de cero en cada una de las dos soluciones li¬ 
nealmente independientes de la forma y = ^c,fX". Sustituya la 
serie de Taylor de las funciones analíticas y conserve los tér¬ 
minos suficientes para calcular los coeficientes necesarios. 


Ho(x) = l, Hi(x) = 2x, 

H 2 (x) = 4x2 - 2, Hfix) = 8x2 _ ^2x, 

Hfix) = lóx"* - 48x2 -b 12, 

Hs(x) = 32x2 - 160x2 -b 120 x. 


28. y" + e-y = Q 

29. (eos x)y" -b y = 0 

30. xy" -b (sen x)y' -b xy = 0 

31. Obtenga la fórmula de recurrencia dada en (21) para la 
ecuación de Legendre. 

32. Siga los pasos propuestos en este problema para estable¬ 
cer la fórmula de Rodrigues 


P„{x) 


1 d" 
n \ 2 " dx" 


(x2 - 1)" 


para el polinomio de Legendre de grado n. (a) Muestre 
que u = (x 2 — 1 )" satisface la ecuación diferencial 

(1 — x 2 )u' -b 2 nxv = 0 . 


Una fórmula general para los polinomios de Hermite es 
//„(x) = (-l)V^¿(e-^). 

Verifique que esta fórmula, en efecto, proporciona un 
polinomio de grado n. Es interesante utilizar un sistema 
de álgebra en computadora para investigar la conjetura de 
que (para cada n) las raíces del polinomio Hermite H„ y 
Hn+i están “entrelazadas” —esto es, las n raíces de se 
encuentran en los n intervalos abiertos acotados, cuyos 
puntos extremos son un par de raíces sucesivas de 
34. Lo presentado a continuación del ejemplo 4 de la sección 
8.1 sugiere que la ecuación diferencial y" -b y = 0 podría 
utilizarse para introducir y definir las conocidas funciones 
seno y coseno. De manera similar, la ecuación de Airy 


Derive cada lado de esta ecuación para obtener 
(1 — x 2 )u" -b 2 {n — l)xu' -b 2 nv = 0 . 


y" = xy 
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sirve para introducir dos nuevas funciones especiales que 
aparecen en aplicaciones que van desde las ondas de radio 
hasta las vibraciones moleculares. Encuentre los tres o 
cuatro primeros términos de las dos diferentes soluciones 
en series de potencias de la ecuación de Airy. Verifique 
que los resultados concuerden con las fórmulas 


yi{x) = 1 + XI 


1-4. {2,k-2) 


y 


y2{x) = x + X 


2-5- 


(3* - 1) 


-ik+l 


(3^+1)! 


para las soluciones que satisfacen las condiciones inicia¬ 
les yitO) = 1 , yítO) = 0 y y 2 Í 0 ) = 0 , y 2 ( 0 ) = li respecti¬ 
vamente. Las combinaciones especiales 


Ai(x) 


yAx) 

3V3r(|) 


yijx) 

3i/3r(i) 


y 

Bi(x) = -;;— I- r- 

3'/6r(f) 3-'/6r(i) 

definen las funciones de Airy estándar que aparecen en ta¬ 
blas matemáticas y en sistemas de álgebra en computado¬ 
ra. Sus gráficas, expuestas en la figura 8.2.3, muestran un 
comportamiento oscilatorio como funciones trigonomé¬ 
tricas para x < 0, mientras que Ai(x) decrece exponencial¬ 
mente y Bi(x) se incrementa de la misma manera conforme 
X —> +00. Es interesante utilizar un sistema de álgebra en 
computadora para investigar cuántos términos deben con¬ 
siderarse en las series yi y y 2 presentadas anteriormente 
para obtener una gráfica visualmente indistinguible res¬ 
pecto de la figura 8.2.3 (la cual está construida con las 
funciones de Airy con base en una aproximación de alta 
precisión.) 


y 



FIGURA 8.2.3. Gráficas de la función de 
Airy y = Ai(x) yy = Bi{x). 


35. (a) Para determinar el radio de convergencia de la solu¬ 
ción en series del ejemplo 5, escriba la serie de términos 
de grado par de la ecuación (11) en la forma 

OO OO 

yo(x) = 1 + X ^ + X 

n=l n=l 

donde = C 2 „ y z = x^. Aplique la fórmula de recurrencia 
de la ecuación (8) y el teorema 3 de la sección 8.1 para 
mostrar que el radio de convergencia de la serie en z es 4. 
Por tanto, el radio de convergencia de la serie en x es 2. 
¿Cómo corrobora esto el teorema 1 de esta sección? 
(b) Escriba la serie de términos de grado impar de la 
ecuación (11) en la forma 

( OO \ / OO 

1 + X C2n+lX^" ) = 3 ^ ( 1 + X 

n=l / \ H=1 

para mostrar, de manera similar, que su radio de conver¬ 
gencia (como en una serie de potencias en x) es tam¬ 
bién 2. 


8.2 Aplicación 


Cálculo automático de coeficientes de series 


La repetida aplicación de una fórmula de recurrencia para obtener los coeficientes de 
las series es —especialmente en el caso de una fórmula de recurrencia con tres o más 
términos— la parte tediosa del método de series infinitas. Aquí se ilustra el uso de un 
sistema de álgebra en computadora para realizar esta tarea. En el ejemplo 7 se vio 
que los coeficientes de la solución en series de la forma y = ^c„x” de la ecuación 
diferencial y" — xy' — x^y = 0 se obtienen en términos de los dos coeficientes arbi¬ 
trarios cq y Ci por medio de 


C\ 

C2 = 0, C3 = — , y 
6 


^n+2 — 


^Cfi Cji—2 

(n + 2)(n + 1) 


para n^2. 


( 1 ) 


A primera vista parecería un asunto rutinario el implementar una fórmula de recu¬ 
rrencia de este tipo, pero debe considerarse el hecho de que los índices de un arreglo 
en una computadora común y corriente son de la forma 1, 2, 3,..., en lugar de 0, 1, 
2 ,..., que son los que coinciden con los exponentes en los términos sucesivos de una 
serie de potencias que inicia con un término constante. 
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Por esta razón, primero se reescribe la solución en serie de potencias propuesta en la 
forma 


n=0 n=i 

donde = c„-i para cada n S 1. Entonces, las primeras dos condiciones en (1) 
implican que ¿3 = 0 y ¿4 = ^ asimismo, la fórmula de recurrencia (donde n se 
reemplaza por n — l), obtiene la nueva fórmula de recurrencia 


^n+2 — — 


(n - l)c„_i + c„_3 (n - \)bn + bn-i 


(n + l)n 


n{n + 1) 


(3) 


Ahora se puede comenzar. Supóngase que se desean calcular los términos 
hasta el décimo grado en la ecuación (2) con las condiciones iniciales bi = ¿2 = 1- 
Entonces, la instrucción de Maple 


k := 11: # k términos 

b := array(l..k): 

b[l] := 1: # valor arbitrario 

b[2] := 1: # valor arbitrario 

b[3] := 0: 

b[4] := b[2]/6: 

for n from 3 by 1 to k - 2 do 

b[n+2] := ((n-l)*b[n] + b[n-2])/(n*(n+1)); 

od; 


o las instrucciones de Mathematica 


k=ll; (*k términos *) 

b := Table[0, {n,l,k}]; 

b[[l]] :=1: (* valor arbitrario *) 

b[[2]] :=1: (* valor arbitrario *) 

b[[3]] := 0: 
b[[4]] := b[[2]]/6; 

For [n=3, n<=k-2, 

b[[n+2]]=((n-l)*b[[n]] + b[[n-2]])/(n*(n+l)); n=n+l]; 

proporcionan rápidamente los coeficientes {fi„) correspondientes a la solución 


y(x) = 

3x^ X® 13x^ 3x* 119x® 41x^° 

"^ 1008 "^11^ "^ 51840 "^ 113400 "^"' ’ ’ 

Puede notarse que los términos de grado par e impar concuerdan con los que se 
muestran en las ecuaciones (18) y (19), respectivamente, del ejemplo 7. 

Eas instrucciones de Matlab 

k = 11; % k términos 

b = 0*(l:k); 
b(l) = 1; 
b(2) = 1; 
b(3) = 0; 
b(4) = b(2)/6; 


valor arbitrario 
valor arbitrario 
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for n = 3:k-2 

b(n+2) = ((n-l)*b(n) + b(n-2))/(n*(n+l)); 
end 

format rat, b 

proporcionan los mismos resultados, excepto que el coeficiente fiio de se presenta 
como 73/31801, en lugar del valor correcto 119/51840 que se muestra en la ecuación 
(4). Resulta que 

73 119 

-«í 0.0022955253 mientras que -0.0022955247, 

31801 51840 

de tal manera que las dos fracciones racionales concuerdan si se redondean a 9 ci¬ 
fras decimales. La explicación es que (a diferencia de Mathematica y Maple) 
Matlab trabaja internamente con decimales en vez de aritmética exacta. Al final, su 
algoritmo format rat convierte a una aproximación correcta con 14 cifras decima¬ 
les para b\Q en de una fracción racional incorrecta, que es “parecida por no igual”. 

Pueden sustituirse by = l,b 2 = Gy b\ = 0,b2= 1 separadamente (en lugar de 
b\= b 2 = 1) en las instrucciones que se ofrecen aquí para obtener las sumas parciales 
de las dos soluciones linealmente independientes mostradas en las ecuaciones (18) y 
(19) del ejemplo 7. Esta técnica puede aplicarse en cualquiera de los ejemplos y pro¬ 
blemas en esta sección. 


Puntos singulares regulares 


Se estudiará ahora la solución de la ecuación lineal homogénea de segundo orden 

> A(x)y" + B(x)y' + C(x)y = 0 (1) 

cerca de un punto singular. Recuérdese que si las funciones A,ByC son polinomios 
que no tienen factores comunes, entonces los puntos singulares en la ecuación (1) 
son simplemente los puntos donde A(x) = 0. Por ejemplo, x = 0 es el único punto 
singular de la ecuación de Bessel de orden n, 

x^y" + xy' + (x^ — n^)y = 0, 

mientras que la ecuación de Legendre de orden n, 

(1 - x^)y" - 2xy’ + n{n + l)y = 0, 

tiene los dos puntos singulares x = —lyx = l.De aquí, resulta que algunas caracte¬ 
rísticas de las soluciones de estas ecuaciones, tan importantes en las aplicaciones, son 
determinadas en gran parte por su comportamiento cerca de sus puntos singulares. 

Esta presentación estará limitada al caso en el que x = 0 es un punto singular 
de la ecuación (1). Una ecuación diferencial con un punto singular en x = a puede 
transformarse fácilmente sustituyendo f = x — a en una correspondiente que tenga 
un punto singular en 0. Por ejemplo, si se sustituye t = x — 1 en la ecuación de 
Eegendre de orden n, debido a que 

, dy dy dt dy 

^ dx dt dx dt ’ 

„ d^y d í dy\ dt d^y 

^ dx^ dt \dx)_ dx dfi ’ 

y a que 1 — x^ = 1 — (í + 1)^ = — 2í — f^, se obtiene la ecuación 

d^y dy 

-t{t + 2)^ - 2(í + 1)^ + n{n + í)y = 0. 
dt^ dt 

Esta nueva ecuación tiene el punto singular í = 0 que corresponde a x = 1 en la 
ecuación original; tiene también un punto singular t = —2 que corresponde a x = — 1. 
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Tipos de puntos singulares 

Una ecuación diferencial con un punto singular en 0 comúnmente no tendrá solucio¬ 
nes en serie de potencias de la forma y(x) = Y^c„x", de tal manera que el método de 
cálculo de la sección 8.2 falla en este caso. Para investigar la forma que podría tomar 
la solución de una ecuación de este tipo, se considera que los coeficientes de la ecua¬ 
ción (1) tienen funciones analíticas, por lo que se reescribe la ecuación en la forma 
estándar 

> y” + P{x)y' + Q{x)y = 0, (2) 

donde P = Bj Ay Q = C/A. Recuérdese que x = 0 es un punto ordinario (en oposi¬ 
ción a un punto singular) de la ecuación (2) si las funciones P{x) y Q(x) son analíticas 
en X = 0; esto es, si P(x} y Q(x} tienen desarrollos en serie de potencias de x conver¬ 
gentes en algún intervalo abierto que contenga x = 0. Puede ahora probarse que cada 
una de las funciones P(x} y Q(x) o es analítica o se aproxima a ±cxd conforme x ^ 0. 
En consecuencia, x = 0 es un punto singular de la ecuación (2) siempre que P{x) o 
Q{x) (o ambas) se aproximen a ±oo conforme x ^ 0. Por ejemplo, si se reescribe la 
ecuación de Bessel de orden n en la forma 


se observa que P{x) = 1/x y Q{x) = 1 — {njx)^ tienden a infinito conforme x ^ 0. 

En seguida se presentará que la aplicación del método de series de potencias 
puede generalizarse para aplicarse cerca del punto singular x = 0 en la ecuación (2), 
siempre que P{x) tienda a infinito más lentamente que 1/x, y Q(x) no más rápido que 
1 /x^ conforme x —> 0. Ésta es una forma de decir que P{x) y Q(x) tienen únicamente 
singularidades “débiles” en x = 0. Para establecer esto con mayor precisión, se rees¬ 
cribe la ecuación (2) en la forma 


> 

donde 

> 


„ , pM , .qix) 

y H->- H—2“^ = 

■yZ. 


X 




p(x) = xP(x) y q(x) = x^Q(x) 


(3) 


(4) 


DEFINICIÓN: Punto singular regular 

El punto singular x = 0 de la ecuación (3) es un punto singular regular si las 
funciones p{x) y q(x) son ambas analíticas en x = 0. De otra manera es un punto 
singular irregular. 


En particular, el punto singular x = 0 es un punto singular regular si p{x) y q(x) 
son ambas polinomios. Por ejemplo, se observa que x = 0 es un punto singular regu¬ 
lar de la ecuación de Bessel de orden n al escribir esa ecuación en la forma 


2 2 


-y = 0, 


nótese que p{x) — 1 y ^(x) = x^ — son ambas polinomios en x. 
En contraste, considérese la ecuación 


2xV + (1 + x)y' -f 3xy = 0, 
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Ejemplo 1 


la cual tiene el punto singular x = 0. Si esta ecuación se escribe en la forma de (3), 
se obtiene 


Debido a que 


V v-^ 


1 + X 


1 




conforme x ^ 0 (aunque q(x) = f es un polinomio), se observa que x = 0 es un pun¬ 
to singular irregular. No se discutirá la solución de ecuaciones diferenciales cercanas 
a puntos singulares irregulares; éste es un tema considerablemente más avanzado que 
la solución de ecuaciones diferenciales cercanas a puntos singulares regulares. 


Considérese la ecuación diferencial 

x^(l -|- x)y" -|- x(4 — x^)y' + {2 + 'ix)y = 0. 


En la forma canónica y" + Py' + Qy = Q', esto es 


4 — x^ 


2 -)- 3x 


Debido a que 


P{x) = 


4-x2 
x(l -|- x) 


y 


ew = 


2 -|- 3x 
x^(l -|- x) 


ambos coeficientes tienden a oo conforme x —> 0, donde se observa que x = 0 es un 
punto singular. Para determinar la naturaleza de este punto singular, debe escribirse 
la ecuación diferencial en la forma de la ecuación (3): 


/ + 


(4-x2)/(1+x) , 


y + 


(2 + 3x)/(l+x) 
-23-y = 0 


De este modo. 


p{x) = 


4-x2 
1 -|- X 


y 


q{x) = 


2 -\- 3x 
1 “H X 


Debido a que el cociente de los polinomios es analítico en cualquier punto siempre 
que el denominador sea diferente de cero, se observa que p{x) y q{x) son ambas ana¬ 
líticas en X = 0. En consecuencia, x = 0 es un punto singular regular de la ecuación 
diferencial dada. ■ 

Puede suceder que cuando se empieza con una ecuación diferencial en la forma 
general dada en la ecuación (1), y se reescribe en la forma en (3), las funciones p{x) 
y q{x), tal como se dan en (4), son formas indeterminadas en x = 0. En este caso, Ea 
situación es determinada por los límites 


Po = PÍO) = lím p(x) = límxP(x) 

(5) 

qo = q{0) = lím^(x) = límx^g(x). 

(6) 


Si po = 0 = qQ, entonces x = 0 puede ser un punto ordinario de la ecuación diferen¬ 
cial x^y" + xp(x)y' + q(x)y = 0 en (3). De otro modo. 














Ejemplo 2 


8.3 Puntos singulares regulares 533 

• Si los límites en (5) y (6) existen y son finitos, entonces x = 0 es un punto sin¬ 
gular regular. 

• Si alguno de los límites no existe o es infinito, entonces x = 0 es un punto 
singular irregular. 

Observación. El caso más común en las aplicaciones para la ecuación 
diferencial escrita en la forma 




qix) 

-^y = o- 


(3) 


es que las funciones p(x) y q(x) son polinomios. En tal situación, po = p(Q) y qo = 
q(0) son simplemente los términos constantes de esos polinomios, por lo que no hay 
necesidad de evaluar los límites en las ecuaciones (5) y (6). ■ 


Para investigar la naturaleza del punto x = 0 para la ecuación diferencial 


x^y" + (x^ sen x)y' -f (1 — eos x)y = 0, 


se escribe primero en la forma dada en (3): 

(senx)/x , (1—cosx)/x^ 




-/+ 


y =0. 


Entonces, con la regla de l’Hópital se obtienen los valores 


sen X eos x 

po = lim- = lím- = 1 

x—yO X X— >0 1 


y 


1 — eos X 
^0 = lim-^- 

x->0 X^ 


,, sen X 
lim- 

x^o 2x 


1 

2 


para los límites en las ecuaciones (5) y (6). Puesto que ambos no son cero, se obser¬ 
va que X = 0 no es un punto ordinario. Pero sus límites son finitos, de tal manera que 
el punto singular x = 0 es regular. De forma alternativa, puede escribirse 


senx 1 / x^ x^ 

t U ^ 3! + 5! ^ 


2 4 

X X^ 

— 1 — — -f — 

3! 5! 


q(_x) = 


1 — eos X 


1 

72. 


X 

4Í 


X 

&. 


1 - 


X^ X^ X® 

1-^-h ■ 

2! 4! 6! 


Esta series de potencias (convergentes) muestran explícitamente que p{x) y q{x) son 
analíticas, y además que po = p{0) = 1 y í?o = Ú'(O) = í > Por lo que se verifica direc¬ 
tamente que X = 0 es un punto singular regular. ■ 
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El método de Frobenius 

Ahora se intentará realmente encontrar las soluciones de una ecuación diferencial 
lineal de segundo orden cerca de un punto singular regular x = 0. La ecuación más 
simple de este tipo es la ecuación equidimensional de coeficientes constantes 

x^y" + piixy' + qQy = 0 (7) 

a la cual se reduce la ecuación (3) cuando p{x) — poY q{x) = qQ son constantes. En 
este caso, puede verificarse por sustitución directa que la simple función de potencias 
y(x) = x'' es una solución de la ecuación (7) si y sólo si r es una raíz de la ecuación 
cuadrática 


r(r - 1) + Por + qo = 0. (8) 

En el caso general en que p(x) y q(x) son series de potencias en lugar de cons¬ 
tantes, una conjetura razonable es que la ecuación diferencial podría tener una solu¬ 
ción de la forma 


OO OO 

>- y(x) = x’’ ^ C„x" = ^ CnX"'*"'' = Cqx'' -f Cix'’"'^^ -f C 2 X'’“'"^ -f • (9) 

n=ü «=() 


—el producto de x'‘ y una serie de potencias — . Esto resulta en una suposición fruc¬ 
tífera; de acuerdo con el teorema 1 (que se establecerá más adelante), toda ecuación 
de la forma dada en (1) con x = 0 como un punto singular regular tiene al menos una 
solución de este tipo. Este hecho es la base del método de Frobenius, nombrado así 
en honor del matemático alemán Georg Erobenius (1848-1917), quien descubrió el 
método en 1870. 

Una serie infinita de la forma dada en (9) se llama serie de Frobenius. Nótese 
que ésta por lo general no es una serie de potencias. Por ejemplo, si r = — ^ , la serie 
dada en (9) toma la forma 


y = cqx -f -f C 2 X^^^ -f c^x^^^ + • • • ; 


y no es una serie en potencias enteras de x. 

Para investigar la posible existencia de una solución en serie de Frobenius se 
inicia con la ecuación 

>- x^y" + xp{x)y' + q{x)y = 0 (10) 

que se obtiene multiplicando la ecuación (3) por x^. Si x = 0 es un punto singular 
regular, entonces p{x) y q{x) son analíticas en x = 0, de tal manera que 


p{x) = Po + P\X + P 2 X^ + P3X^ H-, 

q(x) = qo + qix + q 2 X^ + q^x^ H-. 


( 11 ) 


Supóngase que la ecuación (10) tiene una solución en serie de Frobenius 


y = '^c„x 

n=0 


n-\-r 


> 


( 12 ) 
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Ejemplo 3 


Se puede considerar (y siempre se hace) que co 0, debido a que la serie debe 
tener un primer término diferente de cero. Al derivar término a término la ecua¬ 
ción (12) se tiene 

OO 

> y = ^c„(n+ r)x"+''“^ (13) 

n=ü 

y 

OO 

>- y" = ^c„(n+ r)(n+ r - l)v"+''“^. (14) 

íi=ü 

La sustitución de las series en las ecuaciones (11) a la (14) en la ecuación (10) resul¬ 
ta en 


[r(r - l)cov'' -P (r -P l)rcix'“''' H-] 

-P [pqx + píX^ -\ -] • [rcox''^^ -P (r -P l)cix'' -|-] 

+ [í?o + 'Zi-* + ■■■]■ -p -p • • ■ ] = 0. (15) 

Después de la multiplicación de los términos iniciales de los dos productos en el lado 
izquierdo, y agrupando coeficientes de x', se observa que el término de menor grado 
en la ecuación (15) es co[r(r — 1)-P p^r + Si la ecuación (15) debe satisfacerse 
idénticamente, entonces los coeficientes de este término (así como los coeficientes 
de grados mayores) deben anularse. Pero considerando que cq 0, se concluye que 
r debe satisfacer la ecuación cuadrática 

> r(r - l) + Por + qo = 0 (16) 

que es precisamente de la misma forma que la obtenida con la ecuación equidimen- 
sional dada en (7). La ecuación (16) se llama ecuación de índices de la ecuación 
diferencial en (10), y sus dos raíces (posiblemente iguales) son los exponentes de la 
ecuación diferencial (en el punto singular regular x = 0). 

La deducción de la ecuación (16) muestra que si la serie de Frobenius y = x'' 
^c„x" fuese una solución de la ecuación diferencial en (10), entonces el exponente r 
debe ser una de las raíces r\ y r 2 de la ecuación de índices dada en (16). Si r\ r 2 , se 
concluye que hay dos posibles soluciones en términos de series de Frobenius, mientras 
que si ri = r 2 existe, sólo hay una solución posible de este tipo; la segunda solución 
no puede ser una serie de Frobenius. Los exponentes r\ y r 2 en las posibles solucio¬ 
nes en términos de series de Frobenius se determinan (utilizando la ecuación de 
índices) por los valores po = p(0) y qo = ¿/(O) que ya se han discutido. En la práctica, 
particularmente cuando los coeficientes de la ecuación diferencial en la forma origi¬ 
nal dada en (1) son polinomios, con frecuencia la forma más simple de encontrar 
Po y <10 es escribir la ecuación en la forma 

„ , po + piX + p2X^^ - , qo + qix + q2X^-\ - 

y H-yH-^-y = 0. (i/) 

X x^ 

Entonces, la inspección de las series que aparecen en los dos numeradores revela las 
constantes po y qo- 


Encuéntrense los exponentes de las soluciones posibles en series de Erobenius de la 
ecuación 


2x^(1 + x)y" + 3x(l + x)^y' — (1 — x^)y = 0. 
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Solución Al dividir cada término entre 2x^(1 + x), puede reescribirse la ecuación diferencial 
en la forma 


a I 2 


/' + 


|(l+2x+x^) -i(l-x) 


y+ " 


-y = 0. 


y de este modo se observa que pq= f y qo — “ í • Así, la ecuación de índices es 


r(r - l) + Ir - I = - ^ = (r + l)(r - i) = 0, 


2 2 


con raíces rj = y y r 2 = — 1. Las dos soluciones posibles en series de Frobenius son 
de las formas 


OO OO 

yi(x) = x‘/^^fl„x" y y 2 Íx) = x~^'^b„x''. ■ 

n=0 n=0 

Soluciones en series de Frobenius 

Una vez que se conocen los exponentes r^ y r 2 , los coeficientes de una solución en 
series de Frobenius se determinan sustituyendo las series en las ecuaciones (12) a la 
(14) en la ecuación diferencial, siguiendo en esencia el mismo método utilizado para 
determinar los coeficientes en las soluciones en series de potencias de la sección 8.2. 
Si los exponentes r^ y r 2 son complejos conjugados, entonces siempre existirán dos 
soluciones en términos de series de Frobenius linealmente independientes. Aquí se 
restringe la atención para el caso en el cual rj y r 2 son reales. También se buscarán 
soluciones únicamente para x > 0. Una vez que se encuentra una solución de este 
tipo, sólo se necesita reemplazar x'^' por |x|'’^ con el fin de obtener la solución para 
X < 0. El siguiente teorema se demuestra en el capítulo 4 del libro de Coddington, 
An Introduction to Ordinary Differential Equation. 


TEOREMA 1 Soluciones en series de Frobenius 

Supóngase que x = 0 es un punto singular regular de la ecuación 

>• x^y" + xp{x)y' + q{x)y = 0. (10) 

Si p > 0 representa el mínimo de los radios de convergencia de las serie de 
potencias 


Pix) = ¿ 


p„x 


n=ü 


qix) = ^ 


qnX 


n=() 


Sean ri y r 2 las raíces (reales), con g r 2 , de la ecuación de índices r(r — 1) + 
+ ^0 = 0. Entonces: 

(a) Para x > 0 existe una solución de la ecuación (10) de la forma 


> yi(x) = x'”'^fl„x" (floT^O) (18) 

n=Q 


correspondiente a la raíz más grande rj. 
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Ejemplo 4 


Solución 


(b) Si rj — r 2 no es ni cero ni un entero positivo, entonces existe una segunda 
solución linealmente independiente para x > 0 de la forma 

OO 

> y2{x) = iboyíO) (19) 

correspondiente a la raíz más pequeña r 2 . 

Los radios de convergencia de las series de potencias en las ecuaciones (18) y (19) 
son cada uno de al menos del valor de p. Los coeñcientes en estas series pueden 
determinarse sustituyendo las series en la ecuación diferencial 

x^y" + xp{x)y' + q{x)y = 0. 


Se ha visto ya que si ri = r 2 , entonces existe sólo una solución en términos de 
series de Frobenius. Resulta que si r\ — r 2 es un entero positivo, puede existir o no 
una segunda solución en términos de series de Frobenius de la forma de la ecuación 
(19) correspondiente a la raíz más pequeña ri- Estos casos excepcionales se presen¬ 
tan en la sección 8.4. En los ejemplos 4 al 6 se ilustra el proceso para determinar 
los coeficientes en las soluciones en términos de series de Erobenius garantizadas 
por el teorema 1. 


Encuéntrense las soluciones en términos de series de Erobenius de 

2x^y" + 3xy' — (x^ -P l)y = 0. (20) 


Debe dividirse primero cada término entre 2x^ para escribir la ecuación en la forma 
dada en (17): 

3 _í_í^2 

y" + ^ y = 0. (21) 

Se observa que x = 0 es un punto singular regular, y que Po = 2 y qo— ~ J ■ Debido 
a que p{x) — 2 y q{x) = —\ — jx^ son polinomios, la serie de Erobenius obtenida 
será convergente para toda x > 0. Ea ecuación de índices es 

r{r -l) + lr -\ = {r - i) (r + 1) = 0, 

de modo que los exponentes son ri=^yr 2 =—l.Y como su diferencia no corres¬ 
ponde a un entero, entonces el teorema 1 garantiza la existencia de dos soluciones en 
términos de series de Erobenius linealmente independientes. En lugar de sustituir por 
separado 

OO OO 

=x'''2^a„x" y y 2 =x^'^fi„x" 

íi=ü n=0 

en la ecuación (20), es más eficiente iniciar sustituyendo y = x'^Xi^nx”. Se obtendrá 
entonces una fórmula de recurrencia que depende de r. Con el valor rj = y se 
obtiene una fórmula de recurrencia para la serie de yi, mientras que con r 2 = — 1 
se logra una fórmula de recurrencia para la serie de y 2 . 

Cuando se sustituyen 

OO OO 

> y = ^c„x"+^ y'= ^(n-Pr)c„x"+''“', 

«=0 n=0 
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y 

oo 

>- y" = y^(ra + r){n + r - 

n=Q 

en la ecuación (20) —la ecuación diferencial original, en lugar de la ecuación (21) — 
se obtiene 


OO OO 

2 ^^(n + r){n + r — l)c„x"''"'^ + 3 ^^(n + r)c„x"“'‘'’ 

«=ü n=0 


oo oo 

- Mx"+''+2 - Y Cnx''^’' = 0. (22) 

n=0 n=0 


En esta etapa hay varios caminos a seguir. Una buena práctica estándar es correr los 
índices de tal manera que cada exponente sea igual al más pequeño índice que esté 
presente. En este ejemplo, se corren los índices de la tercera suma en —2 para reducir 
su exponente den + r + 2an + r. Esto resulta en 


OO OO 

2 ^^(w + r){n + r — l)c„x"‘'''’ + 3 ^^(n + r)c„x"^'^ 

n=0 n=0 


oo oo 

- Y - Y = 0. (23) 

n=2 n=0 


El rango común de la suma es n ^ 2, por lo que deben tratarse n = 0 y n = 1 por 
separado. Siguiendo la práctica estándar, los términos correspondientes a n = 0 
siempre proporcionarán la ecuación para el índice 

[2r(r - 1) + 3r - l]co = 2 (r^ + - j) cq = 0. 

Eos términos correspondientes a n = 1 resultan en 


[2(r + l)r + 3(r + 1) - l]ci = i2r^ + 5r + 2)ci = 0. 


Debido a que el coeñciente 2r^ + 5r + 2 de Ci es diferente de cero sir = j or = —1, 
se concluye que 

ci = 0 (24) 


en cualquier caso. 

El coeficiente de x"'*''" en la ecuación (23) es 


2(n + r){n + r — l)c„ + 3(n + r)c„ — c „-2 — c„ = 0. 


Despejando c„ y simplificando se obtiene la fórmula de recurrencia 

2 


Cm - 


2{n + r)^ + (n + r) — 1 


para n^2. 


(25) 



8.3 Puntos singulares regulares 539 


Caso 1. rj = ^ . Se escribe ahora a„ en lugar de c„ y se sustituye r = ^ en la 
ecuación (25). Con esto se obtiene la fórmula de recurrencia 


> 


^n—2 

2rfi + 3n 


para n^2. 


(26) 


Con esta fórmula se pueden determinar los coeficientes en la primera solución de 
Frobenius yi. En la ecuación (24) se observa que a„ = 0 siempre que n sea impar. 
Con n = 2, 4 y 6 en la ecuación (26) se obtiene 


ao 

07 = —> 

14 


_ 02 _ ao 
^ ^ 


04 flO 

^ W ^ 55,440' 


Así, la primera solución de Frobenius es 

..2 


yi(x) = oov‘/^ 


1 -p — -p--p- 

14 616 55,440 


Caso 2 . r 2 = —l. Ahora se escribe en lugar de c„ y se sustituye r = —1 en la 
ecuación (25). Con esto se obtiene la fórmula de recurrencia 


> 


bfi — 


bf. 


2b^ — 3n 


para n^2. 


(27) 


Nuevamente la ecuación (24) implica que b„ = Q para n impar. Con o = 2, 4 y 6 en 
(27) se obtiene 


bi 


b_o 
2 ’ 


bA 


h 

20 


h. 

40’ 



fio 

2160' 


Por lo que la segunda solución de Frobenius es 


X^ \ 

yiM-box (^i + - + - + _ + ...j. 


Ejemplo 5 


Encuéntrese una solución de Frobenius de la ecuación de Bessel de orden cero. 


> 


x^y" + xy' + 7?y = 0. 


(28) 


Solución En la forma de (17), la ecuación (28) se transforma en 

1 x^ 

+ -y' + = 0. 

X x^ 

Por tanto, x = 0 es un punto singular regular con p{x) = 1 y q{x) = x^, de tal manera 
que las series serán convergentes para toda x > 0. Debido a que po= 1 y = 0, la 
ecuación de índices es 


r(r - 1) + r = = 0. 

De este modo, se obtiene sólo un exponente r = 0 y por tanto existe solamente una 
solución en términos de la serie de Frobenius 

OO 

y{x) = X^^C^X" 

« = ü 

de la ecuación (28); ésta es de hecho una serie de potencias. 
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Ejemplo 6 


Así, al sustituir y = en (28), el resultado es 

OO OO OO 

n(n — l)c„x" + ncnx" + = 0. 

«=ü íí=0 n=0 

Combinando las dos primeras sumas y corriendo el índice de la tercera en —2 se 
obtiene 

OO OO 

n^CnX" + C„_2X" = 0. 

n=0 n=2 


El término correspondiente a x*’ resulta en que 0 = 0; es decir, no proporciona infor¬ 
mación. El término correspondiente a x* resulta en que C\ = 0, y el término para x" 
obtiene la fórmula de recurrencia 

>- Cn = — para n g 2. (29) 

Debido a que Ci = 0, se observa que c„ = 0 siempre que n sea impar. Sustituyendo 
n = 2, 4 y 6 en la ecuación (29), se obtiene 

_ Cq _ ^2 _ Co ^ _ ^4 _ Co 

^ 2 --^’ y “ 22 . 42 . 62 ’ 

Evidentemente, el patrón es 

^ ^ (-1)"CQ ^ (-l)”co 

22 • 42 • • • ( 2 n )2 22"(n!)2' 

Ea elección de co = 1 proporciona una de las más importantes funciones especiales 
en matemáticas, la función de Bessel de orden cero de primera clase, que se repre¬ 
senta por JqÍx). De este modo. 


> 


_ ^ (-l)"x2” _ x2 X® 

2o(x) - 2^ 22«(n!)2 ~ ^ ~ T ^ 64~ 2304 

n=0 ^ ' 


+ 


(30) 


En este ejemplo no se ha podido encontrar una segunda solución linealmente inde¬ 
pendiente de la ecuación de Bessel de orden cero. Esa solución se obtendrá en la 
sección 8.4 y no será una serie de Erobenius. ■ 


Cuando rj — r2 es un entero 

Recuérdese que si r\ — r 2 es un entero positivo, entonces el teorema 1 garantiza 
solamente la existencia de la solución en términos de serie de Erobenius correspon¬ 
diente al exponente mayor rj. El ejemplo 6 ilustra el caso afortunado en el cual el 
método de series obtiene, no obstante, una segunda solución en términos de serie de 
Erobenius. El caso en el cual la segunda solución no es una serie de este tipo se pre¬ 
senta en la sección 8.4. 


Encuéntrense las soluciones en términos de series de Erobenius de 


xy" + 2y' -f xy = 0. 


(31) 
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Solución La ecuación en la forma estándar se convierte en 

2 

y" + -y' + = o, 

X x^ 

de esta manera se observa que x = 0 es un punto singular regular con pq = 2y = 0. 
La ecuación de índices 

r(r - 1) + 2r = r(r + 1) = 0 

tiene raíces rj = 0 y r 2 = — 1, las cuales difieren en un entero. En este caso, cuando 
ri — r 2 es un entero, es mejor partir del procedimiento estándar del ejemplo 4 e ini¬ 
ciar el trabajo con el exponente más pequeño. Como se verá, la fórmula de recurrencia 
nos dirá entonces si existe o no una segunda solución en términos de series de Fro- 
benius. Si existe, los cálculos proporcionarán simultáneamente ambas soluciones de 
Frobenius. Si no existe la segunda solución se inicia de nuevo con el exponente más 
grande r = r\ para obtener la solución de Frobenius que garantiza el teorema 1. 

Por tanto, se inicia con la sustitución de 

OO OO 

y = x“^ ^c„x" = 

n=0 n=0 

en la ecuación (31). Con esto se encuentra 

OO OO OO 

— l){n — 2)c„x"“^ -P 2 — l)c„x"“^ -p ^ c„x" = 0. 

«=ü «=ü n=ü 

Combinando las primeras dos sumas y corriendo el índice de la tercera en —2 se 
obtiene 

OO OO 

n(n — l)c„x"~^ -P c„- 2 x"“^ = 0. (32) 

H=ü n=2 

Fos casos para n = 0 y n = Ise reducen a 

0 • co = 0 y 0 • ci = 0. 

De esta forma se tienen dos constantes arbitrarias cq y Ci, por lo que puede esperarse 
encontrar una solución general incorporando dos soluciones de Frobenius linealmente 
independientes. Si para n = 1 se hubiera obtenido una ecuación tal como 0 • Ci = 3, 
la cual puede satisfacerse sin elegir Ci, esto significaría que no podría existir la se¬ 
gunda solución en series de Frobenius. 

Sabiendo ahora que todo marcha bien, de (32) se puede obtener la fórmula de 
recurrencia 
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FIGURA 8.3.1. Soluciones 

cosjc stnx 

yi(x) = -y y 2 (x) = - 

X X 

del ejemplo 6. 


evidentemente el patrón es 


^2n — 


(-l)"co 


C2ii+1 — 




(2ny. ’ (2« + l)! 

para n g 1. Por tanto, una solución general de la ecuación (31) es 



'E‘ 

:„x" 



n=0 




( 

x2 

x‘* 


11 - 



X 

V 

2! 

4! 

Co 

Y" 

-l)"x 

2n 

X 

n=0 

i2n)\ 



Ci / 

+ 3! +5! ■ 


^ ( 2 « + 1 )! 


Así 


yix) = -(co eos X + ci sen x). 

X 

De este modo se ha encontrado una solución general expresada como una combina¬ 
ción lineal de dos soluciones en términos de series de Frobenius 


eos X sen x 

yií^) =- y yiix) = -. 


(34) 


Como se indica en la figura 8.3.1, una de estas soluciones es acotada, pero la otra es 
no acotada, cerca del punto singular regular x = 0 —una situación común en el caso 
de exponentes que difieren en un entero. ■ 


Resumen 

Cuando se intenta resolver una ecuación diferencial lineal de segundo orden 
> A(x)y" + Bix)y' + C(x)y = 0 


con funciones coeficientes analíticas, para investigar la posible existencia de solucio¬ 
nes en términos de series, se escribe primero la ecuación en la forma estándar 

> y + P{x)y' + Q{x)y = 0. 


Si P{x) y Q{x) son ambas analíticas en x = 0, entonces x = 0 es un punto ordinario y 
la ecuación tiene dos soluciones linealmente independientes de series de potencias. 

De otra manera, x = 0 es un punto singular y se escribe la ecuación diferencial 
en la forma 


y' + rWy. 


qix) 

—^y = 0. 


Si p{x) y q{x) son ambas analíticas en x = 0, entonces x = 0 es un punto singular 
regular. En este caso se encuentran los dos exponentes r\ y r 2 (que se consideran 
reales con S r 2 ) resolviendo la ecuación de índices 




r{r - 1) + pQr + = 0, 


donde po = P(0) y ú'o = ^7(0). Siempre existe una solución en términos de la serie de 
Frobenius y = asociada con el exponente más grande ri; y si ri — r 2 no es 

un entero, la existencia de una segunda solución de este tipo y 2 = también 

se garantiza. 
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8.3 


Problemas 


En los problemas 1 al 8 determine six = 0 es un punto ordina¬ 
rio, un punto singular regular, o un punto singular irregular. Si 
es un punto singular regular, encuentre los exponentes de la 
ecuación diferencial en x = 0. 

1 . xy" = (x — x^)y' + (sen x)y=0 

2 . xy" +x^y' + (e^ - l)y = 0 

3. x^y" + {cosx)y' +xy = 0 

4. 3x^y" + 2x^y' + (1 - x^)y = 0 

5. x(l + x)y" + 2y' 3-3xy = 0 

6. x2(l - x^)y" + 2xy' -2y =0 

7. x^y" + (6senx)y'+ 6y = 0 

8. (6x^ + 2x^)y" + 2lxy' + 9(x^ - l)y = 0 

Si X = a ^ 0 es un punto singular de una ecuación diferencial 
lineal de segundo orden, entonces la sustitución t = x — a la 
transforma en una ecuación diferencial que tiene t = 0 como 
punto singular. Se atribuye entonces a la ecuación original en 
X = a el comportamiento de la nueva ecuación en t = 0. Cla¬ 
sifique (como regulares o irregulares) los puntos singulares de 
la ecuación diferencial en los problemas 9 al 16. 

9. (1 - x)y" + xy' + = 0 

10. (1 - xfy" + (2x - 2) y' -h y = 0 

11 . (1 - x^)y" - 2xy' + 12y = 0 

12. (x - 2fy" + 3(x - 2fy' + x^y = 0 

13. (x^ - 4)y" + (x - 2)y' + (x + 2)y = 0 

14. (x^ - 9fy" + (x^ + 9)y' + (x^ + 4)y = 0 

15. (x - 2fy" - (x^ - 4)y' + (x + 2)y = 0 

16. x3(l - x)y" + (3x + 2)y' + xy = 0 


En los problemas 32 al 34 encuentre los tres primeros términos 

diferentes de cero de cada una de las dos soluciones lineal¬ 
mente independientes en términos de la serie de Erobenius. 

32. 2x^y" + x(x + l)y' - (2x + l)y = 0 

33. (2x2 +5;(-3^y/ -x2)y' -(1 +x)y =0 

34. 2x^y" + (senx)y'—(cosx)y = 0 

35. Note que x = 0 es un punto singular de la ecuación 

x^y" + (3x - l)y' + y = 0. 

(a) Muestre que y = puede satisfacer esta ecua¬ 
ción únicamente si r = 0. (b) Sustituya y = P^ra 

obtener la solución “formal” y = 'Yji^x". ¿Cuál es el radio 
de convergencia de esta serie? 

36. (a) Suponga que Ay B son constantes diferentes de cero. 
Verifique que la solución x^y" -I- Ay' -I- Sy = 0 tiene a lo 
mucho una solución de la forma y = x' ^J^rA"- (b) Repita 
el inciso (a) con la ecuación x^y" -t- Axy' -é By = 0. 
(c) Compruebe que la ecuación x^y" Ax^y' By = 0 
tiene una solución en términos de series de Frobenius. 
(Sugerencia: En cada caso sustituya y = x^Yj^iA" en la 
ecuación dada para determinar los posibles valores de r.) 

37. (a) Utilice el método de Frobenius para obtener la solución 
yi = X de la ecuación x^y" — xy' -I- y = 0. (b) Verifique, 
por sustitución, la segunda solución y 2 = xe ¿Tiene y^ 
una representación en serie de Frobenius? 

38. Aplique el método de Frobenius para la ecuación de 
Bessel de orden ^ , 


Encuentre dos soluciones linealmente independientes en tér- ^ ^ 

minos de la serie de Erobenius (parax >0) en cada una de las x y -\- xy -\- (x — y = 0, 

ecuaciones diferenciales en los problemas 17 al 26. 


17. 4xy" 4- 2y' -I- y = 0 

18. 2xy" -y 3y' - y = 0 

19. 2xy" - y' - y = 0 

20. 3xy"-b 2y' -t- 2y = 0 

21. 2x2y" -b xy' - (1 -b 2x2)y = 0 

22. 2x2y" -b xy' - (3 - 2x2)y = 0 

23. 6x2y" -b 7xy' - (x^ -b 2)y = 0 

24. 3x2y" -b 2xy' -b x^y = 0 

25. 2xy"-b(l-bx)y'-by = 0 

26. 2xy" -b (1 - 2x2)y' - 4xy = 0 

Utilice el método del problema 6 para encontrar dos solucio¬ 
nes linealmente independientes en términos de series de Ero¬ 
benius de las ecuaciones diferenciales en los problemas 27 al 
31. Construya una gráfica para x > 0. 

27. xy" -b 2y' -b 9xy = 0 

28. xy" -b 2y' - 4xy = 0 

29. 4xy" -b 8y' -b Jcy = 0 

30. xy" - y' -b 4x^y = 0 

31. 4x2y" - 4xy' -b (3 - 4x2)y = 0 


para obtener su solución general para x > 0, 
cosx senx 


y(x) = co- 


-bci- 


Fa figura 8.3.2 muestra las gráficas de las dos soluciones 
indicadas. 


y 



FIGURA 8.3.2. Soluciones 


eos X sen x 

yfx) —— y y 2 (x) = —— del 

■\jX yX 


problema 38. 
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39. (a) Muestre que la ecuación de Bessel de orden 1, 

jcV + xy' + - \)y = 0, 

tiene exponentes ri = lyr 2 = —len;r = 0 ,y que la serie 
de Frobenius correspondiente a ri = 1 es 

2 w! (n + 1 )! 2 ^" 

(b) Verifique que no existe solución de Frobenius corres¬ 
pondiente al exponente más pequeño r 2 = — 1 ; esto es, 
muestre que es imposible determinar los coeficientes en 

OO 

yi^x) = y^ c„x". 

n=0 

40. Considere la ecuación -I- xy' + (1 — x)y = 0 (a) De¬ 
muestre que sus exponentes son ±i, de tal manera que 
tienen soluciones en términos de series de Frobenius 
complejas 

OO OO 

y+ = x' E Pnx" y y- = x^' E 

0=0 n=0 

con Pd = qo = 1. (b) Encuentre que la fórmula de recu¬ 
rrencia es 

C/i—1 

" + 2rn 

Aplique esta fórmula con r = i para obtener p„ = c„; des¬ 
pués, con r = —i obtenga q„ = c„. Concluya que y q„ 
son complejos conjugados: p„ = a„ + ib„ y q„ = a„ — ib^, 
donde los números {a„\ y son reales, (c) Deduzca del 
inciso (b) que la ecuación diferencial dada en este proble¬ 
ma tiene soluciones reales de la forma 

yi(x) = A(x) cos(lnx) — B(x) sen(lnx), 
y 2 (x) = A(x) sen(lnx) -I- S(x) cos(lnx). 


Sustituya esta serie (con C\ = 1) en la ecuación diferencial 
para mostrar que C 2 = “2, C 3 = 3 y 

C/¡+2 — 

(n^ — n)Cn-i + (n^ — 5n — 2)c„ — (n^ + 7n + 4)c„+i 
(n -b l)(n -b 2 ) 

para n g 2. (c) Utilice la fórmula de recurrencia del inci¬ 
so (b) para probar por inducción que c„ = ( —para 
«SI (!). Por tanto, deduzca (utilizando la serie geomé¬ 
trica) que 


para 0 < x < 1 . 

42. Este problema es una breve introducción a la ecuación 
hipergeométrica de Gauss 

x(l — x)y'' +[y — (a + /) + l)x]y' — a/Sy = 0, (35) 

donde a, ¡3 y y son constantes. Esta famosa ecuación tiene 
un amplio rango de aplicaciones en matemáticas y física, 
(a) Demuestre que x = 0 es un punto singular regular de 
la ecuación (35) con exponentes 0 y 1 — y. (b) Si y es di¬ 
ferente de cero o es un entero negativo, se concluye (¿por 
qué?) que la ecuación (35) tiene una solución en serie de 
potencias 

OO OO 

y(x) = X° E (^nX" = E '^nX" 

n=0 n=0 

con Co 0. Muestre que la fórmula de recurrencia para 
esta serie es 

_ (a -I- «)(/l -I- «) 

(y -I- «)(1 -I- «) " 

para « g 0. (c) Concluya que con Cq = 1 la serie en el in¬ 
ciso (b) es 


donde A(x) = ^a„x" y B(x) = YJ^nX"- 

41. Considere la ecuación diferencial 

x(x — l)(x -I- ify" -I- 2x(x — 3)(x + l)y' — 2(x — l)y = 0 

que apareció en la publicidad de un programa de álgebra 
simbólica en marzo de 1984 editada por The American 
Mathematical Monthly. (a) Muestre que x = 0 es un punto 
singular regular con exponentes ri = 1 y «2 = 0. (b) Con¬ 
cluya del teorema 1 que esta ecuación diferencial tiene 
una solución en serie de potencias de la forma 

yi(x) = X + C 2 X^ + cpc^ + .... 


y(x) 


OO 


1 + E 

/i=0 


fj 

n\ Yn^ 


(36) 


donde a„ = a(a + l)(o' + 2)...{a + n — para « g 1 
mientras que fi„ y y„ se definen de manera similar, (d) La 
serie en (36) se conoce como la serie hipergeométrica y se 
representa normalmente por F{a, ¡3, y, x). Muestre que: 

(i) F(l, 1 , l,x) = - (la serie geométrica); 

1 — X 

(ii) xF(l, 1 , 2 , -x) =ln(l -Hx); 

(iii) xF (4, 1, |, “X^) = tan^' x; 

(iv) F(—k, 1, 1, -x) = (1 -l-x)* (la serie binomial). 


8.3 Aplicación 


Automatización del método de series de Frobenius 


Se ilustra aquí el uso de un sistema de álgebra en computadora como Maple para 
aplicar el método de Frobenius. 
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Considérese la ecuación diferencial 

2 xV + ^xy' - (x^ + 1 ) 3 ; = 0 ( 1 ) 

del ejemplo 4 en esta sección, donde se encontraron las dos raíces de la ecuación de 
índices ri = y y r 2 = — 1 

Iniciando con la raíz de índices rj = ^ , se escriben los siete primeros términos 
de la solución en series de Frobenius propuesta: 

a := array(0..6): 

y := x^(l/2)*sum( a[n](n), n = 0..6); 

y := ^/x (flo + ‘^ix + a2X^ + + a^x"^ + a$x^ + agx®) 

Sustituyase esta serie (en realidad, una suma parcial) en el lado derecho de la ecua¬ 
ción (1). 

deql := 2*2x^2*diff(y,x$2) + 3*x*diff(y,x) - (x^2 + l)*y: 

Evidentemente se factoriza después de la simplificación, por lo que se multiplica 
por x“^/^ y luego se agrupan los coeficientes de iguales potencias de x. 

deq2 := collect( x^(-3/2)>i:simplify(deql) , x) ; 

deq2 := —x^og — x^a$ + (90a6 — fl 4 )x^ -p (—«3 -p 65a5)x^ 

-p (— CI 2 “P 44n4)x^ -p (— ci\ -p 271 U'^x^ -p (14^2 — no)x -p 5ni 

Se observan aquí las ecuaciones que deben satisfacer los coeficientes sucesi¬ 
vos. Éstos pueden seleccionarse de manera automática definiendo un arreglo, para 
luego llenar los elementos de este arreglo igualando a cero (el coeficiente en tumo) 
cada uno de los coeficientes de la serie. 


eqs := array(0..5): 
for n from 0 to 5 do 

eqs[n] := coeff(deql,x,n) = 0: od: 
coeffEqs := convert(eqs, set); 

coejfEqs := {5ai = 0, —«2 + 44a4 = 0, —a^ + óSag = 0, 
90(26 — (24 = 0, 14(22 — «o = 0, —a\ -p 21 a-i = O} 


Se tiene ahora un conjunto de seis ecuaciones lineales que relacionan los siete 
coeficientes (oq a a¿), por lo que es posible proceder a obtener los valores de los co¬ 
eficientes de manera sucesiva partiendo del valor de oq. 

cCoeffs := convert([seq(a[n], n=1..6)], set); 

Coeffs := solve(coeffEqs, succCoeffs); 

í 1 1 

ourCoeffs := lai = 0, ag = fl 4 = 

[ 55440 616 

1 1 

02 = —Oo, Os = 0 , 03 = o 1 


De este modo se encuentra la primera solución particular 


yi(x) = oox^'^^ I 1 + ^ + 


X 

14 


x^ X® 

^ + 55440 


+ 


obtenida en el ejemplo 4. Puede repetirse el proceso iniciando con la raíz de la ecua¬ 
ción de índices ^2 = — 1 para, de una forma similar, obtener la segunda solución 
particular. 
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En los siguientes problemas, utilícese este método para obtener soluciones en 
términos de series de Frobenius que pueden verificarse comparándolas con las solu¬ 
ciones generales que se proporcionan. 

1. xy” — y' + Ax^y = 0, y(v) = A eos x^ + B sen x^ 

2. xy” — 2y' + 9x^y = 0, y(x) = A eos x^ + B sen x^ 

3. Axy" — 2y' -I- y = 0, y(v) = A eos ^fx + B sen ^/x 

4 . xy" + 2y' + xy = 0 , );(x) = — (Acosx-I-i5 sen x) 

X 

5. Axy" + 6y' -I- 3 ; = 0, ^(x) = (A eos ^ + B sen 

yx ' 

6 . x^y” + xy'+ {Ax^ — l)y = 0, y(x) =-(Acosx^-I-5 senx^) 

X 

7. xy" + 3y' + Ax^y = 0, y(x) = —r( A eos x^ -I- 5 sen x^) 

x^ 

8 . x^y" + x^y' —2y=0, y(x) = -[A(2 — x) + 5(2 -I- x)c“-'] 

X 

Los problemas 9 al 11 involucran la serie arcotangente 



X X X 

,a„- , = 

9. (x-|-x^)j"-|-(2-h 4x^)y-|-2xj = 0, y(x) =-(A-h 5 tan“'x) 

X 

10. (2x -|- 2x^)y" -|- (3 -|- 5x)y' -j- 3 ; = 0, 3 ^(x) = —= (A -|- 5 tan“' y/x) 

y/x 

11. (x -b x^)y" -b (3 -b lx%' -b Sx^y = 0, yCx) = Í-(A -b 5 tan-^ x^) 

x^ 


Método de Frobenius: casos excepcionales 


Se continua con la discusión de la ecuación 


„ p(x) , ^(x) 

y H-J H-= 0 


X 




( 1 ) 


donde p{x) y q{x) son analíticas en x = 0 y x = 0 es un punto singular regular. Si las 
raíces y r 2 de la ecuación de índices 


0 (r) = r{r - 1 ) -b + q'o = 0 


( 2 ) 


tienen una diferencia que no es un entero, entonces el teorema 1 de la sección 8.3 
garantiza que la ecuación ( 1 ) tiene dos soluciones linealmente independientes en 
serie de Frobenius. Considérese ahora el caso más complejo en el cual r\ — r 2 es un 
entero. Si r\ = r 2 , entonces se cuenta sólo con un exponente, y de este modo puede 
haber únicamente una solución en serie de Frobenius. Pero, en el ejemplo 6 de la 
sección 8.3 se vio que si ri = r 2 + N, siendo N un entero positivo, entonces es posi¬ 
ble que exista una segunda solución en términos de series de Frobenius. También se 
podrá observar que es posible que no exista una solución de este tipo. De hecho, la 
segunda solución involucra In x cuando no es una serie de Frobenius. Como se verá 
en los ejemplo 3 y 4, estos casos especiales se manifiestan en la solución de la ecua¬ 
ción de Bessel. Para las aplicaciones, ésta es la ecuación diferencial lineal de segun¬ 
do orden con coeficientes variables más importante. 
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Caso no logarítmico con Vi — r2 + N 

En la sección 8.3 se obtuvo la ecuación de índices por sustitución de la serie de po¬ 
tencias p{x) = y = YQrY\ así como la serie Frobenius 


► j(x) = x'' ^ ^ c„v"+'' (co + 0) (3) 

77=0 77=0 


en la ecuación diferencial de la forma 

>- x^y' -F xp{x)y’ + q{x)y = 0. (4) 

El resultado de esta sustitución, después de agrupar los coeficientes de iguales poten¬ 
cias de X, es una ecuación de la forma 

OO 

J]F„(r)x"+''=0 (5) 

77=0 

en la cual los coeficientes dependen de r. Se observa que el coeficiente de x’’ es 

Fo{r) = [r{r - l) + p^^r + = (/>(r)co, (6) 

que obtiene la ecuación de índices, debido a que se asume que cq¥=0; asimismo, para 
n ^ 1 los coeficientes de x"'*''' tienen la forma 

Fn(r) = (t>ir + n)Cn + L„{r, cq, Cj,..., c„-i). (7) 

Aquí L„ es una cierta combinación lineal de co, Ci,..., c„-i. Aunque la fórmula exac¬ 
ta no es necesaria para los fines que se persiguen, sucede que 

n-\ 

Fn = + k)Pn_t + qn-k]Ck- ( 8 ) 

¿=0 

Debido a que todos los coeficientes en (5) deben anularse para que la serie de 
Frobenius sea una solución de la ecuación (4), se concluye que el exponente r y los 
coeficientes cq, Ci,..., c„-i deben satisfacer la ecuación 

4>ir + n)c„ -F L„(r; Cq, Cj,..., c„-i) = 0. (9) 

Esta es una fórmula de recurrencia para c„ en términos de cq, Cj,..., c„_i. 

Ahora supóngase que rj = r 2 + N, siendo N un entero positivo. Si se utiliza el 
exponente más grande r\ en la ecuación (9), entonces el coeficiente f{r\ -F n) de c„ 
será diferente de cero para toda n ^ 1, debido a que 4>{r) = 0 sólo cuando r = r\ y 
cuando r = r 2 < xj. Una vez que se han determinado co, Ci,..., c„-i, entonces se 
resuelve la ecuación (9) obteniendo c„ y se continúan calculando los coeficientes 
sucesivos de la solución en términos de series de Frobenius que corresponden al 
exponente rj. 

Pero cuando se utiliza el exponente más pequeño r 2 hay una dificultad poten¬ 
cial en el cálculo de c^. En este caso (j){r 2 + A) = 0, por lo que la ecuación (9) se 
convierte en 


0 • Civ -F L^ir^, Cü, ci,..., c^v-i) = 0. 


(10) 
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Ejemplo 1 


En esta etapa ya han sido determinados cq, Ci,..., c^v-i- Si resulta que 

^Aí(^2; Co, Ci,..., Ctv-i) = 0, 

entonces se puede seleccionar arbitrariamente c„ y continuar la determinación de los 
coeficientes restantes de la segunda solución en series de Frobenius. Pero si 

Cq, Ci,..Cftí-i) ^ 0, 

entonces la ecuación ( 10 ) no se satisface para ningún valor de c^y; en este caso no 
puede existir una segunda solución en términos de series de Frobenius correspondien¬ 
te al exponente más pequeño r 2 . Fos ejemplos 1 y 2 ilustran estas dos posibilidades. 


Considérese la ecuación 


xV + (6x + x^)y' -f xy = 0. (11) 

Aquí pq = 6y qo = 0,de tal manera que la ecuación de índices es 

0(r) = r(r — l) + 6r = + 5r = 0 (12) 

con raíces ri = 0 y r 2 = —5; las raíces difieren por el entero N = 5. Se sustituye la 
serie Frobenius y = obtener 


y^(n + r){n + r — l)c„x”^'^ + 6 ^^(u + r)c„x"^'' 

n=í) n=0 


oo oo 

+ J](n + r)c„x"+''+' + = 0 . 

n=0 77=0 


Cuando se combinan las primeras y las últimas dos sumas, después de realizar un 
corrimiento en el índice de — 1 en las segundas, el resultado es 

OO OO 

y^[(n + r)^ + 5(n + r)]c„x"+'' + ^(n + r)c„_ix"+'' = 0. 

72=0 72=1 


Fos términos correspondientes a n = 0 proporcionan una ecuación de índices (12), 
mientras que para n S 1 se obtiene la ecuación 

[(n + rf + 5{n + r)]c„ + {n + r)c„-i = 0, (13) 

la cual en este ejemplo corresponde con la solución general dada en (9). Nótese que 
el coeficiente de c„ es (pin + r). 

Se sigue ahora la recomendación de la sección 8.3 para el caso r\ = r 2 + A que 
sugiere iniciar con la raíz más pequeña r 2 = —5. Con esta raíz, la ecuación (13) se 
reduce a 

>- n{n — 5)c„ + (n — 5)c„-i = 0. (14) 

Si n 7 ^ 5, se puede resolver esta ecuación para c„ y obtener la fórmula de recurrencia 

>• Cn =para « 7 ^ 5 . (15) 

n 
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Ejemplo 2 


Solución 


Con esto se obtiene 


C1 = -Co, 



C3 = - 


C2 

y 




Co 

24' 


(16) 


En el caso en que = r 2 + N, el coeficiente siempre requiere de una especial 
atención. Aquí N = 5, y para n = 5 la ecuación (14) toma la forma 0 • C5 + 0 = 0. 
Por tanto, es una segunda constante arbitraria y pueden calcularse los coeficientes 
adicionales utilizando la fórmula de recurrencia dada en (15): 


C5 Cg 

cg = --, C2 = -- 


C5 

6-7’ 



C 5 

6-7-8’ 


(17) 


y así sucesivamente. 

Cuando se combinan los resultados en (16) y (17) se consigue 


= X ^ C„J 


n=0 


+ C5X-^ ^ 


2 3 4 


6 6-7 6-7- 


+ 


en términos de las dos constantes arbitrarias co y C5. De este modo se obtienen las dos 
soluciones en términos de series de Frobenius 


y 


yi(x) = X 



00 

y2(x) = 1 + XI 

77=1 


(-l)"x" 

6 • 7 ••■(« + 5) 


00 

1 + I20X 

77=1 


(-l)"x" 
(n + 5)! 


de la ecuación (11). 


Determínese si la ecuación 

xV - xy' + (x^ - 8)y = 0 (18) 

tiene o no dos soluciones linealmente independientes en términos de series de Frobenius. 

Aquí po = —í y qo = —8, de tal manera que la ecuación de índices es 

0 (r) = r(r - 1) - r - 8 = - 2r - 8 = 0 

con raíces ri = 4 y r2 = —2 que difieren por N = 6. Con la sustitución de y = 
Ylcnx"^'^ en la ecuación (18), se obtiene 

00 00 

X!(^ + '')(” + r — l)c„x"'*"'' — ^^(n + r)c„x"'*"'^ 

77=0 77=0 

00 00 

+ X - 8 X CnX"+^ = 0. 

77=0 77=0 
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Si en la tercera suma se corre el índice en —2 y se combinan las otras tres sumas, se logra 

OO OO 

y^[(n + rf - 2(n + r) - 8 ]c„x"+'' + ^ c„_ 2 x"+'' = 0 . 

n=0 n=2 


El coeficiente de x'' proporciona la ecuación de índices y el coeficiente de x ''^' consigue 
[(r + l) 2 - 2 (r + l)- 8 ]ci= 0 . 

Debido a que el coeficiente de Ci es diferente de cero tanto para r = 4 como para r = 
—2, se concluye que Ci = 0 en cada caso. Para n S 2 se obtiene la ecuación 

>- [(n + r)^ - 2{n + r) - 8 ] c„ + c „_2 = 0, (19) 

que en este ejemplo corresponde a la ecuación general dada en (9); nótese que el 
coeficiente de c„ es (j){n + r) 

Se trabaja primero con la raíz más pequeña r = r 2 = —2. Entonces la ecuación 
(19) se convierte en 

>■ n{n — 6 )c„ + c „-2 = 0 (20) 

para n^2. Para n¥=6 puede resolverse la fórmula de recurrencia 


Cn — 


M —2 


n{n — 6) 

Debido a que ci = 0, esta fórmula obtiene que 

co 

C 2 - 8 ’ 


(n ^ 2 , n ^ 6). 


C3 = 0, 


C2 Co 

ca = — = —, y C 5 = 0 . 
8 64 

Ahora la ecuación (20) con n = 6 se reduce a 

0.C6+^ = 0. 


( 21 ) 


Pero por la consideración de que cq ^ 0, entonces no hay forma para escoger cg de tal 
manera que esta ecuación se cumpla. Por ello no existe solución en términos de 
series de Erobenius para la raíz más pequeña r 2 = — 2 . 

Para encontrar la única solución en términos de serie de Erobenius correspon¬ 
diente a la raíz más grande rj = 4, se sustituye r = 4 en la ecuación (19) y así deter¬ 
minar la fórmula de recurrencia 


> 


Cfi — 


Esto da como resultado 


Cn—2 

n(n + 6 ) 


(n ^ 2 ). 


Co _ M 

“4- 10 “ 2 •4-8 • 10’ 


( 22 ) 


El patrón general es 


C 2 h 


(-l)"co 


(-l)" 6 co 


2 • 4 • • • (2n) • 8 • 10 • • • (2n -h 6 ) 22«n! (n + 3)!' 

Esto nos lleva a la solución en términos de series de Erobenius 


yi(x)=x^ 1 + 


(-l)"x 


n ^2n 


^22"n!(n-h3)! 


de la ecuación (18). 
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Reducción de orden 

Cuando existe sólo una solución en términos de serie de Frobenius es necesaria una 
técnica adicional. Aquí se presenta el método de reducción de orden, el cual permite 
utilizar la solución conocida de una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
orden yi para encontrar una segunda solución linealmente independiente y 2 - Consi¬ 
dérese la ecuación de segundo orden 

> y" + P{x)y’ + Q{x)y = 0 (23) 

en un intervalo abierto 7, donde P y Q son continuas. Supóngase que se conoce una 
solución yi de la ecuación (23). Por el teorema 2 de la sección 3.1 existe una segun¬ 
da solución linealmente independiente y y, el problema es encontrarla. De manera 
equivalente, se desea obtener el cociente 


vix) = 


yiix) 

yÁx)' 


Una vez que se conozca v(x), entonces y 2 estará dada por 


yiix) = v{x)yi{x). 


(24) 


(25) 


Se inicia sustituyendo la expresión dada en (25) en la ecuación (23) utilizando 
las derivadas 


y!^ = vy[ + v'yi y y'^ = vy" + 2v'y[ + v"yi. 


Con esto se obtiene 

[uy" -F 2v'y[ + v"yi\ + P [iiy¡ -F v'yx\ + Qvyi = 0, 

y reordenando se consigue 

V [y/ + Py'i + Qy\\ + v"y\ + 2v'y[ + Pv'yi = 0. 

Pero la expresión en corchetes en esta última ecuación se anula porque yi es una 
solución de la ecuación (23). Esto deja la ecuación como 

v"yi -F {2y[ + Py]_)v' = 0. (26) 

La clave del éxito de este método es que la ecuación (26) es lineal en u'. Así, la sus¬ 
titución en (25) ha reducido la ecuación lineal de segundo orden en (23) a la ecuación 
lineal de primer orden en (26) (en v'). Si se escribe u = v' y se considera que y\{x) 
nunca se anula en /, entonces la ecuación (26) resulta en 

u'+( 2 ^ + P{x^u = 0. (27) 

Un factor integrante para la ecuación (27) es 

p — exp^j ^2—-F P(x)^ = exp ^21n |yi I-F j P{x)dx^\ 


p{x) = yiexp[ / P{x)dx 


/ 


de este modo. 
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Ejemplo 3 


Ahora se integra la ecuación en (27) para obtener 


/ 


c 


wyf exp I I P(x) Jx ) = C, así v — u = ^ exp ( — j P(x) dx j . 


/ 


Otra integración resulta en 


J2 „ 

— = V = C 

y\ 


/ 


exp (— / P{x) dx) 




dx + K. 


Seleccionando el caso particular donde C = 1 y /T = 0, se obtiene la fórmula de 
reducción de orden 


> = p8) 

J yf 

Esta fórmula proporciona una segunda solución y 2 (x) de la ecuación (23) en cual¬ 
quier intervalo donde yi(x) no se anule. Nótese que debido a que una función expo¬ 
nencial nunca se anula, y 2 Íx) es un múltiplo no constante de yi(x), de tal manera que 
yi y y 2 son soluciones linealmente independientes. 


Para una aplicación elemental de la fórmula de reducción de orden considérese la 
ecuación diferencial 


xV - 9xy' + 25y = 0. 

En la sección 8.3 se mencionó que la ecuación equidimensional x^y" + poxy' + q^y 
= 0 tiene a la función de potencias y(x) = x' como una solución si y sólo si r es una 
raíz de la ecuación cuadrática + (po — l)r -f í/q = 0. Aquí pq= —9yqo = 25, por 
lo que la ecuación es — lOr -f 25 = (r — 5)^ = 0 que tiene la raíz r = 5 (repetida). 
Esto proporciona sólo una solución de la función de potencias yi(x) = x^ para la 
ecuación diferencial. 

Antes de aplicar la fórmula de reducción de orden para encontrar una segunda 
solución, debe dividirse la ecuación x^y" — 9xy' + 25y = 0 entre el coeficiente x^ 
para obtener la forma estándar 

y - -y + = o 

X X'^ 

en la ecuación (23), con el coeficiente de mayor orden igual a 1. De este modo se 
tiene P{x) = — 9/x y Q(x) = 25/x^, tal que la fórmula de reducción de orden en (28) 
obtiene la segunda solución linealmente independiente 

J 2 (x) =x^ I exp j -^dx^ dx 

= x^ y x“'°exp (91nx) dx = x^ j x“'°x® dx = x^ Inx 

para x > 0. Así, la ecuación equidimensional particular tiene las dos soluciones 
independientes yi(x) = x^ y y 2 {x) = x^ In x para x > 0. ■ 

Pueden encontrarse aplicaciones similares de la fórmula de reducción de orden 
en los problemas 37 al 44 de la sección 3.2 —donde se introdujo el método de reduc¬ 
ción de orden en el problema 36 (sin la deducción de la fórmula de reducción de 
orden). 
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Los casos logarítmicos 

Ahora se investigará la forma general de la segunda solución de la ecuación 


> 


f + 


p(x) , qix) 

—y + 


y = 0, 


( 1 ) 


bajo la consideración de que sus exponentes rj y r 2 = rj — N difieren por el entero 
A = 0. Se asume que ya se encontró la solución en términos de la serie de Frobenius 

OO 

> yi (x) = x''! ^ a„x" (ao 7 F 0) (29) 

parax > 0 correspondiente al exponente más grande rj. Se escribe P(x) como pix)lx 
y Q{x) como q{x)lx^. Así, puede reescribirse la ecuación (1) en la forma y" + Py' + 
2y = 0 de la ecuación (23). 

Debido a que la ecuación de índices tiene raíces r^y r 2 = ri — N, puede facto- 
rizarse fácilmente: 


+ (po - l)r + qo = {r- n)(r - n + N) 

= r^ + (N - 2ri)r + (rf - rjA) = 0, 


de tal manera que se observa que 

Po - I = N - 2ri; 

esto es, 

-po-2ri = -1 -A. (30) 

Como preparación para utilizar la fórmula de reducción de orden en (28) se escribe 

D, , P0 + PlX + P2X^ A - Po , , 

P{x) = - =- pi+ P 2 X H-. 

X X 

Entonces 

exp j P{x) dx^ = exp j — + Pi+ Pix + • • • j dx 

= exp(-polnx - pix - ^pix^ - ...) 

= x“'’o exp (-pix - 5 p 2 X^ -), 

de modo que 

exp j P{x) dx^ = x“™ (1 + Aix + A 2 X^ + •••). 


(31) 


En el último paso se empleó el hecho de que una composición de funciones analíticas 
es también analítica y por tanto tiene una representación en serie de potencias; el 
coeficiente inicial de esa serie en (31) es 1 , debido a que = 1 

Ahora se sustituyen (29) y (31) en (28); considerando oq = 1 en (29), se obtiene 


3^2 




-PO (1 + Aix + A2 x2 + ...) 

j;2ri 


dx. 
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Al desarrollar el denominador y simplificar 


Po~2n (i + Aix + A2x2 + ...) 


+ Bix + B2X^ + 


f x-P°~^ 

= nj -^ 

= yi J X ^ ^ (l + Cix + C2X^ + • • •) 


dx 


dx 


(32) 


[Aquí se sustituyó (30) y, como lo indica el resultado, se realizó una división larga de 
las series como se ilustra en la figura 8 . 1 . 1 ; nótese en particular que el término cons¬ 
tante de la serie del cociente es 1]. Ahora considérense por separado los casos N = 0 
y N > 0. Se quiere determinar la forma general de y 2 sin considerar los coeficientes 
específicos. 


Caso 1 . Exponentes iguales (ri = r 2 ). Con A = 0, la ecuación (32) resulta en 

dx 


-h Ci + C2X + 

, A 


= yi Inx + yi (Cix + \C 2 X^ H-) 

= yi Inx + x^* (1 + ci\x + ■ ■ ■) (Cix + ^C 2 X^ + ■ ■ ■) 

= yi In X + x''* ipQX + b\x^ + b 2 X^ + •••). 

En consecuencia, en el caso de exponentes iguales la forma general de y 2 es 

00 

>“ yijx) = yi(x)lnx +x^+''‘ y^bnx". 

n=i) 

Nótese que el término logarítmico siempre está presente cuando = r 2 . 


(33) 


Caso 2. Dieerencia positiva entera {ri = ri + N). Con A > 0, la ecuación 
(32) resulta en 


V2 = Ti 


= Ti 


j x~^-^ (1 + Cix + C 2 X^ -f • • • -f Cnx^ + ---)dx 

/ 


Cn 1 Ci . 


= CaíTi Inx + yi 


+ 


Cix 


-V-fl 


,-A -A + 1 

/ 00 \ 

= CaíJi In X + í ^ ün 


+ 


x" x-^ 


\,n=0 


1 Cix 

'a -A+1 


+ 


de tal manera que 

00 

^ T 2 (a) = CAíyi(x)lnx+x''2 ^¿>„x", (34) 

n=0 

donde bo = —ao/N¥=0. Esto proporciona la forma general de y 2 en el caso de expo¬ 
nentes con una diferencia de un entero positivo. Nótese que el coeficiente aparece 
en (34) pero no en (33). Si C^v = 0, entonces no hay término logarítmico; si es así, la 
ecuación (1) cuenta con una segunda solución en términos de serie de Erobenius 
(como en el ej. 1 ). 
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En la obtención de las ecuaciones (33) y (34) —las cuales muestran la forma 
general de la segunda solución en los casos que r\ = r\ — r 2 = N > 0, respectiva¬ 
mente— no se dice nada acerca de los radios de convergencia de las diferentes series 
de potencias presentes. El teorema 1 (que se presenta a continuación) es un resu¬ 
men del análisis anterior, que además menciona dónde convergen las series (33) y 
(34). Como en el teorema 1 de la sección 8.3, se restringirá la atención a las soluciones 
para x > 0 


TEOREMA 1 Casos especiales 

Supóngase que x = 0 es un punto singular regular de la ecuación 

x^y" + xp(x)y' + q(x)y = 0. (4) 

Sea p > 0 el mínimo de los radios de convergencia de las series de potencias 


OO OO 

f’(x) = ^P„x" y q{x) = 'Y^qnx''. 

íi=ü n=0 

Sean rj y r 2 las raíces, con g r 2 , de la ecuación de índices 

r(r - 1) + PqV -F ^0 = 0. 

(a) Si ri = r 2 , entonces la ecuación (4) tiene dos soluciones yi y y 2 de las formas 

OO 

>• yiix) = x''! ^a„x" (flo 7 ^ 0) (35a) 

y 

OO 

^ yiix) = yi{x)\nx + ■ (35b) 

(b) Si ri — r 2 = N es un entero positivo, entonces la ecuación (4) tiene dos solu¬ 
ciones yi y y 2 de las formas 


>• yi (x) = x''! ^ a„x" («0 # 0) (36a) 

n=0 

y 

OO 

^ yiix) = Cyi(x)lnx + x'^^'^^bnx". (36b) 

«=ü 


En la ecuación (36b) bo ^ 0, pero C puede ser cero o diferente de cero, de tal ma¬ 
nera que el término logarítmico realmente puede o no estar presente en este caso. 
Eos radios de convergencia de las series de potencias de este teorema son todos al 
menos p. Eos coeficientes en estas series [y la constante C en la ecuación (36b)] 
pueden determinarse por sustitución directa de la serie en la ecuación diferencial 
dada en (4). 
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Ejemplo 4 


Se presenta el caso en que rj 
Bessel de orden cero, 


r 2 , deduciendo la segunda solución de la ecuación de 


x^y" + xy' + x^y = 0, (37) 

para la cual rj = r 2 = 0. En el ejemplo 5 de la sección 8.3 se encontró la primera 
solución 

JX) /_ ^\n^2n 

yi(x) = Mx) = ^ (38) 

De acuerdo con la ecuación (35b), la segunda solución tendrá la forma 

OO 

>>2 = Inx + (39) 

n=\ 

Las primeras dos derivadas de 3^2 son 

OO 

yL = y[ Inx + — + nbnx"~^ 

X “ 

n=l 


y 

ry / OO 

3 ;" = 3 ;"lnx + — - ^ + n(n- l)¿7„x"“^. 

Se sustituyen estas expresiones en la ecuación (37) y se utiliza el hecho de que JqÍx) 
también satisface esta ecuación para obtener 


0 = x^y2 + x 3;2 + x^3’2 
= (x^y" + xy[ + x^yi) Inx + 2xy[ 

OO 0000 

+ n{n — l)¿i„x" + nb„x" + y^ b„x"^^, 

n=2 n=l n=\ 


y se sigue que 


OO / 1 ^ o 2.n 

® ^ ^ £ 22«fan2 -^ 2^b2X^ + '^(n^bn + b„-2)x". (40) 

El único término que involucra a x en la ecuación (40) es bix, de tal manera que 
bi = 0. Pero n^b„ + bn -2 = 0 si n es impar, y se concluye que todos los coeficientes 
con subíndices impares en y 2 se anulan. 

Ahora se examinan los coeficientes con subíndices pares en la ecuación (40). 
Se observa primero que 


. _ o (-1)(2) _ 1 

2 ■ 22.22. (1!)2 4‘ 

Para n S 2, se tiene de (40) la ecuación de recurrencia 

(2)(-l)»(2n) 

22 "( n !)2 


(41) 


( 2 n) 2 fi 2 „ + b2n-l — 


(42) 
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Nótese el término “no homogéneo” (no involucrado en los coeficientes desconoci¬ 
dos) en el lado derecho de (42). Este tipo de fórmulas de recurrencia no homogéneas 
son comunes en los casos especiales del método de Frohenius y su solución requiere 
generalmente un poco de habilidad. La estrategia común consiste en detectar la de¬ 
pendencia más evidente de ¿ 2 » en n. Se observa la presencia de 2^"(n!)^ en el lado 
derecho de (42); en conjunción con el coeficiente {Irif' en el lado izquierdo, esto 
induce a pensar en bin como algo dividido entre 2^”(n!)^. Nótese también la alternan¬ 
cia de signos al hacer la sustitución 


^ (- 1 )"+^C 2 „ 
22 íi (^!)2 


(43) 


con la esperanza de que la fórmula de recurrencia para C 2 „ sea más simple que la de 
b 2 n- Se elige ( — 1)"^^ en lugar de (—1)" debido a que ¿2 = i > 0; con n = 1 en (43), 
se obtiene C 2 = 1. La sustitución de (43) en (42) resulta en 


2 (-ir+‘c 2 . (-l)"c 2„-2 ^ (-2)(-2)"(2n) 

22 "( n !)2 22 "- 2 [(n - 1)!]2 22 «( n !)2 


la cual se reduce a la fórmula de recurrencia extremadamente sencilla 


1 

Cln — C2n-2 H-• 

n 


Así, 


C4 - C2 + - - 1 + -, 

1 1 1 

C6 = C4+- = 1 + - + -, 

1 111 

C8 = C6 + T = 


y así sucesivamente. Como es evidente. 


C2ii — 1 + 



1 

H— — 7/„, 
n 


(44) 


donde representa la n-ésima suma parcial de la serie armónica X!(l/^)- 

Finalmente, teniendo en mente que los coeficientes con subíndices impares son 
todos cero, se sustituye (43) y (44) en (39) para obtener la segunda solución 


y 2 (x) = Joix)lnx + 


(-l)"+'//„x2" 

22 "(n !)2 


n=l 

v 2 3x4 

= Joix) Inx -\ -1- 

4 128 13824 


(45) 


de la ecuación de Bessel de orden cero. Las series de potencias en (45) convergen 
para toda x. La segunda solución [de yü('*)] linealmente independiente más usada es 

2 2 

Yoix) = -(y - ln2)yi -f -^ 2 ; 

JT Jt 
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Ejemplo 5 


esto es, 


Yg{x) = - 
n 


OO 

(y + In I) ^o(-^) + XI 
/2=1 


22«(n!)2 


donde y representa la constante de Euler. 


(46) 


Y = lím - Inn) « 0.57722. (47) 

n—>oo 

Se eligió esta combinación particular Yq{x) debido a su buen comportamiento con¬ 
forme X ^ -foo; esto se conoce como la función de Bessel de orden cero de segunda 
clase. ■ 


Como una alternativa del método de sustitución, se ilustra el caso en que ri — r 2 = N, 
y se emplea la técnica de reducción de orden para obtener una segunda solución de 
la ecuación de Bessel de orden 1, 


x^y" + xy' + (x^ — 1)}; = 0; 


(48) 


la ecuación de índices asociada tiene raíces ri = 1 y r 2 = — 1. De acuerdo con el 
problema 39 de la sección 8.3, una solución de la ecuación (48) es 


n ^2n 


n=0 


3 5 7 

, — — — — ~\~ -—-‘ ‘ ‘ ■ (49) 

2 ^22"n!(n-h 1)! 2 16 384 18432 


Con P{x) = 1/x de (48), la fórmula de reducción de orden en (28) obtiene que 

—^ dx 
xy\ 


y2 = y\ , 2 

xyf 


= 4y./ 


1 


x(x/2 — x2/16 -|- x^/ 384 — x2/18432 -|- • • • )^ 

_ í _ dx 

xHl - x 2/8 -b xVl92 - xV9216 -f • • • )^ 

1 


dx 


xHí - x 2/4 -b 5xVl92 - 7 xV 4608 -b • • •) 

dx 


C l / x2 7x‘* 19x® 


192 4608 


dx 


por división 
larga 


- ^2: 19x2 

-4)^1 / 1- + - + I^ + Í^ + ' 


/(¿•i 


dx 


. , 1 7x2 ^ 9_^4 

— Vi In X “b 4yi [-— “b-“b-“b 

' 2x2 384 18432 


1 X x^ llx^ 

yiix) = Vi (x) Inx- 1 - 1 - b 

^ X 8 32 4608 


( 50 ) 


De este modo. 
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Nótese que la técnica de reducción de orden obtiene fácilmente los primeros térmi¬ 
nos de la serie, pero no proporciona una fórmula de recurrencia que pueda utilizarse 
para determinar el término general de la serie. 

Con un cálculo similar al mostrado en el ejemplo 4 (pero más complicado —véa¬ 
se el problema 21), el método de sustitución puede utilizarse para obtener la solución 


y^ix) = yi{x)\nx 



22«n! (n - 1)! 


(51) 


donde H„ está definida en (44) para n S 1; //q = 0. El lector puede verificar que los 
términos mostrados en la ecuación (50) coinciden con 

3 

yiix) = -Jí{x) + y^ix). (52) 

La solución [de yj linealmente independiente de la ecuación de Bessel de orden 1 
usada más comúnmente es la combinación 


2 2 

Fi(v) = -{y - ln2)yiix) + —y^ix) 
n 7T 


2 

n 


1 OO 

X\ 1 \ > 

n=l 


(-!)"(//„+ //„-i)x 

2^"n\ (n — 1)! 


2n — [ 


. (53) 


Los ejemplos 4 y 5 ilustran dos métodos para encontrar la solución en los casos 
logarítmicos —sustitución directa y reducción de orden—. Una tercera alternativa se 
presenta en el problema 19. 


8.4 


Problemas 


En los problemas 1 al 8 aplique el método del ejemplo 1 para 
encontrar dos soluciones linealmente independientes en térmi¬ 
nos de series de Frobenius, o busque un resultado y muestre 
(como en el ej. 2) que una segunda solución puede no existir. 


1. xy" -f (3 - x)y' -y = 0 

2. xy" -f (5 - x)y' -y=0 

3. xy" -K5 -F 3x)y' -F 3y = 0 

4. 5xy" -I- (30 -F 3x)y' -F 3y = 0 

5. xy" - (4 -I- x)y' -F 3y = 0 

6. 2xy" - (6 4- 2x)y' y = 0 

7. x^y" -I- (2x -4 3x^)y' - 2y = 0 

8. x(l - x)y" - 3y'-y 2y = 0 

En los problemas 9 al 14 identifique los cuatro primeros tér¬ 
minos diferentes de cero de una solución en términos de series 
de Frobenius para la ecuación diferencial dada. Utilice la 
técnica de reducción de orden (como en el ejemplo. 4) para 
hallar los términos logarítmicos y los tres primeros términos 
diferentes de cero de una segunda solución linealmente inde¬ 
pendiente. 

9. xy" -I- y' - xy = 0 

10. x^y" - xy' -I- (x2 -M)y = 0 

11. x^y" -I- (x^ - 3x)y' -4 4y = 0 


12. x^y" -I- x^y' - 2y = 0 

13. x^y" -F (2x2 - 3x)y' -4 3y = 0 

14. x2y" -F x(l -I- x)y' - 4y = 0 

15. Inicie con 


x2 x'* X® 

“ ^ “ ~ 2^ 


-F- 


Utilizando el método de reducción de orden, obtenga la 
segunda solución linealmente independiente 


, x2 3x'' llx® 

y 2 (x) = 7o(x) Inx -|-1- 

^ ^ ^ ’ 4 128 13284 


de la ecuación de Bessel de orden cero. 

16. Encuentre dos soluciones linealmente independientes en 
términos de series de Frobenius de la ecuación de Bessel 
de orden y , 


x^y" -F xy' -F (x^ - |) y = 0. 

17. (a) Verifique que yfix) = xU es una solución de 


x2y" = x(l -F x)y' -F y = 0. 
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(b) Note que ri = r 2 = 1. Sustituya 

OO 

>>2 = yi Inx + ^ 

ÍI—1 

en la ecuación diferencial para deducir que “ 1 y 

que 


Por tanto, concluya que 

OO 

y 1 = y (x, ri) = ^ c„ (ri )x"+''‘ (58) 

n=Q 

es una solución de la ecuación (54). (b) Derive la ecua¬ 
ción (57) con respecto a r para mostrar que 


nb„ — =-- para « g 2. 

n! 


(c) Sustituya = c„/w! en esta fórmula de recurrencia y 
concluya del resultado que c„ = —H„. De este modo, la 
segunda solución es 

OQ ZJ ^«+1 

y 2 (x) = xClnx - ^ —. 

^ n\ 


18. Considere la ecuación xy" — y = 0, la cual tiene exponen¬ 
tes rj = 1 y r 2 = 0 en X = 0. (a) Obtenga la solución en 
términos de series de Frobenius 


y\{x) = ^ 

n=\ 


n\ (n — 1)! 


C[yr(x, n)] 


3 

dr 




r=ri 


= 0 . 


deduzca que y 2 = yjix, r^) es una segunda solución de la 
ecuación (54). (c) Derive la ecuación (58) con respecto a 
r para mostrar que 

OO 

y2 = yi In X -I- x''! ^ (ri )x'' . (59) 

n=l 

20. Utilice el método del problema 19 para obtener las solu¬ 
ciones en (38) y (45) de la ecuación de Bessel de orden 
cero. Los siguientes pasos son útiles para este cálculo, (a) 
Considere Cq = 1 para mostrar que la ecuación (55) se re¬ 
duce en este caso a 


(b) Sustituya 

OO 

yi = Cyi Inx -I- ^¿>„x" 

n=0 

en la ecuación xy" — y = 0 para obtener la fórmula de 
recurrencia 


n(n + l)¿„+i - K 


2n \ 

-C. 

(n -|- 1)! n\ 


(r+l)2ci(r) = 0 y 
Cn-lir) 

c„ir) = -- —;—^ para w g 2. (60) 

(b) Muestre que Ci(0) = cí(0) = 0 y deduzca de (60) que 
Cn(0) = cñ(0) = 0 para n impar. Por tanto, es necesario 
calcular c„(0) y cñ(0) únicamente para n par. (c) Concluya 
de (60) que 


Concluya de este resultado que una segunda solución es 

yiix) = yi(x)lnx + 1 - V — -. 

^ n! (w - 1)! 

19. Suponga que la ecuación diferencial 


C2n{r) 


_Mir_ 

(r + 2y{r + Ay • • • (r -P 2n)^ 


(61) 


Sir = ri = 0 en (58), esto proporciona 7o(x). (d) Determine 
(61) para mostrar que 


¿[y] = x^y" + xp(x)y' + ^(x)y = 0 (54) 

tiene exponentes iguales ri = r 2 en el punto singular regu¬ 
lar x = 0, de tal manera que su ecuación de índices es 

<p{r) = (r — ri)^ = 0. 

Considere Cq = 1 y defina c„(r) para w g 1 utilizando la 
ecuación (9); esto es. 


4(0) 


(-l)"+‘7/„ 

22"(n\y 


La sustitución de este resultado en (59) obtiene la segunda 
solución en (45). 

21. Deduzca la solución logarítmica en (51) de la ecuación de 
Bessel de orden 1 utilizando el método de sustitución. 
Siguiendo los pasos presentados para este cálculo, (a) 
Sustituya 


c„(r) = - 


L„(r; co, ci, ..., c„_i) 


(55) 


(py +n) 

Luego precise la función y(x, r) de x y r como 

OO 

y(x,r) = 'J2 c„(r)x''+L (56) 


(a) Deduzca de la discusión anterior en la ecuación (9) 
que 


y 2 = C7i (x) InX -P X M 1 + ^ b„x'‘ 
en la ecuación de Bessel para obtener 

OO 

— ¿>1 -p X -p ^[(W^ — l)¿’n+l + ¿"n-llx” 

°° (-l)'‘(2n-P l)x2''+' 


-P C 


+ E- 


= 0. (62) 


L[y(x, r)] = yy - ri)\ 


(57) 


2^"(n -p 1)!«! 
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(b) Obtenga de la ecuación (62) que C = —i y b„ = 0 
para n impar, (c) Posteriormente obtenga la fórmula de 
recurrencia 

[(2n + If - 1] b2n+2 + b 2 „ = 

para w g 1. Note que si la elección de ¿2 es arbitraria, en¬ 
tonces ¿> 2 n está determinada para toda n> 1. (d) Considere 
¿>2 = ^ y sustituya 

(-írC2n 
2^"(n — l)!w! 


en la ecuación (63) para obtener 


1 1 

C2n+2 ~ C2n — ;—r H-. 

n \ n 


(e) Observe que C 2 = 1 = + í/o y deduzca que 


^2n bifi 


8.4 Aplicación 


Caso especial al utilizar reducción de orden 


Aquí se ilustra el uso de un sistema de álgebra en computadora, como Mathematica, 
para implementar la fórmula de reducción de orden en la ecuación (28) de esta sec¬ 
ción. Para ilustrar el método se obtendrá una segunda solución de la ecuación de 
Bessel de orden cero, iniciando con la solución en serie de potencias ya conocida 


^oW = J](-l)" 

n={) 


22«(w!)2’ 


la cual se introduce en la forma 


yl = Sum[((-x"2/4)"n) / (n!)"2, {n, 0, 5}] + 0[x]"12 


Entonces con 


P = 1/x; 

se necesita únicamente sustituir en la integral de la ecuación (28): 

integral = Integrate[ Exp[ -Itegrate[P,x]]/yl^2, x] 


log(x) + 


4 


5x4 23 x® 611 7313x'° ,, 

_I_I_I_L (7(t'2) 

128 3456 589824 36864000 


Entonces —al multiplicar por JO = yl veces el logaritmo y los términos de la serie 
por separado— el cálculo 

y2 = J0*Log[x] + yl*(integral - Log[x]) 

obtiene la segunda solución 


x2 3x4 11^6 25 x^ 137x^° 

JqÍ^x) log(x) “F — —-“F-—-“F- 

® 4 128 13824 1769472 884736000 


Oix 


122 


para la ecuación de Bessel de orden cero [como se observa en la ec. (45) del texto]. 

Después de verificar (con el sistema de álgebra en computadora) los cálculos 
aquí presentados, puede iniciarse con la serie de potencias para yi(x) en la ecuación 
(49) de esta sección y obtener de manera similar la segunda solución dada en (50) de 
la ecuación de Bessel de orden 1. Eos problemas 9 al 14 pueden ser también parcial¬ 
mente automatizados en esta forma. 
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8.5 


La ecuación de Bessel 


Se han visto ya varios casos de la ecuación de Bessel de orden p = Q, 


> 


x^y" + xy' + (x^ - p^)y = 0. 


( 1 ) 


Sus soluciones se llaman funciones de Bessel de orden p. Tales funciones aparecie¬ 
ron por primera vez en 1730 en el trabajo de Daniel Bernoulli y de Euler sobre las 
oscilaciones de una cadena suspendida verticalmente. La misma ecuación aparece en 
un artículo de Euler en 1764 sobre las vibraciones de la cabeza de un tambor circular, 
y Eourier utilizó las funciones de Bessel en su tratado clásico de calor (1822). Pero 
sus propiedades generales fueron estudiadas sistemáticamente por primera vez en 
una memoria de 1824 por el matemático y astrónomo alemán Eriedrich W. Bessel 
(1784-1846), quien estaba investigando el movimiento de los planetas. La fuente 
clásica de información de funciones de Bessel se encuentra en A Treatise on the 
Theory of Bessel Functions, 2a. ed. (Cambridge University Press, Cambridge, 1944) 
de G.N. Watson. Sus 36 páginas de referencias, que abarcan sólo hasta 1922, propor¬ 
cionan una idea sobre la vasta literatura en este tema. 

La ecuación de Bessel en (1) tiene la ecuación de índices — p^ = 0, con 
raíces r = ±p. Si se sustituye y = en la ecuación (1), puede encontrarse 

normalmente que Ci = 0 y que 


> 


[{m + rf - p^']c„ + c,n -2 = 0 


( 2 ) 


para m S 2. La verificación de la ecuación (2) se deja al lector (problema 6). 

Caso en que r = p > 0 

Si se usa r = p y se escribe en lugar de c^, entonces la ecuación (2) obtiene la 
fórmula de recurrencia 


> 


dfn — 


^m—2 

m{2p + m) 


(3) 


Debido a que ai = 0, se concluye que a„, = 0 para todos los valores impares de m. 
Los primeros coeficientes impares son 


a2 = — 

a4= — 

fle = - 


ap 

2(2p + 2) 
<22 

4(2/7 + 4) 

<24 

6(2/7 + 6) 


<2o 

“22(/7+1)’ 

<20 

24.2(/7+1)(/7 + 2)’ 

<20 

“2M2.3(p + 1)(p + 2)(/7 + 3)’ 


El patrón general es 


<22m — 


_ {-irap _ 

22'"m! (p + í)ip + 2) ■ ■ ■ (p + m)" 


así, con la raíz mayor r = p se obtiene la solución 

oo /_ ■\\m y.2m-\-p 

V y^(x)=ao^^ -. (4) 

^ 22'«m! (/7 -h l)(/7 + 2)---{p + m) 

Si /7 = 0, ésta es la única solución en términos de series de Lrobenius; con «0=1, 
también es la función Jp{x) vista anteriormente. 
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Caso en que r = —p < 0 

Si se utiliza r = —p y se escribe bm en lugar de c^, la ecuación (2) toma la forma 

>• m(m — 2p)bm + ^m -2 = 0 (5) 

para m ^ 2, mientras que bi = 0. Se observa que hay una dificultad potencial si 
ocurre que 2p es un entero positivo —esto es, si p es un entero positivo o múltiplo 
entero positivo impar de ^ . Por tanto, cuando m = 2p, la ecuación (5) es simple¬ 

mente 0 • bm + b ,„-2 — 0- De este modo, si fim -2 0, entonces no existe valor de 
que pueda satisfacer esta ecuación. 

Pero si p es un múltiplo entero impar positivo de j , se puede superar esta di¬ 
ficultad. Supóngase que p = k/2, donde k es un entero positivo impar; entonces sólo 
se necesita elegir = 0 para todos los valores impares de m. El paso crucial es el 
A:-ésimo, 


k{k - k)bk + bk-2 = 0; 


y esta ecuación se cumplirá porque b^ = bk -2 — 0. 

En consecuencia, si p no es un entero positivo, se toma b„, = 0 para m impar y 
se definen los coeficientes de subíndice par en términos de bo por medio de la fórmula 
de recurrencia 


> 


h — — 

•^m — 


— 


m—2 


m(m — 2p)’ 


m>2. 


( 6 ) 


Al comparar (6) con (3), se observa que (6) llegará al mismo resultado que en (4), 
excepto con el reemplazo de p con —p. Así, en este caso, se obtiene la segunda 
solución 


► y 2 {x) = fio U -ZTÍT- 

22'«m! (-p + l)(-p -b 2) • • • (-p + m) 

Eas series dadas en (4) y (7) convergen para toda x > 0, dado que x = 0 es el único 
punto singular de la ecuación de Bessel. Si p > 0, entonces el término principal en 
yi es mientras que el término principal en y 2 es box~^. Por tanto yi(0) = 0, pero 
y 2 Íx) ±oo conforme x ^ 0, de tal manera que es claro que yi y y 2 son soluciones 
linealmente independientes de la ecuación de Bessel de orden p > 0. 


La función gamma 

Eas fórmulas dadas en (4) y (7) pueden simplificarse por el uso de la función gamma 
r(x), la cual se define (como en la secc. 7.1) para x > 0 por 


> 


r(x) = 


Jo 


dt. 


( 8 ) 


No es difícil demostrar que esta integral impropia converge para cada x > 0. Ea fun¬ 
ción gamma es una generalización para x > 0 de la función factorial n!, la cual se 
define sólo si n es un entero no negativo. Para observar el camino en el cual r(x) es 
una generalización de n!, debe notarse primero que 


r(i) 



e ‘ dt = lím 

b—>oo 



= 1 . 


o 


(9) 
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Entonces, integrando por partes con u = f y dv = e ' df. 


r(x + 1) = lím 

b—>oo 



esto es, 


> T(x + 1) = xTix). (10) 

Ésta es la propiedad más importante de la función gamma. 

Si se combinan las ecuaciones (9) y (10), se observa que 


r(2) = 1 • r(i) = 1!, r(3) = 2 • r(2) = 2!, r(4) = 3 • r(3) = 3!, 


y en general que 

>• V{n + \) = n\ para n^O entero. (11) 

Un valor especial importante de la función gamma es 


roo re 

r(i)=/ e-*r^^^dt = 2 

Jo Jo 


e “ du = y/TT, 


( 12 ) 


donde se ha sustituido por t en la primera integral; el hecho de que 


f 


e du = - 

2 


es conocido, pero dista mucho de ser evidente. (Véase el ej. 5 en la secc. 13.4 de 
Edwards and Penney, Calculus: Early Transcendentals, op. cit.) 

Aunque r(x) se define en (8) sólo para x > 0, puede utilizarse la fórmula de 
recurrencia en (10) para definir r(x) siempre que x no sea ni cero ni un entero nega¬ 
tivo. Si —1 < X < 0, entonces 



FIGURA 8.5.1. Gráfica de la 
función gamma extendida. 


r(x) = 


r(x +1)^ 

X 


el lado derecho está definido porque 0<x + 1 <l.Ea misma fórmula puede utili¬ 
zarse para extender la definición de r(x) en el intervalo abierto (-2,-1), al intervalo 
abierto ( — 3,—2) y así sucesivamente. Ea gráfica de la función gamma extendida de 
este modo se muestra en la figura 8.5.1. A los estudiantes interesados en continuar 
con este fascinante tema se les recomienda consultar The Gamma Function (Holt, 
Rinehart y Winston, Nueva York, 1964) del autor Emil Artin. Con sólo 39 páginas, 
es una de las mejores presentaciones de la literatura matemática. 
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Funciones de Bessel de primera clase 

Si se selecciona oq = í /[2^r(/7 + 1)] en (4), donde p > 0, y se observa que 
T{p + m + l) = (p + m)(p + m — + 2)(p + l)r(/7 + 1) 


por aplicaciones repetidas de la ecuación (10), puede escribirse la función de Bessel 
de primera clase de orden p de manera muy compacta con la ayuda de la función 
gamma: 


> 


■fp(x) = ^ 

m=() 


(_l)m 

m!r (p + m + 1) 



2m+p 


(13) 


De manera similar, sip > 0 no es entero, se elige bQ= í /[2 '’T(—p + 1)] en (7) para 
obtener la segunda solución linealmente independiente 


> 


■f-p(x) = ^ 

m=ü 


(- 1 )™ 

m\ r(—p + m + 1) 




(14) 


de la ecuación de Bessel de orden p. Si p no es un entero, se tiene la solución general 


y(x) = CiJpix) + C 2 J-pix) 


(15) 


parax > 0; Xp debe reemplazarse con \x\’ en las ecuaciones (13) a la (15) para obtener 
las soluciones correctas para x < 0. 

Si p = n, un entero no negativo, entonces la ecuación (13) obtiene 


> 


OO 

Jnix) = ^ 

m=0 


(_l)m 
ni\{m + n)\ 



2m-^n 


(16) 


para las funciones de Bessel de primera clase de orden entero. De este modo. 


Mx) = ¿ 


(-l)'”x2'« _ ^ x2 ^ X^ 
4 22 '«( m !)2 22-42 

m=0 ^ ^ 


22.42.62 


+ ■ 


(17) 


y 


Ji (x) = ^ 

m=0 




22^+im! (m + 1)! 


X 

2 


1 /X\3 1 /x\5 

l'. V2/ 2! • 3! V2/ 


(18) 


Las gráficas de JqÍx) y 7i(x) se muestran en la figura 8.5.2. En forma general se pare¬ 
cen a las oscilaciones amortiguadas del seno y el coseno, respectivamente (véase el 
problema 27). De hecho, si se examinan las series dadas en (17), puede apreciarse 
por qué JqÍx) y eos x podrían ser similares —sólo son necesarios cambios menores 
en los denominadores de (17) para obtener la serie de Taylor de eos x—. Como lo 
sugiere la figura 8.5.2, las raíces de las funciones JqÍx) y 7i(x) están entrelazadas 
— entre cualesquiera dos raíces consecutivas de Jq{x) existe precisamente una raíz de 
J\{x) (problema 26) y viceversa—. Las primeras cuatro raíces de Jq{x) son aproxima¬ 
damente 2.4048, 5.5201, 8.6537 y 11.7915. Para n grande, la n-ésimaraíz de Jq{x) es 
aproximadamente {n — \ )Tt\ la n-ésima raíz de J\{x) es también aproximadamente 
(n + \ )7T. De este modo, el intervalo entre las raíces consecutivas de Joix) o 7i(x) es 
aproximadamente tt —otra similitud con eos x y sen x—. Durante el desarrollo se 
puede observar que la exactitud de estas aproximaciones aumenta en la medida en 
que n se incrementa, redondeando los datos de la tabla de la figura 8.5.3 a dos cifras 
decimales. 
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y 



FIGURA 8.5.2. Gráficas de las funciones de 
Bessel Jc,{x) y 


n 

«-ésima raíz 
de Jüix) 

(« - i) ^ 

«-ésima raíz 
de Ji{x) 

{n + \)n 

1 

2.4048 

2.3562 

3.8317 

3.9270 

2 

5.5201 

5.4978 

7.0156 

7.0686 

3 

8.6537 

8.6394 

10.1735 

10.2102 

4 

11.7915 

11.7810 

13.3237 

13.3518 

5 

14.9309 

14.9226 

16.4706 

16.4934 


FIGURA 8.5.3. Raíces de Jo(x) y Ji{x). 


Se puede ver que Jp{x) es una función elemental si el orden de p es la mitad de 
un entero impar. Por ejemplo, la sustitución de p = j y p = — ^ en las ecuaciones 
(13) y (14), respectivamente, generan los resultados que pueden reconocerse (pro¬ 
blema 2) como 


Jli2Íx) 



y 


J-lllix) 



(19) 


Funciones de Bessel de segunda clase 

Los métodos de la sección 8.4 deben utilizarse para encontrar las segundas soluciones 
linealmente independientes de orden entero. Una generalización muy complicada 
del ejemplo 3 en esa sección proporciona la fórmula 


/ / x\ 1 ■ 

Y„(x) = - (y -hln-l J„(x) -> 

Jt \ 2/ JT 

m=0 
1 oo 

--E 


1 2"-2'"(n - OT - 1)! 


ot!x" 


+ H^+n) yXY+2>n 


m\ (m + n)\ 


i?) 


( 20 ) 


utilizando la notación de ese ejemplo. Si n = 0, entonces la primera suma en (20) se 
considera como cero. Aquí, Y^ix) se conoce como la función de Bessel de segunda 
clase de orden entero n ^ 0. 

La solución general de la ecuación de Bessel de orden entero n es 

> y{x) = CiJJpc) + C 2 L„(x). (21) 

Es importante notar que Y„{x) —^ —oo conforme x ^ 0 (fig. 8.5.4). Por tanto, C 2 = 0 
en la ecuación (21) si y(x) es continua en x = 0. De este modo, si y(x) es una solución 
continua de la ecuación de Bessel de orden n, entonces se concluye que 

y(x) = cJn{x) 

para alguna constante c. Debido a que /olO) = 1, se observa además que si n = 0, 
entonces c = y(0) En la sección 10.4 se verá que este solo hecho en relación con las 
funciones de Bessel tiene numerosas aplicaciones físicas. 

Ea figura 8.5.5 ilustra el hecho de que para n > 1 las gráficas de y„(x) y E„(-x) 
generalmente se parecen a las de J\{x) y Fi(x). En particular, y„(0) = 0 mientras 
F„(x) ^ — oo conforme x —> 0^, y ambas funciones tienen oscilaciones amortiguadas 
a medida que x —> -foo. 
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FIGURA 8.5.4. Gráficas de las funciones de Bessel 
Yo(x) y Yi{x). 


FIGURA 8.5.5. Gráficas de las funciones de Bessel 
hix) y Y 2 (x). 


Identidades de la función de Bessel 

Las funciones de Bessel son análogas a las funciones trigonométricas en el sentido 
de que satisfacen un gran número de identidades estándar de utilidad frecuente, 
especialmente en la evaluación de integrales que involucran funciones de Bessel. La 
derivación de 


■fpM = ¿ 


(- 1 )” 


X\2m+p 


© 


—i, m! r(p + m + 1) V2 

ii=U ^ 

en el caso de que p es un entero no negativo resulta en 


P P “ (—]\m 2m+2p 


dx Y—' 2^’"+Pm\ (p + m)! 

m=0 ^ 

^2m-\-2p- \ 


= E 


^ 22m+p 1 ^¡ (^p 

^_ Yyn ^2m-\-p—\ 




^ 22WI+P ^ni\(^p fYi — \y ' 


(13) 


y por tanto se ha mostrado que 

^ [x^Jpix)] =x’’Jp_i{x). 


( 22 ) 


De manera similar, 


^[x Pjp{x)\ = -x PJp+iix). (23) 

Si se lleva a cabo la derivación de las ecuaciones (22) y (23) y se dividen las identi¬ 
dades resultantes entre y x~’’, respectivamente, se obtienen (problema 8) las iden¬ 
tidades 


y 


y;(x) = 7p_i(x)-^/p(x) (24) 

fp{x) = ^Jp{x) - Jp+,{x). 


(25) 
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Así, pueden expresarse las derivadas de las funciones de Bessel en términos de las 
funciones de Bessel mismas. La resta de la ecuación (25) de la (24) obtiene la fórmula 
de recurrencia 

Jp+\ix) = '^Jp{x) - Jp^íix), (26) 

la cual puede usarse para expresar las funciones de Bessel de orden superior en tér¬ 
minos de funciones de Bessel de órdenes inferiores. En la forma 

Jp-Áx) = ^Jpix) - Jp+i{x), (27) 

puede usarse para expresar funciones de Bessel de orden negativo grande en térmi¬ 
nos de funciones de Bessel de órdenes negativos numéricamente más pequeños. 

Las identidades en las ecuaciones (22) a la (27) se cumplen en cualquier parte 
donde tengan un significado —esto es, siempre que no aparezcan funciones de Bes- 
sel de orden entero negativo—. En particular, se cumplen para todos los valores no 
enteros de p. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Con p = 0, la ecuación (22) resulta en 

j xJo{x)dx=xJ[{x) + C. 
De manera similar, con p = 0, la ecuación (23) obtiene 

j Ji{x) dx =—Jo(x) + C. 


Utilizando primero p = 2y después p = 1 en la ecuación (26), se consigue 


4 4 

73(x) = -J 2 (x) - 7i(x) = - 

X X 


-7i(x) - 7o(x) 

X 


- 7i(x), 


de tal manera que 


73(x) = —7o(x)+ ^-1 7i(x). 


Con manejos similares, toda función de Bessel de orden entero positivo puede expre¬ 
sarse en términos de 7o(x) y 7i(x). ■ 

Para la antiderivada de x72(x), nótese primero que 

j x“^72(x) 7x = —x“^7i(x)-f C 
por la ecuación (23) con p = 1. Por tanto, se escribe 

/ ^h{x)dx = / x^ [x-' 72(x)] dx 

y se integra por partes con 

M = X^, dv = X~^ J 2 {x) dx, 

du = 2xdx, y i> = —x“^7i(x). 

Esto resulta en 

j xJ 2 {x)dx = —xJiix) + 2 j 7i(x) 7x = —x7i(x) — 27o(x)-|-C, 
con la ayuda del segundo resultado del ejemplo 1. ■ 
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La ecuación de Bessel paramétrica 

La ecuación de Bessel paramétrica de orden n es 

> x^y" + xy’ + (cnV - n^)y = 0, (28) 


donde a es un parámetro positivo. Como se verá en el capítulo 10, esta ecuación se 
presenta en la solución de la ecuación de Laplace en coordenadas polares. Es fácil 
observar (problema 9) que la sustitución t = ax transforma la ecuación (28) en la 
ecuación de Bessel (estándar) 




(29) 


con solución general y(t) = Ci7„(í) + C 2 E„(f). En consecuencia, la solución general 
de la ecuación (28) es 


>• y{x) = C\Jn{ 0 ix) + C 2 Y„{(XX). (30) 

Considérese ahora el problema del eigenvalor 

x^y" + xy' + {Xx^ — n^) = 0, 

y{L) =0 (31) 

en el intervalo [0, E]. Se trata de buscar valores positivos de X para los cuales exista 
una solución no trivial de (31); esto es, continua en [0, L]. Si se escribe X = a^, en¬ 
tonces la ecuación diferencial en (31) es la ecuación (28), por lo que su solución 
general está dada en la ecuación (30). Debido a que Y„(x) —^ — oo conforme x^O, 
pero y„(0) es finita, la continuidad de y{x) requiere que = 0; de este modo y{x) = 
CiJ„ (ax). Ea condición con valor en la frontera y{L) = 0 implica ahora que z = aL 
deba ser una raíz (positiva) de la ecuación 


Jniz) = 0. (32) 

Para n > 1, y„(x) oscila de manera similar a J\{x) en la figura 8.5.2, y por tanto tiene 
una sucesión infinita de raíces positivas Ynu Vni^ Yn 3 ^--- (véase la fig. 8.5.6). Se con¬ 
cluye que el A:-ésimo eigenvalor positivo del problema dado en (31) es 

A, = («,)2 = Í2^, (33) 



FIGURA 8.5.6. Raíces positivas }/„i, /„ 2 , y„ 3 ,... de la 
función de Bessel 7„(x). 
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y que su eigenfunción asociada es 


yk{x) = Jn (^■^) ■ (^4) 

Las raíces Ynk de la ecuación (32) para n á 8 y A: á 20 se encuentran en la tabla 9.5 
de M. Abramowitz e I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions (Dover, 
Nueva York, 1965). 


8.5 


Problemas 


1. Derive término a término las series para Jo{x) y muestre 
directamente que Jó{x) = —J\(x) (otra analogía con las 
funciones seno y coseno). 

2. (a) Deduzca de las ecuaciones (10) y (12) que 


, ,, 1 . 3 - 5 -( 2 «- 1 ) ^ 

r (” + 2 ) =- 2 - - 


11. Utilice la relación r(x + 1) = xF);»:) para deducir de las 
ecuaciones (13) y (14) que si p no es un entero negativo, 
entonces 

Jp{x) = 

r(/7 + l) m!(/>+l)(p+ 2) •••(;>+ m) 


(b) Use el resultado de la parte (a) para verificar las fórmu¬ 
las de (19) para J\/ 2 (x) y J-ifiix) y construya una figura 
que muestre las gráficas de estas funciones. 

3. (a) Suponga que m es un entero positivo. Muestre que 


r(m + |) 


2 • 5 • 8 • • • (3m 
3"’ 



(b) Concluya del inciso (a) y la ecuación (13) que 


J-I/ÁX) = 
{xlD-^i^ 


i + E 


(_l)m3m^2 


F (I) y 2^™ m\ ■ 2 ■ 5 ■ ■ ■ (3m ~ 1) / 

4. Adapte las ecuaciones (19), (26) y (27) para mostrar que 


h/iix) = J —r (sen x — x eos x) 


jrx 


y 


7-3/2 (x) 



(eos X + X sen x) 


Construya una figura que muestre las gráficas de estas dos 
funciones. 

5. Exprese 74(x) en términos de Jo(x) y 7i(x). 

6. Obtenga la fórmula de recurrencia en la ecuación (2) para 
la ecuación de Bessel. 

7. Verifique la identidad en (23) por derivación término a 
término. 

8 . Deduzca las identidades en las ecuaciones (24) y (25) con 
respecto a (22) y (23). 

9. Verifique que la sustitución t = ax transforma la ecuación 
de Bessel paramétrica dada en (28) en la ecuación (29). 

10. Muestre que 


Esta forma es más conveniente para el cálculo de Jp{x) 
debido a que se requiere un solo valor F(p -f 1) de la fun¬ 
ción gamma. 

12. Utilice la serie del problema 11 para encontrar y(0) = lím 

/ \ • X —>0 

y(x) SI 


y(x) = x^ 


Js/iix) + J-s/ijx) 
Jl/lix) -b 7 _i/2(x) 


Emplee un sistema de álgebra en computadora con el fin 
de graficar y(x) para x cerca de cero. ¿Corrobora la gráfica 
el valor de y(0)? 

Cualquier integral de la forma jx^J^xjdx puede evaluarse en 
términos de funciones de Bessel y la integral indefinida 
JJo(x)dx. La última integral no puede simplificarse más, pero 
la función Jo Jo(t)dt se encuentra en la tabla 11.1 de Abra¬ 
mowitz y Stegun. Aplique las identidades en las ecuaciones 
(22) y (23) para evaluar las integrales en los problemas 13 al 21. 


13. J x^Jí)(x)dx 

14. J x^Jo(x)dx 

15. J x^Jí)(x)dx 

16. J xJi(x)dx 

17. 

18. J x^J\(x)dx 

19. fejMd. 

20. j J2(x)dx 

21. J J2,(x)dx 


22. Pruebe que 


1 

r 

7o(x) = — 
TI 

cos(x sen 9) dO 


mostrando que el lado derecho satisface la ecuación de 
Bessel de orden cero y tiene el valor 7o(0) cuando x = 0. 
Explique por qué esto constituye una demostración. 

23. Compruebe que 



47"(x) = Jp- 2 Íx) - 2Jp(x) -b Jp+ 2 (x). 


cos(f? — X sen 6) dO 
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mostrando que el lado derecho satisface la ecuación de 
Bessel de orden 1 y que su derivada tiene el valor 7í(0) 
cuando x = 0. Explique por qué esto constituye una 
demostración. 

24. Puede probar que 

1 

Jn(x) = — j cos(n6 — X sen 6) dO. 


Con n g 2, muestre que el lado derecho satisface la ecua¬ 
ción de Bessel de orden n y que además coincide con los 
valores 7„(0) y 7,i(0). Explique por qué esto no es suficien¬ 
te para probar la ecuación anterior. 

25. Deduzca del problema 22 que 

1 

7o(x) = — / 

2rr do 


(Sugerencia: Muestre primero que 



utilice después la fórmula de Euler.) 

26. Emplee las ecuaciones (22) y (23) y el teorema de Rolle 
para probar que entre dos raíces consecutivas de d„(x) hay 
precisamente una raíz de d„+i(x). Utilice un sistema de ál¬ 
gebra en computadora para construir una figura que ilus¬ 
tre este hecho con « = 10 (por ejemplo). 

27. (a) Muestre que la sustitución y = en la ecuación 

de Bessel de orden p, 

x^y" + xy' +ix^ - p^)y = 0, 


obtiene 


z" + 



z = 0. 


(b) Si X es suficientemente grande para que ^ )/x^ 

sea despreciable, entonces la última ecuación se reduce a 
z" + z~ 0. Explique por qué esto sugiere (sin probarlo) 
que si y(x) es una solución de la ecuación de Bessel, 
entonces 


y(x) ~ X * 0 QS X + B sen x) 

= Cx“*^^ cos(x — a) (35) 


con C y a constantes y x grande. 

Aproximaciones asintóticas. Es conocido que las elecciones 
C = ■sfljñ y a = (2n + l)Tr/4 en (35) obtienen la mejor 
aproximación para d„(x) para x grande; 


dn (x ) 



\(2n + 1)7 t] . 


(36) 


De manera similar. 


Y„(x) 



\(2n + 1)7 t] . 


(37) 


En particular. 


y 



) 


Yo(x) ~ 



1 

4 


tt) 


six es grande. Éstas son aproximaciones asintóticas en las que 
la razón de los dos lados en cada aproximación tiende a la uni¬ 
dad conforme x —> -foo. 


8.6 


Aplicaciones de las funciones de Bessel 


La importancia de las funciones de Bessel no radica solamente en la aparición fre¬ 
cuente de la ecuación de Bessel en aplicaciones, sino también en el hecho de que las 
soluciones de muchas otras ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden pueden 
expresarse en términos de funciones de Bessel. Para ver cómo sucede esto, se inicia 
con la ecuación de Bessel de orden p en la forma 


+ z— + iz^ - P^)w = 0 , 

Lv A. A. 


( 1 ) 


y se sustituye 


w = X “y, z = kx^- 


( 2 ) 


Entonces, una rutina con una transformación un poco tediosa (problema 14) de la 
ecuación (1) obtiene 

xV + (1 - 2ü!)xy' -f («2 - 02^2 p 2 kVP)y = 0; 


esto es, 

► 


x^y" -f Axy' +(B + Cx% = 0, 


(3) 
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Ejemplo 1 


Solución 


donde las constantes A, B,C y q están dadas por 

A = 1 - 2q!, B = a^ - 0^p^, C = pV y q = 2p. (4) 


Es sencillo resolver las ecuaciones en (4) 

para obtener 


y 

R 

II 

tsJ 1 

y 

P=^-, 

2 

(5) 

, 2VC 
k = 


7(1 - A)2-4B 

P = 


Bajo la consideración de que las raíces cuadradas en (5) son reales, se concluye que 
la solución general de la ecuación (3) es 

y(x) = x"w{z) = x“w{kx^), 

donde 

w{z) = CiJpiz) + C 2 Y-p{z) 

(asumiendo que p no es un entero) es la solución general de la ecuación de Bessel en 
(1). Esto determina el siguiente resultado. 

TEOREMA 1 Soluciones en funciones de Bessel 

SiC > 0, ^ 7^ 0 y (1 — A)^ = AB, entonces la solución general (para x > 0) de la 
ecuación (3) es 

>• y(x) = x^CxJpikx^) + C 2 J-p(kx^)\, (6) 

donde a, p,ky p están dados por las ecuaciones en (5). Si p es un entero, entonces 
J-p puede reemplazarse con Yp 


Resuélvase la ecuación 


4x2y" + 8xy' + {x^ - 3)y = 0. (7) 

Para comparar la ecuación (7) con la (3), se reescribe la primera como 
x^y" + 2xy' + (-5 + \x^) y = 0 

y se observa que A = 2, B = j, C = j y q = 4. Entonces, las ecuaciones en (5) 
resultan enü' = — ^ , p = 2, k = j y p = j ■ Así, la solución general en (6) de la 
ecuación (7) es 

y(x) = X”*/^ [ci 71/2 i^X^) + C 2 7-1/2 {\x^)\ ■ 

Si se recuerda de la ecuación (19) de la sección 8.5 que 

■^i/ 2 (^) = senz y 7_j/2(z) = cosz, 

se observa que una solución general de la ecuación (7) puede escribirse en la forma 
elemental 
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Ejemplo 2 


Resuélvase la ecuación de Airy 


y" + 9xy = 0 . 


( 8 ) 


Solución Primero se reescriben las ecuaciones dadas en la forma 


x^' + 9x^y = 0 . 

Éste es el caso especial de la ecuación (3) con A = B = 0,C = 9yq = 3.Se conclu¬ 
ye de las ecuaciones en (5) que a = ^ , p = ^ , k = 2 y p = Así, la solución 
general de la ecuación (8) es 

y{x) = [ci/i/ 3(2 x^/^) + C27 -1/3(2 x^''^)] . ■ 



FIGURA 8.6.1. Pandeo de la 
columna. 


Pandeo de una columna vertical 

Para una aplicación práctica, considérese el problema de determinar cuándo una co¬ 
lumna vertical uniforme se pandea debido a su propio peso (después de haber sido 
empujada ligeramente de manera lateral). Asúmase que x = 0 en el extremo superior 
libre de la columna y x = L > 0 en su base, considerando que la base está rígidamente 
empotrada en el suelo, tal vez de concreto; véase figura 8.6.1. Denótese la deflexión 
angular de la columna en el punto x mediante 6{x). De la teoría de elasticidad se tiene 
que 

£7^-bgpx 6 » = 0, (9) 

donde E es el módulo de Young del material de la columna, 7 es su momento de iner¬ 
cia de la sección transversal, p es la densidad lineal de la columna y g la aceleración 
gravitacional. Por razones físicas —no existe pandeo en la parte superior de la 
columna y no hay deflexión en la parte inferior empotrada— las condiciones de 
frontera son 


6i'(0) = 0, 9{L) = 0. (10) 

Se aceptará (9) y (10) como un modelo apropiado del problema, y se intentará resol¬ 
verlo de la forma que sigue. Con 


k = y 


2 


El' 


( 11 ) 


se tiene el problema del eigenvalor 

6 >" + yhe = 0; 6»'(0) = 0, 9{L) = 0. (12) 

La columna puede pandearse sólo si existe una solución no trivial de (12); en caso 
contrario, permanecerá en su posición vertical sin defiexionarse. 

La ecuación diferencial en (12) es una ecuación de Airy similar a la del ejemplo 2. 
Tiene la forma de la ecuación (3) con A = B = 0,C=Y^yq = 3. Las ecuaciones en 
(5) obtienen que a = ^ , p = ^ ,k = fyyp = 3 . Así, la solución general es 


9(x) = x'/2 [ci/ 1/3 (fyx^/2) -b C 2 J- 1/3 ■ 


(13) 
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Para aplicar las condiciones iniciales se sustituye p = ± \ en 


Jp{x) = ^ 


(-ir 


X\2m+p 


(I) 


,,m!r(p+m + l) \ 2 / 

«=u ^ 

y después se encuentran algunas simplificaciones que resultan en 


e{x) = 


ciy 


1/3 


3'/3r(|) 

C23'/^ 


X — 


2 4 4 7 

Y X y X 


12 


504 


+ 




yV y‘*x^ 
6~ “¡^ 


De aquí, es claro que la condición de frontera ^^(0) = 0 implica que Ci = 0, de tal 
manera que 


0(x) = c 2 x^/^y_i /3 . (14) 

La condición de frontera 0(L) = 0 ahora resulta en 



z 


FIGURA 8.6.2. Gráfica de 

7-i/3(z)- 


y_i/3 = 0. 


(15) 


De este modo, la columna sólo se pandeará si z = | yL^''^ es una raíz de la 
ecuación 7- 1 / 3 ( 2 ) = 0. La gráfica de 


y-i/3(z) = 


(z/2)-'/' 



(-1)'"3'" 




22 m fn\ - 2 ■ 5 ■ {3m 



(16) 


(véase problema 3 de la secc. 8.5) se muestra en la figura 8.6.2, donde se observa que 
la raíz positiva más pequeña 21 es ligeramente menor que 2. La mayor parte de los 
sistemas computacionales pueden encontrar raíces como ésta. Por ejemplo, cada uno 
de las instrucciones de los diferentes sistemas de cómputo 


fsolver(BesselJ(-l/3,x)=0, x, 1..2) 
FindRoot[BesselJ[-l/3,x]==0, {x,2}] 
fzero('besselj(-l/3,x)', 2) 


(Maple) 

(Mathematica) 

(Matlab) 


obtienen el valor 21 = 1.86635 (redondeado con exactitud a cinco cifras decimales). 

La longitud más corta Li, para la cual la columna se pandeará debido a su pro¬ 
pio peso, es 


Li = 


^V 

2y) 


2/3 



Si se sustituye Zi ~ 1.86635 y p = SA, donde S es la densidad volumétrica del mate¬ 
rial de la columna, y A es el área de su sección transversal, se obtiene finalmente 



1/3 


Li «í (1.986) 


(17) 
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como longitud de pandeo crítica. Por ejemplo, con una columna o varilla de acero 
para la cual E = 2.8 X 10^ Ib/in^ y = 0.28 Ib/in^, la fórmula en (17) proporciona 
los resultados que se muestran en la tabla de la figura 8.6.3. 


Sección transversal de la varilla 

Longitud de pandeo más corta 

Circular con r = 0.5 in. 

30 ft 6 in. 

Circular con r = 1.5 in. 

63 ft 5 in. 

Anular con ^interior = 1-25 in. y ^exterior = 1.5 in. 

75 ft 7 in. 


FIGURA 8.6.3. 


Se han utilizado las conocidas fórmulas A = ny^ q I = \ ny'^ para un disco 
circular. Los datos en la tabla muestran por qué las astas de bandera son huecas. 


8.6 


Problemas 


En los problemas 1 al 12 exprese la solución general de la 
ecuación diferencial dada en términos de funciones de Bessel. 

1 . x^y" - xy' + (1 + x^)y = 0 

2 . xy" + 3y' y- xy = Q 

3. xy" - y' + 2>6x^y = 0 

4. x^y" — 5xy' + (8 + x)y = 0 

5. 36x2y" + 60jcy' + {9x^ - 5)y = 0 

6. \6x^y" + 24jcy' + (1 + 144x^)y = 0 

7. xV' + 3xy'+ (1 +x2)y =0 

8 . Ax^y" - \2xy' + (15 + 16x)y = 0 

9. 16x^y" - (5 - I44x^)y = 0 

10. 2x^y" - 3xy' - 2(14 - x^)y = 0 

11 . y" + x^y = 0 

12. y" + 4x^y = 0 

13. Aplique el teorema 1 para mostrar que la solución general 
de 


xy" + 2y' + j«y = 0 

es y(x) = x“ *(A eos x + B sen x). 

14. Verifique que las sustituciones en (2) en la ecuación de 
Bessel [ecuación (1)] proporcionan la ecuación (3). 

15. (a) Muestre que la sustitución 

1 du 
^ u dx 

transforma la ecuación de Riccati dyjdx = x^ + y^ en 
u" + x^M = 0. (b). Compmebe que la solución general de 
dyjdx = x^ + y^ es 


^ A/4 ( jx^) - cJ-y^ 



16. (a) Sustituya la serie del problema 11 de la sección 8.5 en 
el resultado del problema 15 de esta sección para mostrar 
que la solución del problema con valor inicial 

^=x2 + y2, y(0)=0 


es 


y(x) = X 


A/4 i^x^) 


-1/4 V2 


(b) Deduzca de manera similar que la solución del proble¬ 
ma con valor inicial 


dy 2 2 

— =x^ + y\ 
dx 


y(0) = 1 


es 

^ 2r(|) 73/4 ax^) + r(í) 7,3/4 (|x^) 

^ 2r(|)7_i/4Gx^)-r(i)7i/4(ix^)- 

Algunas curvas solución de la ecuación dyjdx = x^ + y'^ 
se muestran en la figura 8.6.4. Con el fin de localizar las 
asíntotas donde y(x) —> -l-c) 0 , puede utilizarse el método de 
Newton y encontrar las raíces de los denominadores en 
las fórmulas para las soluciones aquí presentadas. 



FIGURA 8.6.4. Curvas solución 

A 2,2 

de — = + y^. 

dx 


[Sugerencia: Aplique las identidades de las ecuaciones 
(22) y (23) de la secc. 8.5.] 
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17. La figura 8.6.5 muestra una varilla linealmente rematada 
en punta, con sección transversal circular, sujeta a una 
fuerza axial de compresión P Como en la sección 3.8, su 
curva de deflexión y = y(x) satisface el problema con va¬ 
lor inicial 

Ely" + Py = 0; y(a) = y(b) = 0. (18) 


Note que si a = b, este resultado se reduce a la ecuación 
(28) de la sección 3.8. 

18. Considere un péndulo de longitud variable como se indica 
en la figura 8.6.6. Asuma que su longitud se incrementa 
linealmente con el tiempo L{f) = a + bt. Se puede mostrar 
que las oscilaciones de este péndulo satisfacen la ecua¬ 
ción diferencial 



Ld" + 2L'0' + ge = o 

bajo la condición usual de que 6 es suficientemente pe¬ 
queño que sen 6 esté bien aproximado por 9: 9 ^ sen 9. 
Sustituya L = a + bt para obtener la solución general 

AA(^ygz) + 5yi(^ygL) . 


9{t) = 




FIGURA 8.6.5. Varilla rematada 
en punta del problema 17. 


En este caso el momento de inercia / = l(x) de la sección 
transversal en x está dado por 

l{x) = ^jtikx)'^ = lo ■ , 

donde /q = I(b) es el valor de / en x = Z?. La sustitución de 
I(x) en la ecuación diferencial en (18) obtiene el problema 
de eigenvalor 

xV" + Ay = 0, y(a) = y{b) = 0. 

donde X = fj? = Pb^/ElQ. (a) Aplique el teorema de esta 
sección para mostrar que la solución general de x‘*y" -I- 
^}y = 0 es 


y(x) = X (^A eos — + B sen—') . 

(b) Concluya que el eigenvalor n está dado por /x„ = rnzab/L, 
donde L = Zj — aesla longitud de la varilla, y por tanto la 
n-ésima fuerza de pandeo es 


Pn 


L2 



EIo. 


Para la aplicación de esta solución a la discusión de un 
péndulo descendiendo en estado permanente (“su extre¬ 
midad inferior se formó de una media luna de acero res¬ 
plandeciente, cercana a un pie de longitud de punta a 
punta, con la punta hacia arriba y el filo de abajo tan afila¬ 
dos como una navaja de afeitar... y todo el silbido del co¬ 
lumpio al moverse en el aire... hacia abajo y más hacia 
abajo”), del clásico cuento de terror de Edgar Alian Poe 
“The Pit and the Pendulum”, véase el artículo de Borrelli, 
Coleman y Hobson en Mathematics Magazine de marzo 
de 1985 (vol. 58, pp. 78-83). 



1 

Cuerda 

í 

y 

J Polea 

1 ' 

— 



i O. 

FIGURA 8.6.6. Péndulo de longitud variable. 


8.6. Aplicación 


Ecuaciones de Riccati y funciones de Bessel modificadas 


Una ecuación de Riccati es de la forma 

= A(x)y^ -I- B{x)y + C(x). 
dx 

Muchas ecuaciones Riccati como las que se muestran a continuación pueden resol¬ 
verse explícitamente en términos de funciones de Bessel. 


dy 2,2 
— -f y ; 
dx 


( 1 ) 


di ^ 2 
dx 


- y 


2. 


( 2 ) 
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dy 2 2 

— = y -.X ; 
dx 


dy 

dx 


= x + y^-. 


dy 2 

— =x - y ■ 
dx 


(3) 

(4) 

(5) 


dy 2 

Tx=^ 


( 6 ) 


Por ejemplo, el problema 15 en esta sección señala que la solución general de la 
ecuación (1) está dada por 


_ 73/4 {\x^) - Cj^y4 {\x^) 

\jy, 4 {\x^) + J-yA{\x^y 


(7) 


Investigúese si la instrucción Solver en un sistema de álgebra en computadora, 
tal como la instrucción de Maple 

dsolve(diff(y(x),x) = x^2 + y(x)^2, y(x)) 

o la instrucción de Mathematica 


DSolve[ y [X] == x^2 + y[x]^2, y[x], x ] 

coinciden con la ecuación (7). Si otras funciones de Bessel de las que aparecen en la 
ecuación (7) están involucradas, puede ser necesario aplicar las identidades dadas en 
(26) y (27) de la sección 8.5 para transformar la “respuesta” de la computadora en 
(7). Obsérvese si el sistema puede calcular el límite conforme x ^ 0 en (7) para 
mostrar que la constante arbitraria c se proporciona en términos del valor inicial y(0) 
por 


y( 0 )r (1) 

2ra) 


( 8 ) 


Ahora se está en posibilidad para utilizar funciones de Bessel preconstruidas con el 
fin de graficar curvas solución típicas como las que se muestran en la figura 8.6.4. 

De manera similar, realícese una investigación de alguna de las otras solucio¬ 
nes dadas en las ecuaciones de la (2) a la (6). Cada una tiene una solución general 
de la misma forma general dada en (7) —un cociente de combinaciones lineales de 
funciones de Bessel—. En adición a Jpix) y ij,(x) estas soluciones pueden involucrar 
\ 2 & funciones de Bessel modificadas 


y 


Ipix) = / ’^Jp^ix) 

Kp{x) = |í^'’[7p(/x) + yp(¿x)] 


que satisfacen la ecuación de Bessel modificada 


yfy" + xy' - {x^ + p^y = 0 
de orden p. Por ejemplo, la solución general de la ecuación (5) se obtiene para x > 0 por 


1/2 


/2/3 - c/^2/3 

7-1/3 {jx^iy — c/i/3 


y(x) = X 


(9) 
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donde 



y(0)r (I) 

3i/3r (I) ■ 


( 10 ) 


La figura 8.6.7 muestra algunas curvas solución típicas, junto con la parábola = v 
que parece tener una relación interesante con la ecuación (6) —se observa un embudo 
cerca de y = + y un surtidor cerca de y = — • 

Las funciones de Bessel con argumento imaginario que aparecen en las defini¬ 
ciones de Ip{x) y Kp(x) pueden parecer extrañas, pero la serie de potencias de la función 
modificada /„(x) es simplemente la de la función no modificada y„(x), excepto sin los 
signos negativos alternados. Por ejemplo. 


x2 X® 

/n (x) — 1 “f - -\~ - “f - “f 

^ A 6A 2304 


FIGURA 8.6.7. Curvas solución 

A 2 

de — = X — y . 
dx 


3 5 7 

X X X X 

I \ (x) = — 4“ — 4“-4“- 

2 16 384 18432 


+ 


Verifiqúense estos desarrollos en serie de potencias utilizando el sistema de álgebra 
en computadora —empléese Bessell en Maple o Mathematica— y compárense 
los resultados con las ecuaciones (17) y (18) de la sección 8.5. 

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma y" = /(x, y) con los 
mismos lados derechos como en las ecuaciones (1) a (6) tienen soluciones interesan¬ 
tes; no obstante, no pueden expresarse en términos de funciones elementales y/o 
funciones especiales “conocidas” tales como las funciones de Bessel. Sin embargo, 
pueden investigarse utilizando un graficador ODE. Por ejemplo, el interesante patrón 
de la figura 8.6.8 muestra curvas solución de la ecuación de segundo orden 




( 11 ) 


con el mismo valor inicial y(0) = 0 pero con pendientes diferentes y'(0) = —3.3, 
— 3.1,. ..,0.7. La ecuación (11) es una forma de la primera trascendente de Painlevé, 
una ecuación que surgió históricamente en la clasificación de ecuaciones diferenciales 
de segundo orden no lineales en términos de sus puntos críticos (véase el capítulo 14 de 
E. E. Ince, Ordinary Dijferential Equations, Dover Publications, Nueva York, 1956). 
Ea figura 8.6.8 fue sugerida por un artículo de Anne Noonburg que contenía una 
gráfica similar en la edición de primavera de 1993 de C»ODE»E Newsletter. 



FIGURA 8.6.8. Primera trascendente de 
Painlevé y" = / - x, y(0) = 0, y'(0) = -3.3, 
-3.1,...,0.7. 
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Finalmente, aquí se presenta un ejemplo relacionado con lo anterior, cuyo 
origen fue una demostración del paquete Maple. El comando dsolve de Maple 
proporciona la solución general 

y(x) = x~HciJio(x) + C 2 Fio(x)) 

+ x“"(1857945600 + 51609600x2 + SOOdOOx'^ + 9600x® + lOOx^ + x'°) (12) 

de una ecuación no homogénea de segundo orden 

x^y" + 3xy' + (x^ — 99)y = x. (13) 

Demuéstrese que el teorema 1 en esta sección explica la “parte de Bessel” de la so¬ 
lución proporcionada por la ecuación 12. ¿Puede explicarse de dónde proviene la 
parte de la función racional, o al menos comprobarla? Para ejemplos posteriores de 
este tipo, se puede reemplazar el coeficiente 99 de la ecuación (13) con — 1, don¬ 
de r es un entero par, y/o reemplazar la x del lado derecho de la ecuación con x^, 
donde s es un entero impar. (Con otros valores diferentes de estos, pueden involu¬ 
crarse funciones especiales más extrañas). 




Métodos de series 
de Fourier 


Funciones periódicas y series trigonométricas 


C omo una motivación al tema de series de Fourier, considérese la ecuación dife¬ 
rencial 


(fix o 

— +u>lx = f{t), ( 1 ) 

la cual modela el comportamiento de un sistema masa-resorte-amortiguador con una 
frecuencia natural (angular) cuq, que se mueve bajo la influencia de una fuerza exter¬ 
na de magnitud/(í) por unidad de masa. Como se vio en la sección 3.6, una solución 
particular de la ecuación ( 1 ) puede encontrarse fácilmente con el método de coefi¬ 
cientes indeterminados si/(í) es una función armónica simple —una función seno o 
coseno—. Por ejemplo, la ecuación 


cP'x 

dt^ 


- 7 -^ -|- cuqX = A eos a>t 


con a>^ 7 ^ ftjQ tiene la solución particular 


( 2 ) 


Xp(í) 


A 

—r-- eos COt, 

cOq — ar 


(3) 


la cual se obtiene rápidamente a través de la solución de prueba Xp(f) = a eos cot. 

Ahora supóngase, de manera más general, que la función de la fuerza/(í) de la 
ecuación (1) es una combinación lineal de funciones armónicas simples. Entonces, 
con base en la ecuación (3) y la fórmula análoga con seno en lugar de coseno, puede 
aplicarse el principio de superposición para construir una solución particular de la 
ecuación (1). Por ejemplo, considérese la ecuación 


d^x 


+ (l>lx = ^ A„ COStWní, 


n=\ 


(4) 
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en la cual wq es diferente de cualquier cof,. La ecuación (4) tiene la solución particular 


>(') = E 


Afi 


I ^ri 

n=l U 


coñ - 


■ eos Cú„l, 


(5) 


obtenida con la suma de las soluciones dadas en (3), la cual corresponde a los N 
términos del lado derecho de la ecuación (4). 

Los sistemas mecánicos (y eléctricos) involucran con frecuencia funciones de 
fuerza periódicas que no son (únicamente) combinaciones lineales finitas de senos y 
cosenos. A pesar de esto, como veremos enseguida, cualquier función periódica ra¬ 
zonablemente adecuada/(í) tiene una representación en series infinitas de términos 
trigonométricos. Este hecho abre el camino hacia la resolución de la ecuación (1) con 
la superposición de “bloques” trigonométricos que reemplazan la suma finita de la 
ecuación (5) por una serie infinita. 

DEFINICIÓN Función periódica 

Se dice que la función/(f) definida para toda t es periódica siempre que exista un 
número positivo p tal que 

> fit + p)=ñt) (6) 

para todo valor de í. El número p se llama entonces periodo de la función/. 

Nótese que el periodo de una función periódica no es único; por ejemplo, si p 
es un periodo de/(f), entonces de igual manera lo son los números 2p, 3p, y así su¬ 
cesivamente. De hecho, todo número positivo es un periodo de cualquier función 
constante. 

A su vez, si P es el número positivo más pequeño tal que/(í) es periódica con 
periodo P, entonces se dice que P es el periodo de /. Por ejemplo, el periodo de las 
funciones g(t) = eos nt y h{t) = sen nt (donde n es un entero positivo) es 27r /n porque 


y 


eos n 



= cos{nt + 2n) = eos nt 


í 27r\ 

sen n\t-\ -I 


sen(ní -F In) = sen nt. 


(7) 


1 

r 

\ 4 i. 


71 2k ItK ^ 




FIGURA 9.1.1. Función de onda 
cuadrada. 


Además, lit es, en sí mismo, un periodo de las funciones g{t) y h{t). Normalmente 
no es necesario referirse al periodo más pequeño de una función/(í) y sólo diremos 
que/(í) tiene periodo p si p es cualquier periodo de/(í). 

En la sección 7.5 se mostraron varios ejemplos de funciones periódicas conti¬ 
nuas segmentadas. Por ejemplo, la función de onda cuadrada de la figura 9.1.1 tiene 
periodo In. 

Debido a que cada una de las funciones g{t) = eos nt y h(t) = sen nt tiene pe¬ 
riodo Ijt, cualquier combinación lineal de senos y cosenos de múltiplos enteros de t, 
tal como 


/(f) = 3 -F eos t — sen í -F 5 eos 2t -F 17 sen 3í, 

tiene periodo Itt. Pero como cada una de esas combinaciones lineales es continua, la 
función de onda cuadrada no se puede expresar de esa forma. En su célebre tratado 
de La teoría analítica del calor (1822), el científico francés Joseph Eourier (1768- 
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1830) hizo la notable afirmación de que toda función/(í) con periodo 2tt se puede 
representar con una serie trigonométrica infinita de la forma 


ao 

y 


oo 

+ {a„ eos nt + bn sen nt). 

n=\ 


( 8 ) 


(La razón para escribir i «o en lugar de go se explicará en breve —cuando se vea que 
una sola fórmula para incluye los casos en que n = 0 y n > 0 —.) En la sección 
9.2 veremos que ¡esto es así! bajo restricciones no muy severas de la función/(í). 
Una serie infinita de la forma dada en (8) se llama serie de Fourier, y la representación 
de funciones por medio de series de Fourier es una de las técnicas más ampliamente 
utilizadas en matemáticas aplicadas, especialmente para la solución de ecuaciones 
diferenciales parciales (véanse las secc. 9.5 a 9.7). 


Series de Fourier de funeiones de periodo In 

En esta sección se centrará la atención en las funciones de periodo Ijt. Se desea de¬ 
terminar cuáles deben ser los coeficientes en la serie de Fourier dada en (8) para que 
ésta converja a una función dada/(í) de periodo 2jt. Para este propósito son necesa¬ 
rias las siguientes integrales, en las cuales my n representan enteros positivos (pro¬ 
blemas 27 al 29). 


eos mt eos nt dt = 


f 

/■ 


r 

I eos mt sen nt dt = 
J —n 


sen mt sen nt dt = 


0 


sim ¥= n. 

si m = n. 

(9) 

úm ^ n. _ _ 

si m = n. 

(10) 

todas my n. 

(11) 

sen nt para n = \,2, 3,. 

.. consti- 


tuyen un conjunto de funciones mutuamente ortogonales en el intervalo [—tt, tt]. Se 
dice que dos funciones con valores reales u(t) y v(t) son ortogonales en el intervalo 
[a, fi] siempre que 


u{t)v{t) dt = 0. (12) 

(La razón de la palabra “ortogonal” se debe aquí a cierta analogía de las funciones 
como si fueran vectores con una infinidad de valores o “componentes”, donde la in¬ 
tegral del producto de dos funciones juega el mismo papel que el producto punto de 
dos vectores ordinarios; recuérdese que u-v = 0 si y sólo si los dos vectores son or¬ 
togonales.) 

Supóngase ahora que la función continua por tramos /(í) de periodo 2n tiene 
una representación por medio de las series de Fourier 



> 


OO 

CIq V 

f{t) = — + 2_^ {^m eos mt + brn sen mt), (13) 

^ m=\ 


en el sentido de que la serie infinita de la derecha converge al valor/(í) para toda í. 
Supóngase además que, cuando la serie infinita de la ecuación (13) se multiplica por 
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cualquier función continua, la serie resultante puede integrarse término a término. 
Entonces, el resultado de integrar de esta forma la propia ecuación (13)deí = —jra 
í = TT es 


j f(t)dt=^j \dt 


oo / pTC \ OQ / pn 

I I eos mt dt 1 + I b„¡ I 

m = l ' ' m = \ ^ 


sen mt dt ) = nao 


debido a que todas las integrales trigonométricas se anulan. En consecuencia. 


ao=-f f{t)dt. (14) 

^ J-jt 

Si se multiplica primero cada lado de la ecuación (13) por eos nt y luego se integra 
término a término, el resultado es 


/ f (t) eos nt dt = — I eos ntdt 

J 2 

+£(<.,/ 

m = l ^ 


eos mt eos nt dt \ -\- 


OO / fTl 

^ / 

m = l V 


sen mt eos nt dt] ; 


entonces se concluye de la ecuación (11) que 



f{t) eos nt dt 



eos mt eos nt 



(15) 


Pero la ecuación (9) dice que de todas las integrales (para m = 1, 2, 3,...) del lado 
derecho de (15), únicamente es diferente de cero aquella en la cual m = n. Se con¬ 
cluye entonces que 



r 2 

f {t) eos nt dt = a„ I eos ntdt = nan, 
J — TC 


de tal manera que el valor del coeficiente es 


a„ = — / f{t)eosntdt. (16) 

^ J—n 

Nótese que con n = 0, la fórmula en (16) se reduce a la ecuación (14); esto explica 
por qué el término constante en la serie original de Eourier se representa como 4 üq 
(en lugar de simplemente «o)- Si se multiplica cada lado de la ecuación (13) por 
sen nt y se integra término a término, se encuentra de manera similar que 


1 

b„ = — I f{t) sen ntdt (17) 

J-n 

(problema 31). En resumen, se ha encontrado que si la serie dada en (13) converge a 
/(í) y si las integraciones término a término desarrolladas aquí son válidas, entonces 
los coeficientes de las series deben tener los valores dados en las ecuaciones (16) y 
(17). Esto lleva a definir la serie de Eourier de una función periódica por medio de 
estas fórmulas, ya sea que la serie resultante sea convergente a la función o no (o 
incluso si converge del todo). 
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y 



-hn -% n hn Sk 


FIGURA 9.1.2. Desarrollo de 
una función para producir una 
función periódica. 


DEFINICIÓN Serie de Fourier y coeficientes de Fourier 

Considérese /(f) como una función continua por tramos de periodo Ijt definida 
para toda t. Entonces la serie de Fourier /(í) es la serie 


^0 v—' 

>• — +2_^ (a„ eos nt + bn sen nt), (18) 

donde los coeficientes de Fourier y b„ se definen por medio de las fórmulas 

1 

>• Un = — I f (t) eos ntdt (16) 

^ J-n 


para n = 0, 1, 2, 3,... y 

1 r 

>■ bn = — /(í) sen nt dt 

^ J-Tl 


(17) 


para n = 1,2, 3,... 


Debe recordarse que la serie de Taylor de una función a veces no converge a la 
función en algún punto de su dominio. De la misma manera, la serie de Fourier de 
una función también falla, algunas veces, en ser convergente a sus correspondientes 
valores en ciertos puntos del dominio de la función. Por tanto se escribe 


/(O 


<30 

~2 


OO 

+ E (fl,, eos nt + bn sen ni), 

n=\ 


(19) 


sin utilizar el signo igual entre la función y su serie de Fourier. Esto se verá hasta que 
se haya abordado la convergencia de las series de Fourier en la sección 9.2. 

Supóngase que la función continua por tramos/(í) dada inicialmente está defi¬ 
nida sólo en el intervalo [—tt, tt], considerando que/(— tt) = fin). Entonces puede 
desarrollarse / de tal manera que su dominio incluya todos los números reales en 
términos de la condición de periodicidad/(f -f 2tx) =/(f) para todo valor de t. En 
seguida se representa el desarrollo de la función original por/, y obsérvese que ésta 
automáticamente tiene periodo In. Su gráfica es la misma en cada intervalo de la 
forma 


{In — 1 )tz ^ í á {In + 1 )tz 

donde n es un entero (fig. 9.1.2). Por ejemplo, la función de onda cuadrada de la figura 
9.1.1 puede describirse como la función de periodo 2jt definida de la siguiente manera 


/(O 


— 1 si —Tt < f < 0; 
-fl si 0 < í < tt; 

0 si í = — TT, 0, o Tt. 


( 20 ) 


De esta forma, la función de onda cuadrada es la función de periodo 2Tt definida en 
un periodo completo en términos de la ecuación (20). 

Debe considerarse la serie de Fourier de funciones continuas por tramos, ya 
que muchas funciones utilizadas en aplicaciones son sólo de este tipo y no continuas. 
Nótese que las integrales de las ecuaciones (16) y (17) existen si/(í) es continua por 
tramos, de tal manera que toda función de este tipo tiene una serie de Fourier. 
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Ejemplo 1 


Solución 


Encuéntrese la serie de Fourier de la función de onda cuadrada definida en la ecuación (20). 

Siempre es una buena idea calcular gq por separado utilizando la ecuación (14). De 
esta manera 


1 1 /■“ ir 

ao = — I f (t) dt = — I {—l)dl-\ -/ (+1) rií 

rr J—yt ^ J — 7 T ^ Jo 

= —(- n ) + —(tt) = 0. 
jr TT 


Se separó la primera integral en dos debido a que /(f) está definida por diferentes 
fórmulas de correspondencia en los intervalos {—tt, 0) y (0, tt); tómese en cuenta que 
los valores de f{t) en los extremos de estos intervalos no afectan los valores de las 
integrales. 

Con la ecuación (16) se obtiene (para n> 0) 


ir 1 ^ r 

a„ = — I f{t) eos nt dt = — I { — eos nt) dt + — / eos ntdt 

^ J—n ^ J—TT rr JO 


r 1 1 

— - sen nt 

0 


\ 1 1 
— sen nt 

l n 

—TT 

TT 

n 


Y con la ecuación (17) se llega a 

ir 1 /■“ ^ r 

b„ = — I f (t) sen nt dt = — / { —sen nt)dt + — I sen ntdt 

^ J—TV ^ J—7Z ^ Jo 


1 

'1 

0 

1 

■ 1 

— 

— eos nt 


+ - 

— — eos nt 

TT 

n 

—TT 

TT 

n 


2 2 

= —(1 — eos htt) = — [1—( —1)"]. 

HTT HTT 


Así = 0 para toda n g 0, y 


b 


n 



para n impar; 
para n par. 


Se llega a este último resultado dado que eos {—htt) = eos {mr) = (—1)". Con estos 
valores de los coeficientes de Fourier, se obtiene la serie de Fourier 


f{t) 


sen nt 


-E 

TT ^ n 
n impar 


1 


1 


= — I sen í + - sen 3í + - sen 5í + 

TT 


( 21 ) 


Aquí se ha introducido la útil abreviación 


—por ejemplo, 


E 

oo 

para 

n impar 

n — \ 
n impar 



n impar 
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La figura 9.1.3 muestra las gráficas de la suma 


SnU) 


4 sen (2n—l)í 
TT ^ 2n — í 

n = l 


para diferentes valores de N de la serie de Fourier dada en (21). Nótese que, a medi¬ 
da que t se acerca a la discontinuidad de/(í) por cualquiera de los dos lados, el valor 
de Snit) tiende a sobrepasar el valor límite de/(f) —ya sea -f 1 o — 1 en este caso—. 
Este comportamiento es típico de una serie de Fourier cerca de un punto de discon¬ 
tinuidad de su función, y se conoce como fenómeno de Gibbs. ■ 






FIGURA 9.1.3. Gráficas de las sumas parciales de la serie de Fourier de la función de 
onda cuadrada (ej. 1) para N = 3,6, 12 y 24 términos. 


Las siguientes fórmulas de integración, que pueden deducirse fácilmente inte¬ 
grando por partes, son útiles en el cálculo de las serie de Fourier de funciones poli- 
nomiales: 


j u eos udu = eos u + u sen m -f C; (22) 

J u sen udu = sen u — u eos « -f C; (23) 


j m"cosmí/m =u"senu—n 
J «" sen u du = —eos u + 


j u" ' sen u du\ 
n j eos u du. 


(24) 


( 25 ) 
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Ejemplo 2 


Encuéntrese la serie de Fourier de la función de periodo 2n definida en un periodo de 
la siguiente manera: 


0 si —TT < í ^ 0; 


m = t 


n 

2 


si 0 ^ í < TT; 
si t = ± Jt. 


(26) 


La gráfica/se muestra en la figura 9.1.4. 


Solución 




/° 


/ 


-2k 


1k Ak 

6k 


-K 





FIGURA 9.1.4. Función 
periódica del ejemplo 2. 


Los valores de/(±7r) son irrelevantes porque no tienen ningún efecto sobre los va¬ 
lores de las integrales que obtienen los coeficientes de Fourier. Debido a que/(í) = 0 
en el intervalo ( — tt, 0), cada integral de í = — tt at = jt puede reemplazarse con una 
integral de í = 0 a í = tt. Las ecuaciones (14), (16) y (17) obtienen por tanto 


ao 


a 


n 


1 

TT 

1 

TT 





t eos ntdt = —— 

n^jT 


JT 

r 



u eos udu 



u 

n 


) 


eos u + u sen u 


] nn 
0 


[por la ecuación (22)] 


= ^[(-1)" -1]. 
n^jT 


Consecuentemente, a„ = 0 si n es par, y n S 2 


2 

— SI n es impar. 
n^jT 

Luego, 

1 r 1 

bn = — I t sen ntdt= —— / usen udu 

JT Jo n^JT Jo 

1 r 1 "^ 

= — sen u—u eos u [por la ecuación (20)] 

n^jT L Jo 

1 

= — — eos njt. 
n 

Así 


(_l)«+i 

b,^ = - para toda n^\. 

n 

Entonces, la serie de Fourier de/(0 es 


At)~ 


JT 

4 



n impar 


eos nt 


n = l 


(-1)"+' sen nt 
n 


(27) 
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Si/(f) es una función de periodo Itt, en realidad se ha verificado (problema 30) 
que 

/ IT na-\-2Tt 

f{t)dt=\ fit)dt (28) 

-JT Ja 

para toda a. Esto es, la integral de/(í) en un intervalo de longitud 2jt es igual a su 
integral sobre cualquier otro intervalo del mismo tipo. En el caso de que /(í) esté 
dada de manera explícita en el intervalo [0, 27r] en lugar del intervalo [—tt, tt], puede 
ser más conveniente calcular sus coeficientes de Eourier de la siguiente manera 

1 

ün = — I f(t) eos ntdt (29a) 

^ Jo 

y 

1 

bn = — I f{t) sen nt dt. (29b) 

TT Jo 


9.1 


Problemas 


En los problemas 1 al 10, trace la gráfica de la función/defi¬ 
nida para todo valor de t por las fórmulas dadas, y determine 


si la función es periódica. Si 
pequeño. 

1. /(/) = sen 3/ 

3. f(t) = eos y 

5. /(í) = tan/ 

7. /(/) = cosh3/ 

9. /(/) =lsen /I 


así, encuentre su periodo más 


2. /(/) = eos 2:7// 

4. /(/) = seny 

6. /(/) = eot27r/ 
8. /(/) = senh nt 
10. /(/) = eos^ 3/ 


En los problemas 11 a 26 se proporcionan los valores de una 
función fit) de periodo 2n en un periodo completo dado. Trace 
la gráfica de varios de sus periodos e identifique su serie de 
Eourier. 


11. fit) 

12. fit) 

13. fit) 

14. fit) 

15. fit) 

16. fit) 

17. fit) 

18. fit) 

19. fit) 

20. fit) 


1 , —n ^ t ^ n 
f +3, —n < / ^ 0; 


1- 

3, 

0 < t f n 

jo. 


A 

HA 

o 



0 < t f n 

( 

3, 

1 

A 

HA 

p 

1- 

2, 

0 < t f n 

t, - 

-n < t f n 

/,0 

< t 

< 2n 

t\. 

— Jt 

= t f n 

n 

+ 

1 

A 

HA 

o 

n 

— í 

0 < t f n 

n 

+ t 

—n f t < 0; 

0, 


0 f t f n 

0 


-n f t < —7r/2; 

1 


-n/2 f t f n 12', 

0 


n¡2 < t fn 


21. fit) = /^, —n ^ t ^ n 

22. fit) = t^,0 út <2n 

[o, -nút^O; 

|/^, 0 ^ / < 7/ 

24. /(/) =lsen/l, —n ^t fin 

25. /(/) = eos^2/, —n ^ t fn 
ÍO, -nftfO-, 


23. fit) = 


26. fit) = 


sen /, 


0 < t < n 


27. Verifique la eeuaeión (9). (Sugerencia: utiliee la identidad 
trigonométriea 


eos A eos B = ^ [eos(A + fi) + eos(A — 5)].) 


28. Verifique la eeuaeión (10). 

29. Compruebe la eeuaeión (11). 

30. Considere /(/) eomo una funeión eontinua por tramos eon 
periodo P. (a) Suponga que 0 S,a < P. Sustituya u = t — P 
para mostrar que 




dt. 


Coneluya que 




dt. 


(b) Dada A, seleeeione n de tal manera que A = nP + a 
eon 0 S^a < P. Luego sustituya v = t — nP para mos¬ 
trar que 


^A+P 

Ja 


fit)dt 




dt. 


31. Multiplique eada lado de la eeuaeión (3) por sen nt e inte¬ 
gre término a término para dedueir la eeuaeión (17). 
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9.2 


Serie de Fourier general y eonvergencia 


En la sección 9.1 se definió la serie de Fourier de una función periódica de periodo 
2jt. Ahora considérese que/(í) es una función continua por tramos para todo valor de 
t con periodo arbitrario P > 0. Escríbase entonces 


P = 2L, 


( 1 ) 


de tal manera que L sea el semiperiodo de la función/. Si se define la función g 
como sigue: 


giu) = f 



( 2 ) 


para todo valor de u. Entonces 


g{u + 2n) = f 




= giu), 


y por tanto g{u) es también periódica con periodo 2Tt. En consecuencia, g tiene la 
serie de Fourier 


OO 

^0 v—^ 

g{u) ^ — + 2_^ (a„ eos nu + bn sen nu) 

^ n=l 


(3) 


con coeficientes de Fourier 


1 r 

a„ = — j g(u) eos nu du 

TT J-TT 


(4a) 


y 


1 /■” 

bn = — g{u) sen nu du. (4b) 

J-n 


Si ahora se escribe 


t 


—, u = —, f(t) = g(u), 

n L 


(5) 


entonces 


/(O = ^ 



( 6 ) 


y la sustitución de (5) en (4) resulta en 

1 r 

ün = — f g{u) eos nudu 
^ J-n 

4 /: 


u = 


nt 

zT’ 


TTí \ nnt , 

— eos- dt. 

L I L 
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En consecuencia, 


1 njtt 

= - y /(í)cos —Jf; 


(7) 


de manera similar, 


b 


n 



fíTtt 

f{t) sen—dt. 


( 8 ) 


Este cálculo motiva a la siguiente definición de la serie de Eourier de una función 
periódica de periodo 2L. 


DEFINICIÓN Series de Fourier y coeficientes de Fourier 

Considérese/(f) una función continua por tramos de periodo 2L definida para toda 
t. Entonces la serie de Fourier de/(í) es la serie 


> 



+ E 


n = l 


njTt , «ttA 
a„ eos + bn sen—^ 1 


( 6 ) 


donde los coeficientes de Eourier [a„fo y están definidos como 


> 



nnt 

f{t) eos dt 


(7) 


y 


Con n = 0, la ecuación (7) toma la forma simple 


1 A 

ao=j-j f(t)dt, (9) 


la cual demuestra que el término constante 2 oq en la serie de Eourier de/es simple¬ 
mente el valor promedio de/(í) en el intervalo [—L, L]. 

Como una consecuencia del problema 30 de la sección 9.1, pueden evaluarse 
las integrales en (7) y (8) en cualquier otro intervalo de longitud 2L. Por ejemplo, si 
/(í) está dada por una sola fórmula en el intervalo 0 < í < 2L, puede ser más conve¬ 
niente calcular las integrales 


a„ 



nnt 

f{t) eos —^ dt 


(10a) 


y 


n 


1 

L 



nnt 

/(í) sen—^ dt. 


b. 


(10b) 
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Ejemplo 3 


La figura 9.2.1 muestra la gráfica de una función de onda cuadrada con periodo 4. 
Encuéntrese su serie de Fourier. 


Solución AquíL = 2; también,/(í) = — 1 si —2 < í < 0, mientras que/(í) = 1 siO < í < 2. En 
consecuencia, las ecuaciones (7), (8) y (9) dan como resultado 


4 


4 4 4 

-2 

2 4 6 




FIGURA 9.2.1. Función de onda 
cuadrada del ejemplo 1. 


1 .2 j .0 ^ .2 

flo = - y ^ /(O dt = -j ^(-1) dt + -j^ ( + 1) dt = 0, 


1 nnt 

- / ( —l)cos- dt +- 

2 J-2 2 


1 njvt 

- I ( + l)cos- dt 

2 7o 2 


1 
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■ 2 

- - C 

nnt 
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r 2 

_ c 

nnt 

a 

nn 

_ 

i.'ll 

2 

-2 2 

_nn 

_ 
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y 
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1 /•° 

2 1-2 


nnt 1 nnt 

, ( —llsen- dt + - I ( + l)sen- dt 

2 J-2 2 2 io 2 


1 

+ — 
2 


2 nnt 

— eos- 

nn 2 


nO 


J-2 




2 nnt 

+ - I —— eos- 

nn 2 


Jo 


2 

nn 


[1 -(-!)"] 


4 

— si n es impar, 
nn 

0 si /i es par. 


Por tanto, la serie de Fourier es 


/(O 


4 —> 1 nnt 

— > -sen- 

n ^ n 2 


n impar 


(lia) 


4 / nt 1 3nt 

= — sen— + - sen- 

TT V 2 3 2 



(11b) 


Teorema de convergencia 

Se desean imponer las condiciones suficientes a una función periódica/para garan¬ 
tizar que su serie de Fourier realmente converja a/(f) al menos en aquellos valores 
de t en los cuales/es continua. Recuérdese que se dice que la función/es continua 
por tramos en el intervalo [a, b] siempre que haya una partición finita de [a, fi] con 
puntos extremos 


a = tQ < ti < t 2 <■■■ < t„-i < t„ = b 


tales que 

1 . /es continua en cada intervalo abierto í,_i < t < ti- y 

2. En cada extremo í, de tal subintervalo el límite de/(í), conforme t tiende a f„ 
desde dentro del subintervalo, existe y es finito. 
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nn 


/(U) 

1 


t 


FIGURA 9.2.2. Discontinuidad 
de salto finito. 


La función t se llama continua por tramos para toda t si es continua por tramos 
en cada intervalo acotado. De esto se sigue que una función continua por tramos es 
continua excepto por la posibilidad de puntos aislados, y de que en cada uno de estos 
puntos de discontinuidad los límites por cada lado 

/(í+) = lím /(m) y f{t-) = lím fiu) (12) 

U^t 

existen y son finitos. De esta manera, una función continua por tramos tiene única¬ 
mente “saltos finitos” aislados como discontinuidades como los que se muestran en 
la figura 9.2.2. 

Las funciones de onda cuadrada y de diente de sierra que se vieron en el capí¬ 
tulo 7 son ejemplos típicos de funciones periódicas continuas por tramos. La función 
/(f) = tan t es una función periódica (de periodo tt) que no es continua por tramos 
dado que tiene una infinidad de discontinuidades. La función g(t) = sen (1/f) no es 
continua por tramos en el intervalo [—1, 1], ya que sus límites por cada lado en f = 0 
no existen. La función 


f 1 

I í sií = — (n un entero), 
hit)=< n 

lo en cualquier otro caso 

en [ — 1,1] tiene límites laterales en todo punto, pero no es continua por tramos debido 
a que sus discontinuidades no están aisladas, pues cuenta con la sucesión infinita de 
discontinuidades j 1 / nf\. Una función continua por tramos puede tener únicamente 
un número finito de discontinuidades en cualquier intervalo acotado. 

Nótese que una función de este tipo no necesita estar definida en sus puntos 
aislados de discontinuidad, pero puede estar definida arbitrariamente, de manera 
alternativa, en estos puntos. Por ejemplo, la función de onda cuadrada/de la figu¬ 
ra 9.2.1 es continua por tramos sin importar qué valor tenga en los puntos ..., —4, 
—2, 0, 2, 4, 6,... donde es discontinua. Su derivada/' es también continua por tra- 
mos;/'(f) = 0 a menos que t sea un entero par, y en cuyo caso/'(í) es indefinida. 

Se dice que la función continua por tramos de/es suave por tramos siempre 
que su derivada/' sea continua por tramos. El teorema 1 (que se enuncia en seguida) 
dice que la serie de Fourier de una función continua y suave por tramos siempre 
converge en todo punto. En general, se cuenta con los teoremas de convergencia de 
Fourier —con una débil hipótesis de la función periódica/—, pero la hipótesis de que 
/es suave por tramos es fácil de verificar y se satisface para la mayoría de las funcio¬ 
nes que se encuentran en aplicaciones prácticas. Una prueba del siguiente teorema 
puede encontrarse en G. P. Tolstov, Fourier Series (Dover, Nueva York, 1976.) 


TEOREMA 1 Convergencia de la serie de Fourier 

Supóngase que la función periódica/es suave por tramos. Entonces su serie de 
Fourier dada en (6) converge 

(a) al valor/(f) en cada punto donde/es continua, y 

(b) al valor ^ lf{t+) +/(í—)] en cada punto donde/es discontinua. 


Nótese que ^ lf{t+) + /(í—)] es un promedio de los límites por los lados de¬ 
recho e izquierdo de/en el punto t. Si/es continua en í, entonces/(í) = /(í+) = 
/(í—)], por lo que 




/(0 = 


/(í+) + f{t-) 


2 


(13) 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Solución 



-4 -2 j 2 4 6 8 10 f 

FIGURA 9.2.3. Función de 
periodo 2 del ejemplo 2. 


De esta manera, el teorema 1 puede redefinirse como sigue: la serie de Fourier de una 
función/suave por tramos converge para todo valor t en el valor promedio dado en 
(13). Por esta razón es costumbre escribir 


/(O 


flo í njTt nnt\ 

y + 2^ I «n eos — + b„ sen— 1 , 

7Í = 1 ^ 


(14) 


en el entendido de que la función suave por tramos/se ha redefinido (en caso nece¬ 
sario) en cada uno de sus puntos de discontinuidad para satisfacer la condición de 
valor promedio dada en (13). 


La figura 9.2.1 muestra a primera vista que si íq es un entero par, entonces 
lím /(í) = +1 y lím /(í) = -1. 

Por tanto 


/ (Í0+) + / (ÍQ —) _ Q 
2 “ 

Nótese que, de acuerdo con el teorema 1,1a serie de Fourier de/(í) en (11) claramen¬ 
te converge en cero si n es un entero par (debido a que sen tnt = 0). ■ 


Sea/(í) una función de periodo 2 con/(f) = si 0 < f < 2. Se define/(f) para un 
entero par de t por la condición de valor promedio dada en (13); en consecuencia,/(í) 
= 2 si í es un entero par. La gráfica de la función/se muestra en la figura 9.2.3. En¬ 
cuéntrese su serie de Fourier. 


En este caso L = 1, y es más conveniente integrar de í = 0 a í = 2. Por tanto. 





8 

3’ 


Con ayuda de las fórmulas integrales dadas en las ecuaciones (22) a la (25) de la 
sección 9.1 se obtiene 




í" 2 

I t eos njTtdt 
Jo 
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—r —- I u eos udu \u 

Jo V 


= njTt, t = — 
nn > 
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sen u —2 sen u -I-2m eos u 


2nTC 


Jo n2jj-2’ 


bn = 
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í^sen unt dt = 
1 r 


Y nlnrt 

n^TT^ Jo 


sen u du 


—u eos u + 2 eos u +2u sen u 
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Por tanto, la serie de Fourier de/es 

4 4 ^^cosnTTí 4 sen «TTí 

= á + — E-^ - - E-’ 

3 Tt-^ ^ 7t ^ n 

n — l n — l 

y el teorema 1 asegura que esta serie converge en/(í) para todo valor de í. 


( 15 ) 


Pueden obtenerse algunas conclusiones interesantes de la serie de Fourier dada 
en (15). Si se sustituye í = 0 en cada lado, se encuentra que 


4 4^1 

/(0) = 2= - + —J]-. 

3 TT^ ■“ 

n=l 

Despejando la serie, se obtiene la hermosa suma 


> 


E 


1 



1 1 


7t 


6 


(16) 


que fue descubierta por Euler. A su vez, sustituyendo t = 1 en la ecuación (15) se 
obtiene 


4 4 ^ (-1)" 

/(1) = 1 = - + ^ 

3 7t^ ^ 

n=l 


que resulta en 


^ (_l)«+i 1 1 1 


H=1 


22 32 42 


TT 

12 ‘ 


(17) 


Si se suman las series de las ecuaciones (16) y (17) y luego se divide el resultado 
entre 2, los términos “pares” se cancelan y el resultado es 


V — =1 + — + — + — + ••• 

2 ^ „2 32 52 72 


n impar 


7T 

'Y 


(18) 


9.2 


Problemas 


En los problemas 1 al 14 se proporcionan los valores de una 
función periódica f{t) de periodo completo; en cada disconti¬ 
nuidad, el valor de f(t) está dado por la condición de valor 
promedio en (13). Trace la gráfica defy encuentre su serie de 
Fourier. 


1. f(t) 


í-2, -3<f<0; 

I 2, 0 < f < 3 


2. f(t) 


0, —5 < í < 0; 

1, 0 < í < 5 


3. f{t) 


2, —2jt < t < 0; 

— 1, 0 < t < 2n 


4. f(t) = t, -2 <t <2 


5. f (t) = t, —2 ji < t < 2 ji 

6. f(t) = t, 0 < t < 3 

1. f(t) = \t\, -1 <f < 1 


8. f(t) 


0, 0 < f < 1; 

1, 1 < f < 2; 

0, 2 < f < 3 


9. f{t) 

10. f(t) 


ri, -1 < í < 1 

í 0, -2 < í < 0; 

\t\ Q<t<2 


11. f(t) =COSy, 


-1 < í < 1 
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12 . m 

13. f{t) 


sen 7Tt, 0 < í < 1 

jo, -l</<0; 

I sen jtt, 0 < / < 1 


14. 

15. 


m = 


o, 

sen t. 


—2n < / < 0; 
0 < í In 


(a) Suponga que/es una función de periodo Ijt con/(í) = 
f para 0 < í < 2n. Muestre que 


donde G¡,(t) representa la fc-ésima antiderivada iterada 
de Gk{t) = {D~^Yg{t). Esta fórmula es útil en el cálculo de 
coeficientes de Fourier de polinomios. 

23. Aplique la fórmula integral del problema 22 para demos¬ 
trar que 

j eos t dt = sen t + Ap eos t 

— 12í^ sen t— 2At cosí -I- 24sen t + C 


/(O 




+4E 


eos nt 


oo 


-47r^ 

n = l 


sen nt 
n 


y trace la gráfica de /indicando el valor de cada disconti¬ 
nuidad. (b) Deduzca la suma de las series de las ecuacio¬ 
nes (16) y (17) de la serie de Fourier del inciso (a). 

16. (a) Considere que /es una función de periodo 2 tal que 
f{t) = 0si—1 <í<0 y/(í) = ísi0<í<l. Pruebe 
que 


1 2 


cosnTTt 


+ 


I 00 


(- 1 )" 


sen njrt 


trace ahora la gráfica de / indicando el valor de cada dis¬ 
continuidad. (b) Infiera la suma de la serie de la ecuación 
(18) a partir de la serie de Fourier del inciso (a). 

17. (a) Suponga que/es una función de periodo 2 con/(í) = t 
para 0 < í < 2. Muestre que 


y que 


/ 


t* sen t dt = — t'* eos í -I- 4í^ sen í 


-H 12í^ cosí — 24í sen í— 24cosí -I- C. 
24. (a) Pruebe que para 0 < í < 27i, 


s \ 1^2 


0 = 1 


eos nt 


+ 16jr í — r “ — 1 sen nt 
^\n^ n 


y trace la gráfica de/indicando el valor de cada disconti¬ 
nuidad. (b) A partir de la serie de Fourier del inciso (a), 
deduzca las sumas 


2 sen mtt 
fit) = 1 - - ^- 

TT f ^ Jl 


y dibuje la gráfica de/indicando el valor de cada discon¬ 
tinuidad. (b) Sustituya un valor apropiado de í para dedu¬ 
cir la serie de Leibniz 


1 1 1 


71 

A' 


Obtenga las series de Fourier expuestas en los problemas 18 
al 21 y grafique la función de periodo 27t para la cual cada 
serie converge. 


sen nt ji — t 

18. Y] - = - (0 < í < 2;r) 


0 = 1 

00 z_1 \0 + l , 


.^^ (-!)'■+* sen ni í 

19. T — - = - (-TT < í < TT) 

“ n 2 

0 = 1 

cosní 3í^ — 6jrí -I- 27r^ 

20. Y —— = - (O < í < 2it) 


0 = 1 

00 ( _1 \o + l , 


12 


(_¡)H+igosní 11 ^—2 f- 

21. --- = - (—JT </ < tt) 

''' 

0 = 1 


12 


22. Suponga que p(t) es un polinomio de grado n. Demuestre 
por integración repetida por partes que 

j p{t)g(t)dt = p(t)Gi(t) - p'{t)G2Ít) 

+ p"{t)Gfit) -■■■ + (-l)>W(f)G„+i(í) 


-l)”+‘ _ iTt'^ 

~f? “ 120’ 


96' 

25. (a) Encuentre la serie de Fourier de periodo 2n de la fun¬ 
ción/con/(í) = í^ si —jr < t < JT. (b) Utilice la serie del 
inciso (a) para obtener la suma 

111 

y ~ ~ ñ 

y dibuje la gráfica de/indicando el valor de cada discon¬ 
tinuidad. (c) Intente evaluar la serie 

^ \ _ 1 1 1 

0=1 

sustituyendo un valor apropiado de t en la serie de Fourier 
del inciso (a). ¿Se logra el objetivo? Explíquelo. 
Observación: Si se tuvo éxito en expresar la suma de esta 
serie cúbica inversa en términos de números conocidos de 
polinomios —por ejemplo, con múltiplos racionales de Ji^ 
similar a la suma de Euler del inciso (a) — será usted un 
famoso matemático, ya que muchos lo han intentado sin 
éxito en los últimos dos siglos desde Euler. De hecho, no 
fue sino hasta 1979 que se demostró que las sumas cúbi¬ 
cas inversas convergen en un número irracional (como se 
sospechaba). 


00 , 4 °° c 

E t _ TT ( 

/l = i 0 = 1 


y - = 

„4 
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9.2 Aplicación 


Cálculo algebraico por computadora de los coeficientes 
de Fourier 


Un sistema de álgebra en computadora puede facilitar en gran medida el trabajo de 
cálculo de los coeficientes de Fourier de una función /(í) dada. En el caso de una 
función que se define “parcialmente por tramos”, se debe tener cuidado en “dividir” 
la integral de acuerdo con los diferentes intervalos de definición de la función. El 
método se ilustra obteniendo la serie de Eourier de periodo 2tt de la función de onda 
cuadrada definida en el intervalo (—tt, tt) por 


/(O 


— 1 si —TV < f < 0; 
+ 1 si 0 < í < TT. 


( 1 ) 


En este caso la función se define por diferentes fórmulas en dos distintos intervalos, 
de tal manera que cada integral del coeficiente de Eourier en los intervalos — tt a tt 
puede calcularse como la suma de dos integrales: 


Un 


bn 



1 r 

l)cosníí/í + — / ( + 1) eos ni í/í, 
TV Jo 

1 r 

l) sen ntdt+— / ( + 1) sen ntdt. 
TT Jo 


( 2 ) 


Se pueden definir los coeficientes en (2) como funciones de n utilizando las instruc¬ 
ciones de Maple 


a := n — > (l/Pi)*(int(-cos(n*t), t=-Pi..O) + 

int (+COS (n*t), t=0..Pi)): 

b := n —> (l/Pi)=t:(int(-sin(n=t:t) , t=-Pi..O) + 

int (+sin (n=t:t), t=0..Pi)): 


O los comandos de Mathematica 

a[n_] := (1/Pi)*(Intégrate[-Cos[n=t:t] , {t, -Pi, 0}] + 

Intégrate[+Cos[n*t], {t, 0, Pi}]) 

b[n_] := (l/Pi)*(Integrate[-Sin[n>i:t] , {t, -Pi, 0}] + 

Intégrate[+Sin[n=t:t] , {t, 0, Pi}]) 

Como que la función/(f) en la ecuación (1) es impar, lógicamente se encuentra que 
a„ = 0. Por tanto, las instrucciones de Maple 

fourierSum := sum(b(n)*sin(n*t), n=1..9); 
plot (fourierSum, t=-2>i:Pi . . 4=t:Pi) ; 

O los comandos de Mathematica 


fourierSum = Sum[b[n]*Sin[n^t], {n,l,9}] 
Plot[fourierSum, {t, -2*Pi, 4=t:Pi}]; 

dan la suma parcial 


9 

y~' b„ sen nt = 

n = \ 


4 

TV 


sen3í sen5í sen7í 

sen t -f--f- -f- -f 

3 5 7 


sen 9í^ 


que genera una gráfica como las mostradas en la figura 9.1.3. 
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Para practicar esta forma simbólica de obtener la serie de Fourier, se puede 
iniciar verificando las series calculadas manualmente en los ejemplos 1 y 2 de esta 
sección; más adelante los problemas 1 al 21 serán fáciles de resolver. Finalmente, las 
funciones de onda triangular de periodo 2tt y onda trapecial ilustradas en las figuras 
9.2.4 y 9.2.5 tienen series de Fourier especialmente interesantes que invitan al lector 
a descubrirlas por sí mismo. 



FIGURA 9.2.4. Onda triangular. 


FIGURA 9.2.5. Onda trapezoidal. 


Series seno y coseno de Fourier 


Ciertas propiedades de las funciones se reflejan prominentemente en sus series de 
Fourier. Se dice que la función/definida para todo valor t es par si 

> f{-t)=m ( 1 ) 

para todo valor de í; en cambio, f es impar si 

> /(-f) = -m (2) 

para toda t. La primera condición conlleva a que la gráfica de y = /(í) sea simétrica 
con respecto al eje y, mientras que la condición en (2) implica que la gráfica de una 
función impar sea simétrica con respecto al origen (véase la fig. 9.3.1). Las funciones 
/(f) = í^" (con n un entero) y g{t) = eos t son pares, mientras que las funciones/(í) 
_ /«+1 y f gQjj impares. Veremos así que la serie de Fourier de una función 

periódica par tiene sólo términos coseno, y que la serie de Fourier de una función pe¬ 
riódica impar tiene solamente términos seno. 




FIGURA 9.3.1. (a) Función par; (b) función impar. 
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1 + 

1 

1 

^ 

+ 1 

1 

1 

1 

—a 

1 

+ 1 

1 

1 

1 

-a 


a 

1 

1 

a 



/Par 


/Impar 


(a) 


(b) 


FIGURA 9.3.2. Áreas bajo las gráficas de (a) una función par y (b) una función impar. 


La suma y cancelación de áreas como se indica en la figura 9.3.2 nos recuerdan 
los siguientes conceptos básicos acerca de las integrales de funciones pares e impa¬ 
res en un intervalo [—a, a] simétrico alrededor del origen. 


Si/es par: 


Si/es impar: 


£ 

£ 


f{t)dt = 2 



f(t) dt = 0. 


f{t)dt. 


(3) 

(4) 


Estas conclusiones son fáciles de verificar analíticamente (problema 17). 

Se concluye inmediatamente de las ecuaciones (1) y (2) que el producto de dos 
funciones pares es par, así como lo es el producto de dos funciones impares, y que el 
producto de una función par y de una función impar es impar. En particular, si/(í) es 
una función periódica par de periodo 2L, entonces/(í) cos(n7rí/L) es par, mientras que 
/(í) sen(n7rí/L) es impar porque la función coseno es par y la función seno es impar. 
Por lo anterior, cuando se calculan los coeficientes de Eourier de/se obtiene que 


ü-n 



fit) 


nnt 

eos- dt = 

L 


2 

L 



riTCt 

f{t) eos dt 


(5a) 


y 


b 


n 


1 

L 



njct 

sen- dt = 0 

L 


(5b) 


debido a (3) y (4). Como resultado, la serie de Eourier de la función parfás periodo 
2L tiene sólo términos coseno: 


f(t) = 


ao 

y 


CXJ _ , 

E /ITT t 
ün eos — 

«=1 


(/ par) 


( 6 ) 


con los valores de dados por la ecuación (5a). A su vez, si/(í) es impar, entonces 
/(f) cos(n7rí/L) es impar, mientras que si/(f) sm(n7tt/L) es par, en consecuencia 


n 



^ nJtt , 

/(í) eos —^ dt = 0 


a. 


(7a) 
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y 



mtt 
sen- 



mtt 

sen- dt. 


(7b) 


Por tanto, la serie de Fourier de la función impar fás periodo 2L tiene sólo términos 
seno'. 



(/ impar) 


( 8 ) 


con los coeficientes dados en la ecuación (7b). 

Extensiones pares e impares 

En todas las presentaciones y ejemplos anteriores se trabajó con una función perió¬ 
dica definida para todo valor de t; en tanto la serie de Fourier de cada función fue 
determinada de manera única por las fórmulas de los coeficientes de Fourier. En 
muchos casos prácticos, no obstante, se inicia con una función/definida solamente 
en un intervalo de la forma 0 < í < L, y se intenta representar sus valores en este 
intervalo para una serie de Fourier de periodo 2L. El primer paso es la necesaria ex¬ 
tensión de/al intervalo —L < í < 0. Obtenido esto, se puede extender/en toda la 
línea real por una condición de periodicidad/(í -I- 2L) =/(í) (y utilizar la propiedad 
de valor promedio para cualquier discontinuidad que aparezca). Pero la forma en 
cómo se define/en el intervalo — L < f < 0 es nuestra elección, y de esta elección de¬ 
penderá la representación de la serie de Fourier obtenida para/(í) en el intervalo (0, L). 
Específicamente, diferentes elecciones de la extensión de/en el intervalo (—F, 0) 
llegarán a distintas series de Fourier que convergen en la misma función /(f) en el 
intervalo original 0 < t < L, pero que a la vez convergen en las diferentes extensio¬ 
nes de/en el intervalo —L<t<0. 

En la práctica, a partir de/(í) definida para 0 < í < L, en general se hace una 
de las dos siguientes elecciones naturales: se extiende/de tal manera que se obtenga 
um. función par, o bien una función impar en toda la recta real. Fa extensión par de 
periodo 2L de/es la función/^ definida como 



(9) 


y por/eíí + 2L) = f^{t) para todo valor de t. Fa extensión impar de periodo 2L de 
/es la función/o definida como 



( 10 ) 


y por/o(f + 2L) =/o(í) para toda t. Eos valores de/g o/o para f, un múltiplo entero 
de L, pueden definirse de la forma conveniente que se desee, dado que estos valores 
aislados no afectan la serie de Fourier de las extensiones obtenidas. Como sugiere la 
figura 9.3.1, con frecuencia es suficiente con visualizar la gráfica de/e en (—L, 0) 
como la reflexión con respecto al eje vertical de la gráfica original de/en (0, L), y la 
gráfica de/o en (—L, 0) como la reflexión con respecto al origen de la gráfica original. 

Por ejemplo, si/(f) = 2t — f en el intervalo 0 < f < 2 (para que L = 2), en¬ 
tonces (9) y (10) resultan en 


Mt) = 2(-i) - (-tf = -2f - 


y 


/o(í) = -[2(-í) - (-í)^] = 2í + í2 
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FIGURA 9.3.3. 

\Jr 

)) 

(a) Extensión par 


de periodo 4 de/(í) = 2t — para 
0 < í < 2. (b) Gráfica de la 
extensión impar de periodo 4 de 
f{t) = 2t — para 0 < í < 2. 


para los valores de estas dos extensiones en el intervalo — 2 < í < 0. Las gráficas de 
las dos extensiones periódicas correspondientes de/se muestran en la figura 9.3.3. 

La serie de Fourier de la extensión par/g de la función/, dada por las ecuacio¬ 
nes (5) y (6), contendrá sólo términos coseno y por ello se le denomina serie coseno 
de Fourier de la función original/. La serie de Fourier de la extensión impar/ q, dada 
por las ecuaciones (7) y (8), contendrá sólo términos seno, por lo que se le denomina 
serie seno de Fourier de/. 

DEFINICIÓN Series seno y coseno de Fourier 

Supóngase que la función/(í) es continua por tramos en el intervalo [0, L]. Enton¬ 
ces la serie coseno de Fourier de/es la serie 

OO _ . 

Ctc) \ \ flTCt 

> fit) = ^ Francos— ( 11 ) 

«=1 


con 


► 


dn 



riTTt 

f(t) eos dt. 


( 12 ) 


La serie seno de Fourier de/es la serie 


► 


/(O 


OO 


E'’- 

n —1 


nnt 
sen- 


L 


con 


> 



(13) 


(14) 


Considérese que / es suave por tramos y satisface la condición del valor promedio 
/(í) = \ \f(t+) +/(í—)] en cada una de sus discontinuidades aisladas, el teorema 1 
de la sección 9.2 implica que cada una de las dos series en (11) y (13) converge en 
/(í) para todo valor de t en el intervalo 0 < t < L. Fuera de este intervalo, la serie 
coseno en (11) converge en la extensión par de periodo 2L de/, mientras que la 
serie seno en (13) converge en la extensión impar de periodo 2L de/. En muchos 
casos de interés no son relevantes los valores de/fuera del intervalo original (0, L), 
y por esto la elección entre (11) y (12) o entre (13) y (14) se determina por la forma 
en que se prefiera representar/(í) en el intervalo (0, L): por una serie coseno o por 
una serie seno. (Véase ejemplo 2 para una situación determinada por la elección 
entre una serie coseno o una serie seno de Eourier para representar la función dada.) 


Ejemplo 1 


Solución 


Supóngase que /(í) = t para 0 < t < L. Encuéntrense las series coseno y seno de 
Eourier para/. 

Ea ecuación (12) obtiene 




= L 
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y 


'I'- 1 

''1 \ 

-2L -L 

L 2L 3L AL 



2 mrt 

a,, = — I t eos- dt = 

L Jn L 


2L r' 

n^7T^ Jo 


2L r 
L 

Así, la serie coseno de Fourier de/es 


u eos u du 

AL 


u sen u + eos u 


Jo 


0 


para n par; 
para n impar. 


L AL í nt 1 Sttí 1 Sirt 

2 7r2 V L 32 L 52 L 

para 0 < t < L. Ahora la ecuación (14) resulta en 

nnt 


2 

”•‘1 


/ 


t sen- dt = 

L 


2L r 
n'^jv^ Jo 


u sen u du 


2L 


FIGURA 9.3.4. Extensión par de 
periodo 2L de/. 


n^TT^ 


—H eos u +sen u\ 


mt 


De esta manera, la serie seno de Fourier de/es 


2L 


Ttt 


t = — I sen— — - sen- 

TT 


2nt 1 


+ - sen- 


Sttí 


(15) 


(16) 


para 0 < f < L. La serie en la ecuación (15) converge en la extensión par de periodo 
2L de/mostrada en la figura 9.3.4 y la serie en la ecuación (16) converge en la ex- 
FIGURA 9.3.5. Extensión impar tensión impar de periodo 2L expuesta en la figura 9.3.5. ■ 

de periodo 2L de /. 


Derivación término a término de series de Fourier 

En esta y en las subsecuentes secciones se considera la serie de Fourier como posible 
solución de ecuaciones diferenciales. Para sustituir una serie de Fourier por la variable 
dependiente desconocida de una ecuación diferencial y verificar si es una solución, 
primero es necesario derivar la serie a fin de calcular las derivadas que aparecen en 
la ecuación. Para esto se requiere tener cuidado, pues la derivación término a término 
de una serie infinita de términos de la variable no siempre es válida. El teorema 1 
proporciona las condiciones suficientes para validar la derivación término a término 
de una serie de Eourier. 


TEOREMA 1 Derivación término a término de series de Fourier 

Supóngase que la función/es continua para todo valor de í, periódica con periodo 
2L y que su derivada/' es suave por tramos para todo valor de t. Entonces la serie 
de Eourier de/' es la serie 


m 


I 

n = \ 


nn 


nnt nn , nnt\ 

sen- + — b„ eos- , 

L L " L J 


(17) 


obtenida por derivación término a término de la serie de Eourier 


/(O 


— + X (eos-+ sen 


nnt , nnt \ 
- -I- n Qpn- 1 


L J 


(18) 
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Demostración. El punto nodal del teorema es que la serie derivada de la 
ecuación (17) en realidad converge en/'(í) (con la usual condición acerca de los 
valores promedio). Pero como/' es periódica y suave por tramos, se sabe por el teo¬ 
rema 1 de la sección 9.2 que la serie de Fourier de/' converge a/'(í): 


/'(O 


“U , ■'T' / njtt , „ nji i 

^ + 2 . —— -F sen—— 


nnt 


(19) 


Para probar el teorema 1 es suficiente con mostrar que las series de las ecuaciones 
(17) y (19) son idénticas. Esto se demostrará bajo la hipótesis adicional de que/' es 
continua en cualquier lugar. Fuego entonces 



f{t)dt 



= 0 


debido a que/(L) =f{—L) por periodicidad, y 


= L /_ 


1 , njvt 

-j f (t) eos—^dt 


1 

L 


njTt 

f{t) eos — 


L 

-iZ, 

- -L 


nn 1 nnt 

■'“TI 


—integrando por partes — . De esto se sigue que 

nn 

cifi — ^ bfi . 

De manera similar, se encuentra que 


y por tanto las series en las ecuaciones (17) y (19) son, sin lugar a dudas, idénticas. 

▲ 

Ea consideración de que la derivada/' es continua es meramente convencional 
—la prueba del teorema 1 puede reforzarse para que permita discontinuidades aisla¬ 
das de/' — por lo que es importante notar que la conclusión de este teorema general¬ 
mente falla cuando la propia / es discontinua. Por ejemplo, considérese la serie de 
Fourier 


2L í nt 1 2nt 1 ’int 

t = — sen— — — sen- -F — sen- —... 

n \ L 2 L 3 L 


(16) 


—L < í < L, de la función diente de sierra discontinua mostrada en la gráfica de la 
figura 9.3.5. Todas las hipótesis del teorema 1 se satisfacen excepto por la continui¬ 
dad de/, y/tiene solamente discontinuidades de saltos aislados. Pero la serie 


2 


nt 2nt 3nt 

eos-eos-F eos- 

L L L 


( 20 ) 


obtenida derivando término a término la serie en la ecuación (16) diverge (por ejem¬ 
plo, cuando f = 0 y cuando t = L), la derivación término a término de la serie en la 
ecuación (16) no es válida. 
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En contraste, considérese la función de onda triangular (continua)/(í) mostra¬ 
da en la gráfica de la figura 9.3.4, con/(í) = | í | para —L < t < L. Esta función satis¬ 
face todas las hipótesis del teorema 1, de tal manera que su serie de Eourier 


f(t) = 


L 

2 


AL 


nt 1 Sttí 1 5nt 
cos- + ^cos —+ ^cos — 



(15) 


puede derivarse término a término. El resultado es 


nt) 


A ( nt 1 Sttí 1 5nt 

— sen — -f — sen- -I- — sen- +... 

n \ L 3 L 5 L 


( 21 ) 


la cual es la serie de Eourier de la función de onda cuadrada de periodo 2L que toma 
los valores de — 1 para —L < í < 0, y de -ti para 0 < t < L. 

Soluciones de ecuaciones diferenciales 
por serie de Fourier 

En lo que resta de este capítulo y en el 10 con frecuencia será necesario resolver 
problemas con valores en la frontera de la forma general 

ax" + bx' + ex = f{t) (0 < í < L); (22) 

x(0) = x(L) = 0, (23) 


donde se proporciona la función/(í). Por supuesto, se podría considerar aplicar las 
técnicas del capítulo 3 resolviendo el problema a través de: 

1. Encontrar primero la solución general x^ = ciXi + C2X2 de la ecuación diferen¬ 
cial homogénea asociada; 

2. Después calculando una sola solución particular Xp de la ecuación no homogé¬ 
nea en (22), y 

3. Einalmente, determinando las constantes ci y C2 de tal manera que x = x^ + Xp 
satisfaga las condiciones de frontera dadas en (23). 

En muchos problemas, sin embargo, el siguiente método de la serie de Eourier 
es más adecuado y común. Primero se extiende la definición de la función/(í) al in¬ 
tervalo —L < í < 0 de una manera apropiada, y después a toda la recta real mediante 
las condiciones de periodicidad/(í -f 2L) = f(t). Entonces la función/, si es suave 
por tramos, tiene la serie de Eourier 


/(O 


"^0 D nnt\ 

— + X eos- + B„ sen- 1 

2 ;SV " L " L 


r 


(24) 


con coeficientes {A„) y {5„) susceptibles de calcularse. Entonces se asume que la ecua¬ 
ción diferencial en (22) tiene una solución x(í) con una serie de Eourier 


x(í) 


n=\ 


*^U / fllXt fLJl í 

^ + X ««eos — + b„ sen — 


nnt 


L 


(25) 


que puede derivarse dos veces en forma correcta término a término. Se busca deter¬ 
minar los coeficientes de la ecuación (25) sustituyendo primero la serie de las ecua¬ 
ciones (24) y (25) en la ecuación diferencial dada en (22), y después igualando 
coeficientes de términos similares —muy parecido al método ordinario de coeficien¬ 
tes indeterminados (secc. 3.5), excepto por que ahora se tiene un número infinito de 
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coeficientes por determinar. Si este procedimiento es desarrollado de tal manera que 
la serie resultante de la ecuación (25) también satisface las condiciones de frontera 
dadas en (23), se tiene una “solución formal en términos de la serie de Fourier” del 
problema original con valores en la frontera; esto es, una solución sujeta a verifica¬ 
ción mediante la derivación término a término considerada. El ejemplo 2 ilustra este 
proceso. 


Ejemplo 2 


Encuéntrese una solución formal en términos de la serie de Eourier para el problema 
con valores en la frontera 


x" + Ax = 4í, (26) 

v(0) = v(l) = 0. (27) 

Solución Aquí/(f) = 4í para 0 < t < 1. Un primer paso crucial —el cual no se hace explícito 
en la presentación anterior— es elegir una extensión periódica/(f) de tal manera que 
cada término de su serie de Eourier satisfaga las condiciones de frontera dadas en 
(27). Para este propósito se elige una extensión impar de periodo 2, debido a que 
cada término de la forma sen njtt satisface (27). De este modo, de la serie en la ecua¬ 
ción (16) con L = 1 se obtiene la serie de Eourier 

8 “ (-1)"+! 

4í = — > - sen nirt (28) 

TT ■“ n 

n=l 

para 0 < í < 1. Por lo anterior, se espera una solución en términos de una serie 
seno 


:(r) = ¿>„ sen nirt, 


(29) 


f2=l 


y se advierte que cada serie satisfará las condiciones de frontera dadas en (27). Cuan¬ 
do se sustituyen las series en (28) y (29) en la ecuación (26), el resultado es 


oo + l 

E 9 9 O ^ ^ ^ 1J 

(—/ITT + 4)bn sen njrt = — } - sen /ítíL 

7t 


«=1 


(30) 


H = 1 


Si se continúa con la igualación de coeficientes de términos semejantes en la ecua¬ 
ción (30) se llega a 


0.4 

0.2 

K 0.0 

- 0.2 

-0.4 

- 1.0 0.0 1.0 2.0 
t 

FIGURA 9.3.6. Gráfica de la 
solución del ejemplo 2. 
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: 
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/ 

4 


\ / - 

- 

c 

U 1 

1 

II 

_^_ 

^ sen l - 

_^^^_ 


b„ = 


8 • (-l)''+i 


n7r(4 — rP-Tt^) ’ 

de tal manera que la solución formal en términos de la serie de Eourier es 

8 ( — 1)"^' sen mtt 

^ TT n(A — n^jT^) 

n = l ^ ^ 

En el problema 16 se pide obtener la solución exacta 

sen2í 


x(í) = t - 


sen 2 


(0 ^ í ^ 1), 


(31) 


(32) 


y verificar que (31) es una serie de Eourier de la extensión impar de periodo 2 de esta 
solución. 

Ea curva punteada en la figura 9.3.6 se graficó sumando 10 términos de la serie 
de Eourier dada en (31). Ea curva sólida para 0 ^ í á 2 es la gráfica de la solución 
exacta dada en (32). ■ 
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Integración término a término de series de Fourier 


El teorema 2 garantiza que la serie de Fourier de una función periódica continua por 
partes siempre puede integrarse término a término, ¡sea o no convergente! Una prue¬ 
ba de esto se presenta en el problema 25. 

TEOREMA 2 Integración término a término de uno serie 
de Fourier 

Supóngase que / es una función periódica continua por partes con periodo 2L y 
serie de Fourier 



(33) 


la cual puede no ser convergente. Entonces 



(34) 


con la serie del lado derecho convergente para todo valor de t. Nótese que la serie en 
la ecuación (34) es resultado de la integración término a término de la serie dada 
en (33), pero si «o 0, no es una serie de Fourier debido a su término lineal inicial 


2 a^t. 



Inténtese verificar la conclusión del teorema 2 en el caso en que/(f) es la función de 
periodo 2tt tal que 


/(0 = 


— 1, —TT < í < 0; 
-|-1, 0 < í < TT. 


(35) 


Por el ejemplo 1 de la sección 9.1 la serie de Fourier de/es 



(36) 


El teorema 2 implica entonces que 




ds 


TT 


4 



1 

+ — 5 -(l — eos 5í) -f • • • 
5 


Así, 




( 37 ) 
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Por otro lado, la integración directa de (35) obtiene 

—t, —jr < t < 0, 


f 


F(t)= / f(s)ds = \t\ = 


1, 0 < t < 7t. 


Se sabe del ejemplo 1 de esta sección (con L = jt) que 


TT 4 / 1 1 

I í I =-eos í H—r eos 3í H—r eos 5í + 

2 JT \ 3 "^ 5 "^ 


( 38 ) 


También se sabe de la ecuación (18) de la sección 9.2 que 

111 _JT^ 

Y' 

por consiguiente se concluye que las dos series en las ecuaciones (37) y (38) son, en 
realidad, idénticas. ■ 


Problemas 


En los problemas 1 al 10 se proporciona una función f(t) defi¬ 
nida en un intervalo 0 < t < L. Encuentre las series coseno y 
seno de Eourier defy trace las gráficas de las dos extensiones 
de f para las cuales estas series convergen. 


1. /(O 

2. /(O 

3. f{t) 

4. /(O 


1, 0 < í < TT 
1 -í,0 <í < 1 
1 -Í,0 <í <2 
\t, 0<í^l; 

12 - í, 1 ^ í <2 


16. (a) Obtenga la solución x{t) = t — (sen 2í)/(sen 2) del 
problema con valores en la frontera 

x" + 4jc = 4í, x(0) = x(l) = 0. 

(b) Muestre que la serie de la ecuación (31) es la serie 
seno de Fourier de la solución en el inciso (a). 

17. (a) Suponga que fes una función par. Compruebe que 

/ O /»a 

f(t)dt = / f(t)dt. 

-a Jo 


5. m 


6. m 

7. m 

8. /(í) 

9. m 

10 . /(/) 


o, 0 < í < 1; 

1, 1 < / <2; 

0, 2<t<3 

< t < Jt 

t{jT — t),0 < t < JT 
t -F,0 <t <l 
sen t,0< t < Jt 

{ sen t, 0 < t ^ Jt 
0, Jt fit <2jt 


En los problemas 11 al 14, determine las soluciones formales 
en términos de la serie de Eourier de los problemas con valo¬ 
res en la frontera. 

11 . x" -i- 2x = 1, jc(0) = x(jt) = 0 

12. x" — 4x = 1, a:(0) = x(jt) = 0 

13. x" -h X = t, x(0) = x(l) =0 

14. x" + 2jc = í, x(0) = x(2) = 0 

15. Obtenga la solución formal en términos de la serie de 
Fourier del problema con valores en la frontera 

x" -i- 2x = t, x'(0) = x'(jt) = 0. 

{Sugerencia: utilice la serie coseno de Fourier en la cual 
cada término satisface las condiciones de frontera.) 


(b) Considere que / es una función impar. Compmebe 
que 




dt. 


18. Por el ejemplo 2 de la sección 9.2, la serie de Fourier de la 
función/de periodo 2 con/(í) = fi para 0 < í < 2 es 


m 


4 4 eos njTt 

3 jt'^ 



sen njtt 
n 


Muestre que la derivada término a término de esta serie no 
converge a/'(í). 

19. Inicie con la serie de Fourier 


t 


2E 


(_l)«+i 

n 


sen nt. 


—Jt < t < Jt, 


e integre término a término tres veces sucesivas para ob¬ 
tener la serie 



12 


2E 


(- 1 )" 

-:— eos ni 

«4 


+ 2E 


(- 1 )" 
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20. Sustituya t = tí ¡7. y í = jr en la serie del problema 19 para 
obtener las sumas 


OO 1 4 OO 

E l n 

n=i n=L 


(- 1 ) 


n+1 


7ji‘' 

T7Ü’ 


111 _7t* 


21. Dada/(í) para 0 < t < L {series seno de semimúltiplo im¬ 
par), defina F{t) para 0 < t < 2L como sigue; 


F(t) = 


_j/(0. Q<t<L- 

|/(2L-í), L<t<2L. 


donde 


a„ = j f{t) eos dt {n impar) 


njtt 


23. Dada f(t) = t,0 < t < ir, obtenga las series seno de semi¬ 
múltiplo impar (problema 21) 


8 (-l)<''-'>'2 nt 

= - E — 

TT r 


-sen-. 


24. Considerando el problema con valores en la frontera 
x" — X = t, x(0) = 0, x'{ 7 t) = o, 


De esta manera, la gráfica de F{f) es simétrica alrededor 
de la recta t = L (fig. 9.3.7). Por tanto, la serie seno de 
Fourier de periodo 4L de F es 


F{t) =Y,b, 

n = \ 


nitt 

1 -, 

2L 


donde 



Sustituya s = 2L — í en la segunda integral a fin de obte¬ 
ner la serie (para 0 < t < L) 


» ^ llJLl 

f{t) = 2^¿’nsen—, 

n impar 

donde 


b 


n 


2 

L 



f{t) sen 


njTt 


dt 


{n impar). 


note que cualquier múltiplo constante de sen (ntll) con n 
impar satisface las condiciones de frontera. Por tanto, 
aplique las series seno de semimúltiplo impar del proble¬ 
ma 23 para obtener la solución formal en términos de la 
serie de Fourier 


x{t) 


32 „ 

7T " n\n'^ -h 4) 

n impar ^ ' 



25. En este problema se presenta la demostración del teore¬ 
ma 2. Suponga que/(í) es una función continua por tra¬ 
mos de periodo 2L. Defina 

F(t) = f [/(í) - fao] ds. 

Jo 


donde {a„\ y {b„] representan los coeficientes de Fourier de 
f(t). (a) Muestre directamente que F(t -I- 2L) = F{t), de tal 
manera que F es una función continua de periodo 2L y por 
tanto tiene una serie de Fourier convergente 



í L 2L-t 2L ‘ 


FIGURA 9.3.7. Construcción de F a partir de 
/ en el problema 21. 


Al) / njtt njtt 

F{t) = ^ + E ( ^ 


(b) Suponga que n g i. Demuestre por cálculo directo 
que 


A,j — bfi y Bjj — . 


njr 


(c) Así, 


22. Considere/(í) para 0 < t < L (series coseno semimúltiplo 
impar), defina G(t) para 0 < t < 2L como sigue; 

G(t)=U^^^’ 

\-f{2L-t), L<t<2L. 



t 1 

-ao + -Ao 



nnt 

— bn eos - 

L 


Utilice la serie coseno de Fourier de periodo 4L de G(í) a 
fin de obtener la serie (para 0 < t < L) 

E HTC t 

a„ eos—, 

n impar 


Finalmente, sustituya í = 0 para ver que 
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9.3 Aplicación 


Series de Fourier de funciones suaves por tramos 


La mayoría de sistemas de álgebra en computadora permite el uso de la función es¬ 
calón unitario para la derivación eficiente de seríes de Fourier de funciones “defini¬ 
das por por tramos”. Aquí se ilustra el uso de Maple para este propósito. 

Sea la “función unitaria” unit(f, a, b) con el valor de 1 en el intervalo t < b 
y valor de cero en cualquier otro caso. Entonces puede definirse una función suave 
por tramos /(í) como una “combinación lineal” de diferentes funciones unitarias 
correspondientes a los intervalos separados en los cuales la función es suave, con la 
función unitaria de cada intervalo multiplicada por la fórmula que define a/(í) en ese 
intervalo. Por ejemplo, considérese la función par de periodo Ijt cuya gráfica se 
muestra en la figura 9.3.8. Esta “función de onda trapezoidal” está definida para 0 < 
t < n por 




FIGURA 9.3.8. Función de onda trapezoidal par de periodo In. 


Ea función escalón unitario (con valores 0 para í < 0 y 1 para í > 0) puede utilizarse 
en Maple como la “función de Heaviside”. Por ejemplo, Heaviside (—2) = 0 y Hea- 
viside (3) = 1. Ea función unitaria en el intervalo [a, fi] puede definirse como 

unit := (t,a,b,) —>Heaviside(t-a) - Heaviside(t-b): 

Así, la función de onda trapezoidal de la ecuación (1) se determina para 0 á f á tt 
por 


f := t —> (Pi/3)*unit(t, 0, Pi/6) + 

(Pi/2 - t)*unit(t, Pi/6, 5*Pi/6) + 
(-Pi/3)*unit(t, 5*Pi/6, Pi): 

Pueden calcularse ahora los coeficientes de Eourier en la serie coseno/(í) = jüq + 
Yj^n eos nt. 

a := n —> (2/Pi)*int(f(t)*cos(n*t), t=0..Pi); 

Se encuentra entonces que la suma parcial típica de la serie está dada por 

fourierSum := a(0)/2 + sum(a(n)*cos(n*t), n=1..25); 
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\/3 cos(í) 2 \/3 cos(5/) 2 cos(7í) 

Suma de Fourier: = 2- 

7t 25 Tt A9 n 

2 \/3 cos(llí) 2 \/3 cos(13í) 2 \/3 cos(17r) 

121 TT 169 TT 289 TT 

2 \/3 cos(19/) 2 -\/3 cos(23í) 2 -\/3 cos(25í) 

361 TT 529 TT 625 tt 


De esta manera se llega a la hermosa serie de Fourier 


f{t) = 


2\/3 (±)cos«í 

TT 


( 2 ) 


con un patrón de signos H-l-H-1- + , donde la suma se toma sobre todos los 

enteros positivos impares de n que no son múltiplos de 3. Puede verificarse con la 
instrucción 


plot(fourierSum, t=-2*Pi..3*Pi); 

que esta serie de Fourier es consistente con la figura 9.3.8. 

Por consiguiente, puede aplicarse este método para encontrar la serie de Fourier 
de las siguientes funciones de periodo 2tt. 

1. La función de onda cuadrada par cuya gráfica se muestra en la figura 9.3.9. 

2. Las funciones de onda triangular pares e impares cuyas gráficas se observan 
en las figuras 9.2.4 y 9.3.10. 

3. La función de onda trapecial impar cuya gráfica se muestra en la figura 9.2.5. 

Se puede encontrar de manera similar la serie de Fourier de algunas funciones suaves 
por tramos de elección propia, tal vez algunas con periodos diferentes a 27r y que 
sean pares o impares. 
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1 
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1 
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1 

1 

1 


(!• -1) 




FIGURA 9.3.9. Función de onda cuadrada par de 
periodo 2jt. 


FIGURA 9.3.10. Función de onda triangular par 
de periodo 2tt. 


Aplicaciones de las series de Fourier 


Considérese primero el movimiento no amortiguado de una masa m en un resorte con 
constante de Hooke k bajo la influencia de una fuerza externa periódica F{t), como 
se indica en la figura 9.4.1. Su desplazamiento x(í) desde su posición de equilibrio 
satisface la conocida ecuación 


mx" + kx = F{f). 


( 1 ) 
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Posición de 
equilibrio 




m 

FUI 




x{t) 


FIGURA 9.4.1. Sistema masa- 
resorte con una fuerza externa. 


La solución general de la ecuación (1) es de la forma 

x(f) = C\ eos «oí + C2 sen (júqí + Xp(f), (2) 

donde cuq = ^/kjm es la frecuencia natural del sistema, y Xp(t) es una solución par¬ 
ticular de la ecuación (1). Los valores c\ y se determinan por las condiciones inicia¬ 
les. Aquí se desea utilizar la serie de Fourier para encontrar una solución periódica 
particular de la ecuación (1). Ésta se representa por Xsp(f), y se conoce como solución 
periódica estacionaria. 

Para simplificar, se considera que F(t) es una función impar con periodo 2L, de 
tal manera que su serie de Fourier tiene la forma 


mtt 

F{t) = ^ J5„sen —. 

n-1 


(3) 


Si rntlL no es igual a cüq para cualquier entero positivo n, puede determinarse una 
solución periódica en estado permanente de la forma 

OO , 

X-' 7 ^ 

■^sp(í) = 2^ sen— (4) 

n = \ 


sustituyendo las series de las ecuaciones (3), (4) y (1) para encontrar los coeficientes 
de (4). El ejemplo 1 muestra este procedimiento. 


Ejemplo 1 


Supóngase que m = 1 kg, k = 32 N/m y que F{t) es una fuerza periódica impar con 
periodo de 2 s dada en un periodo como 


F{t) 


í-flON si 0<í < 1; 
[-ION si 1 <í <2. 


(5) 


Encuéntrese el movimiento periódico estacionario Xsp(í). 


Solución 


1 10 

1 

1 

1 

1 

F(t) 

lililí 

-lililí 

lililí 

lililí 

-1 

1 

1 

1 

1 2 3 4 5 í (s) 

_ lililí 
lililí 
lililí 




Ea gráfica de la función de fuerza periódica F(t) se muestra en la figura 9.4.2. Esen¬ 
cialmente con los mismos cálculos del ejemplo 1 de la sección 9.1,1a serie de Eourier 
de F(t) es 


40 sen nnt 

F{t) = -T -; (6) 

TT n 

n impar 

nótese que sólo contiene términos correspondientes a n impar. Cuando se sustituye 
esta serie y 


FIGURA 9.4.2. Gráfica de la 
función de fuerza del ejemplo 1. 


Xsp(í) = ^ bn sen mtt, (7) 

n impar 

una solución de prueba de esta forma que sólo contiene términos impares en la ecua¬ 
ción (1) con m = 2 y k = 32, se obtiene 


b„(—2n^7t^ + 32) sen mtt 

n impar 


40 

7t 


E 


sen riTTt 
n 


n impar 
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Igualando los coeficientes de los términos semejantes, el resultado es 



FIGURA 9.4.3. Gráfica de la 
solución periódica estacionaria 
Apir) ■ 


El hecho de que cada término de la ecuación (8) es simétrico alrededor de í = j , 
sugiere que Xsp(f) es máxima cuando t = j , como lo muestra la gráfica de la fi¬ 
gura 9.4.3. Considerando lo anterior, se encuentra que la amplitud del movimiento 
periódico estacionario es 


. 1 .. 20 ^\ 1 fijt 

n impar ^ ^ 


Los primeros 100 términos llegan al valor correcto con cuatro cifras decimales x( ^~ 
1.0634 m. ■ 


La solución periódica Xsp(í) es la solución particular de la ecuación diferencial 
no homogénea 2x" + 32x = F(t) que tiene la ecuación homogénea asociadas" + 16x 
= 0. Por tanto, la solución general es de la forma 


x(í) = A eos At + B sen 4í + Xsp(í) 



FIGURA 9.4.4. Solución 
periódica estacionaria Xsp(í) y la 
solución no periódica x(í). 


y de este modo es una suma de funciones periódicas con periodos 2 y 27r/4 = 7r/2, 
a menos que A = B = 0. Como el cálculo numérico da Xsp(O) y Xsp(O) ~ 2.7314, los 
dos términos de periodo 7r/2 se eliminan —dejando la solución Xsp(f) de periodo 
2— únicamente con estos valores iniciales de x(0) y x'(0). Con cualesquiera otras 
condiciones iniciales, ya sea Ao B (o amhas) diferentes de cero, la correspondiente 
solución es una superposición de dos oscilaciones cuyos periodos tienen una razón 
irracional (véanse los problemas 19 y 20). Por ejemplo, la figura 9.4.4 muestra la 
gráfica de la solución periódica Xsp(í) y la solución x(í) que satisfacen las condiciones 
iniciales x(0) = 2 y x'(0) = 0 que parecen ser no periódicas. 


Resonancia pura 

Si existe un término B^ sen (Nirt/L) diferente de cero en la solución de la serie de 
Fourier de la función de fuerza F{t) en la ecuación (1) para la cual Nit/L = mo, en¬ 
tonces este término causa resonancia pura. La razón es que la ecuación 


mx" + kx = B]^ sen a>ot 


tiene la solución de resonancia 


x(í) = - 


Ba 


2m(OQ 


1 eos (JÚQt 


si coq = .Jkfm. En este caso la solución correspondiente a la ecuación (4) es entonces 


x(í) = - 


Ba 


2mcúo 


-t eos 


u>Qt + 


nitN 


Bn nnt 

-^--—-——sen-. (9) 

m{túQ — L^) L 
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Ejemplo 2 


Solución 


Ejemplo 3 


Solución 


Supóngase que m = 2 kg y A: = 32N/m como en el ejemplo 1. Determínese cuándo 
ocurrirá resonancia pura si F{t) es la función periódica impar definida en un periodo 
como 


(a) 

(b) 


F{t) = 


F{t) = 


1 +10, 0 < í < tt; 

— 10, TX < t < Itt. 

lOí, —TT < t < 7T. 


(a) La frecuencia natural es cuq = 4, y la serie de Fourier de F(t) es 

40 / 1 1 

F(t) = — sen t+ - sen 3í+ - sen 5í+ • • • 

TV \ 3 5 

Debido a que la serie no contiene término sen 4í, no se presenta resonancia. 

(b) En este caso la serie de Fourier es 

l)«+i 

- sen nt. 

n 

Aquí sí se presenta resonancia pura debido a la presencia del término con factor 
sen 4t. ■ 

El ejemplo 3 ilustra el acercamiento a la resonancia que puede ocurrir cuando 
un único término de la solución se magnifica debido a que su frecuencia es cercana 
a la frecuencia natural coq. 


F(f) =20 


(- 


Encuéntrese la solución periódica estacionaria de 

x" + lOx = F(f), (10) 

donde F{t) es la función de periodo 4 definida como F(t) = 5t para —2 < t <2, cuya 
serie de Fourier es 


F{t) 


20 




(- 1 ) 


n + l 


nnt 


sen- 


n = { 


( 11 ) 


Cuando se sustituye la ecuación (11) y 

OO 

■^sp(0 ^ ^ 

en (10), se obtiene 


nnt 


■7 = 1 


n = \ 


2 2 
n n 


/ n ji ^ \ nnt jl\j \ y 

i,. +10Ue„—= 


sen- 


20 


(- 1 ) 


n + l 


njtt 


sen- 


n = l 


Al igualar coeficientes de términos semejantes y despejar se obtiene la solución 
periódica estacionaria 


-rsp(t) 


80 

TT 


OO 


i: 

n = l 


(-l)n + l 

n(40 — n^jT^) 


nnt 
sen- 


2 


(0.8452) sen 


nt 

~2 


(24.4111) sen 


2nt 

~Y 


(0.1738) sen 


2nt 

- + • * * . 

2 
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FIGURA 9.4.5. Gráfica de JCsp(í). 


La gran magnitud del segundo término resulta del hecho de que coq = VTO ~ tt = 
27r/2. Así, el movimiento dominante de un resorte con la ecuación diferencial dada 
en (10) es una oscilación con frecuencia de ir rad/s, periodo 2s y amplitud de alrede¬ 
dor de 24, de acuerdo con la gráfica de Xsp(í) mostrada en la figura 9.4.5. ■ 

Oscilaciones amortiguadas forzadas 

Ahora se considera el movimiento de una masa m unida tanto a un resorte constante 
de Hooke k como a un amortiguador con constante c de amortiguamiento, hajo la 
influencia de una fuerza externa periódica F{t) (fig. 9.4.6). El desplazamiento x(f) de 
la masa desde el punto de equilibrio satisface la ecuación 

mx" + ex' + kx = F{i). (12) 


Posición de 
equilibrio 


F{t) 




FIGURA 9.4.6. Sistema 
amortiguado masa-resorte con 
fuerza externa aplicada. 


Recuérdese del problema 25 de la sección 3.6 que la solución periódica estacionaria 
de la ecuación (12) con F{t) Fq sen wt es 


x(í) = 


Fo 


y (k — maP-)^ + (ccu)^ 


sen {cot — a). 


(13) 


donde 


o; = tan -r, 0 ^ a ^ tt. (14) 

k — meo^ 

Si F{t) es una función impar de periodo 2L con serie de Fourier 

nnt 

F{t) sen—, (15) 

n = l ^ 

entonces las expresiones anteriores llegan, por superposición, a la solución periódica 
estacionaria 


OO 

■^sp(0 ~ ^ ' 
n — l 


B„ sen(£i)„í — a„) 
y/(k -mcúD^ +(cctí„)^^ 


(16) 


donde = nizlL y o:,, es el ángulo determinado por la ecuación (14) con este valor 
de 00 . El ejemplo 4 ilustra el hecho interesante de que la frecuencia dominante de la 
solución periódica estacionaria puede ser un múltiplo entero de la frecuencia de 
la fuerza F{t). 


Ejemplo 4 


Supóngase que m = 3 kg, c = 0.02 N/m/s, k = 21 N/m y F(t) es la función impar de 
periodo Itt con F{t) = jzt — t^ si 0 < t < tt. Determínese el movimiento periódico 
estacionario Xsp(í). 


Solución 


Considérese que la serie de Fourier de F(t) es 


F(t) = — (sen í-f — sen 3í-l-— sen 5í-l- • • -V (17) 

TT \ 3^ 5^ / 

Por consiguiente, B„ = 0 para n par, = 8/para n impar y Wn = n. Ea ecua¬ 
ción (16) obtiene 


Xsp(0 


8 sen (ni — ü:„) 

^ ¿'ar«V(27-3n2)2+(0.02n)2 


(18) 
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3 



_2 _ I0f(0 

k 


-3 - 

FIGURA 9.4.7. Fuerza impuesta 
y movimiento periódico 
estacionario resultante del 
ejemplo 4. 


Ejemplo 1 


Continuación 



FIGURA 9.4.8. Solución 
periódica estacionaria x^pit) y 
solución amortiguada x(t). 


con 


a„ = tan 


(0.02)ra 

27 - 3n2 ’ 


0 C C 7T. 


(19) 


Con la ayuda de una calculadora programable se encuentra que 

Xsp(f) (0.1061) sen (í - 0.0008) + (1.5719) sen (3í - | tt) 

+ (0.0004) sen (5í - 3.1437) + (0.0001) sen (7í - 3.1428) + ... . (20) 

Debido a que el coeficiente correspondiente a n = 3 es mucho mayor que los demás, 
la respuesta del sistema es aproximadamente un movimiento senoidal con frecuencia 
tres veces mayor que la fuerza de entrada. La figura 9.4.7 muestra Xsp(í) en compara¬ 
ción con la fuerza escalada 10 F(t)/k que cuenta con las dimensiones apropiadas de 
distancia. 

Aquí pasa lo siguiente: la masa m = 3 unida al resorte con constante k = 21 
tiene (si se ignora el pequeño efecto del amortiguador) una frecuencia natural de cuq 
= y/kjm = 3 rad/s. La fuerza externa impuesta F{t) tiene un periodo (el más peque¬ 
ño) de 2?! s y por tanto una frecuencia fundamental de 1 rad/s. En consecuencia, el 
término correspondiente a n = 3 en la serie de Fourier de F{t) [en la ecuación (17)] 
tiene la misma frecuencia que la frecuencia natural del sistema. Por consiguiente 
ocurren vibraciones de resonancia cercanas, con la masa completando esencialmente 
tres oscilaciones por cada oscilación simple de la fuerza externa. Éste es el efecto 
físico del término dominante n = 3 del lado derecho de la ecuación (20). Por ejem¬ 
plo, puede empujarse a un amigo en un columpio suficientemente alto incluso si éste 
es impulsado cada tercera vez que regresa. Esto explica por qué algunos transforma¬ 
dores “zumban” a una frecuencia mucho mayor de 60 Hz. 

Éste es un fenómeno general que debe tomarse en cuenta en el diseño de siste¬ 
mas mecánicos. Para evitar que se presenten vibraciones de resonancia cercanas 
anormalmente grandes y potencialmente destructivas, el sistema debe estar diseñado 
de tal forma que no esté sujeto a cualquier fuerza periódica externa, y que algún 
múltiplo entero de su frecuencia fundamental esté cerca de la frecuencia natural de 
vibración. ■ 


Finalmente, agréguese al sistema masa-resorte del ejemplo 1 un amortiguador con 
constante de amortiguamiento c = 3 N/m/s. Entonces, puesto que m = 2 y k = 32, 
la ecuación diferencial que satisface la función de desplazamiento de la masa x(t) es 
ahora 


2x" -f 3' -f 32x = F(t), (21) 

donde F{t) es la función fuerza periódica definida en la ecuación (5). Ea figura 9.4.8 
muestra las gráficas tanto de la solución periódica estacionaria Xsp(í) para el sistema 
original sin amortiguamiento del ejemplo 1 como para la solución calculada numé¬ 
ricamente de la ecuación (21) con condiciones iniciales x(0) = 2 y x'(0) = LA 
j medida que el transitorio determinado por las condiciones iniciales desaparece, se 
aprecia que la solución amortiguada x(í) converge a la solución periódica estaciona¬ 
ria de (21). Sin embargo, se observan dos efectos evidentes del amortiguamiento: la 
amplitud de la oscilación periódica estable se reduce y las oscilaciones de amorti¬ 
guamiento estacionarias se atrasan con respecto a las oscilaciones permanentes sin 
amortiguar. ■ 
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Problemas _ 

Encuentre una solución periódica estacionaria x¡^p(t) de cada 
una de las siguientes ecuaciones diferenciales de los proble¬ 
mas 1 al 6. Utilice un sistema de álgebra en computadora para 
graficar los términos suficientes de la serie con el fin de deter¬ 
minar la apariencia visual de la gráfica de JCsp(í). 

1 . x" + 5jc = F(t), donde F(t) es la función de periodo 2ji tal 
que F(t) = 3 si 0 < í < TT, F(t) = — 3 si tt < t < 2jt. 

2 . x" + IOjc = F{t), donde F{t) es la función par de periodo 4 
tal que F{t) = 3si0<f<l, F{t) = —3sil < t <2. 

3. x" + 3jc = F(t), donde F(t) es la función impar de periodo 
2jr tal que F(t) = 2í si 0 < í < tt. 

4. x" + 4jc = F(t), donde F(t) es la función par de periodo 4 
tal que F(t) = 2f si 0 < f < 2. 

5. x" + IOjc = F(t), donde F(t) es la función impar de perio¬ 
do 2 tal que F(t) = f — í^siO<f< 1. 

6. x" ■+ 2x = F(t), donde F(t) es la función par de periodo 2n 
tal que F(t) = sen f si 0 < f < tt. 

En cada uno de los problemas del 7 al 12 se proporciona la 
masa my la constante de Hooke kpara un sistema masa resor¬ 
te. Determine si ocurrirá o no resonancia pura bajo la influen¬ 
cia de la fuerza periódica externa F(t) dada. 

7. m = l, k = 9; F(t) es la función impar de periodo 27r con 
F(t) = 1 para 0 < t < jr. 

8. m = 2, = 10; F(t) es la función impar de periodo 2 con 

F(t) = 1 para 0 < t < 1 . 

9. m = 3,k = 12; F(t) es la función impar de periodo 271 con 
F(t) = 3 para 0 < t < jr. 

10 . m = l,k = Ajt^; F(t) es la función impar de periodo 2 con 
F(t) = 2t para 0 < f < 1. 

11. m = 3, k = 4^; F(t) es una función par de periodo 2jt con 
F(t) = t para 0 < f < tt. 

12. m = 2, k = 50; F(t) es la función impar de periodo 27t con 
F(t) = itt — para 0 < t < jt. 

En cada uno de los problemas 13 al 16 se proporcionan los 
valores de m,c y k para el sistema masa-resorte amortiguado. 
Determine el movimiento periódico estacionario — en la forma 


de la ecuación (16)— de la masa bajo la influencia de la fuer¬ 
za externa F(t) dada. Calcule los coeficientes y ángulos de fase 
de los primeros tres términos diferentes de cero de la serie 
para Xsp(í). 

13 . m = 1, c = 0.1, = 4; F{t) es la fuerza dada en el proble¬ 

ma 1. 

14 . m = 2, c = 0.1, = 18; F(t) es la fuerza dada en el pro¬ 

blema 3. 

15 . m = 3, c = \,k = 30; F(t) es la fuerza dada en el problema 5. 

16 . m = 1, c = 0.01, k = 4; F(t) es la fuerza dada en el pro¬ 
blema 4. 

17 . Considere un sistema masa-resorte amortiguado forzado 
con m = j slug, c = 0.6 Ib/pie/s, k = 36 Ib/pie. La fuerza 
F(t) es la función de periodo 2 (s) con F(t) = 15 si 0 < f 
< 1 y F(t) = —15 si 1 < f < 2. (a) Identifique la solución 
periódica estacionaria en la forma 

OO 

^sp(0 = ^ b„ sen (njit — a„). 

n=l 

(b) Determine la localización —a la décima más cercana 
a una pulgada— de la masa cuando t = 5 s. 

18 . Considere el sistema masa-resorte amortiguado forzado 
con m = l,c = 0.01yfc = 25.La fuerza F(t) es la función 
impar de periodo 27T con F(t) = í si 0 < í < 7i/2, F(t) = jt 
— f si 71 ¡2 < t < Tt. Identifique el movimiento periódico 
estacionario; calcule suficientes términos de esta serie 
para verificar que la frecuencia dominante del movimien¬ 
to es cinco veces la de la fuerza externa. 

19 . Suponga que las funciones /(f) y g{f) son periódicas con 
periodo P y Q respectivamente. Si la relación P/Q de 
sus periodos es un número racional, muestre que la suma 
f(t) -é g(t) es una función periódica. 

20 . Si p/q es irracional, demuestre que la función f(t) = eos 
pt -H eos qt no es una función periódica. Sugerencia: 
Compruebe que la consideración de que f(t -i- L) = f(t) 
(después de sustituir í = 0) implica que p/q es racional. 


9.5 


Conducción de calor y separación de variables 


Las aplicaciones más importantes de la series de Fourier sirven para solucionar las 
ecuaciones diferenciales parciales con el método de separación de variables que se 
introduce en esta sección. Recuérdese que una ecuación diferencial parcial es aque¬ 
lla que contiene una o más derivadas parciales de una variable dependiente, que es 
una función de al menos dos variables independientes. Un ejemplo es la ecuación de 
calor en una dimensión 


> 


du 

dt dx^’ 


( 1 ) 


en la cual la variable dependiente u es una función desconocida de x y í, siendo k una 
constante positiva dada. 
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Barra calentada 

La ecuación (1) modela la variación de temperatura u con posición x y tiempo t en 
una barra calentada que se extiende a lo largo del eje x. Se considera que la barra 
tiene sección transversal uniforme con área A perpendicular al eje y que está hecha 
de material homogéneo. Se asume que la sección transversal de la barra es tan peque¬ 
ña que u es constante en cada sección transversal, y que la superñcie lateral de la 
barra está aislada de tal manera que el calor no puede pasar a través de ella. De este 
modo u es, de hecho, una función de x y í donde el calor fluye únicamente a lo largo 
de la barra en la dirección x. En general, debe imaginarse que el calor es algo que 
fluye de las partes calientes a las partes frías del cuerpo. 

El flujo de calor (f)(x, t) en la barra es la razón de flujo de calor (en la dirección 
positiva x) en el tiempo t a través de una unidad de área de la sección transversal de 
la barra en x. Eas unidades comunes para (p son calorías (de calor) por segundo por 
centímetro cuadrado (de área). Ea ecuación (1) se obtiene con base en el principio 
empírico de que 

>► 0 = -/:^, ( 2 ) 

dx 


donde a la constante de proporcionalidad positiva K se le denomina conductividad 
térmica del material de la barra. Nótese que si u^, > 0, entonces 0 < 0, lo que signi¬ 
fica que el calor fluye en dirección negativa de x, mientras que si Ujc<0, entonces 
0 > 0, de tal manera que el calor fluye en la dirección positiva de x. De este modo, 
la razón de cambio del flujo de calor es proporcional a \u,\, y la dirección del flujo de 
calor se da a lo largo de la barra en la dirección en la cual la temperatura u decrece. 
En concreto, el calor fluye de una parte caliente a una fría, y no al revés. 

A<^(x, t) 


^ x + Ax (en calorías por segundo) de calor en este segmento a través de sus dos extremos es 


Aii>(x + Ax , t) Considérese ahora un segmento pequeño de la barra correspondiente al inter¬ 

valo [x, X -f Ax] como se muestra en la figura 9.5.1, la razón del cambio del flujo R 


FIGURA 9.5.1. Flujo neto del 

calor en un pequeño segmento de ^ ~ A0(x, í) — A0(x -|- Ax, í) = KA[Uxix Ax, í) — Ux{x, í)]. (3) 

la barra. 

La razón de cambio del tiempo resultante u, de la temperatura en el segmento depende 
de su densidad á (gramos por centímetro cúbico) y de su calor específico c (asumiendo 
que ambos son constantes). El calor específlco c es la cantidad de calor (en calorías) 
requerida para elevar 1° (Celsius) la temperatura de 1 g de material. En consecuen¬ 
cia, se requieren cán calorías para elevar 1 cm^ del material desde la temperatura cero 
hasta la temperatura u. Un pequeño segmento de la barra de longitud dx tiene volu¬ 
men A dx, de tal manera que se requieren c&uA dx calorías para elevar la temperatura 
de este segmento desde 0 hasta u. El contenido calórico 


^2:+Ax 

Q{t) = I cSAu(x,l)dx (4) 

J X 

del segmento [x, x -I- Ax] de la barra es la cantidad de calor necesaria para elevar¬ 
lo desde la temperatura cero a la temperatura u{x, t) dada. Debido a que el calor entra 
y sale del segmento solamente a través de sus extremos, se observa de la ecuación (3) 
que 


Q'{t) = KA\ux{x + Ax, t) — Ux{x, í)]. 


(5) 


debido a que R = dQjdt. De este modo, derivando la ecuación (4) dentro de la inte¬ 
gral y aplicando el teorema de valor medio para integrales, se observa que 


( 2'(0 



x+A.u 


cSAutix, t) dx = cSAutix, t) Ax 


( 6 ) 
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para alguna x en (x, x + Ax). Después de igualar valores en las ecuaciones (5) y (6) 
se obtiene 


cSAutix, í) Ax = KA[u^{x + Ax, t) — u/x, t)], (7) 


de modo que 


Mf(x,í) = 


Ux(x + Ax, í) 

k - 

Ax 


Uxix, 1) 


( 8 ) 


donde 


k=- (9) 

co 

es la dífusívídad térmica del material. Se toma ahora el límite conforme Ax ^ 0, de 
tal manera que x^ x (dado que x se encuentra en el intervalo [x, x + Ax] con el ex¬ 
tremo izquierdo fijo x). Entonces los dos lados de la ecuación (8) se aproximan a los 
dos lados de la ecuación de calor en una dimensión 


du 

9í 9x^ 


( 1 ) 


De este modo, la temperatura u(x, t) en la barra delgada aislada debe satisfacer esta 
ecuación diferencial parcial. 


Condiciones de frontera 

Supóngase ahora que la barra tiene una longitud finita L, que va de x = 0 a x = L. La 
función de la temperatura m(x, t) se determinará dentro de todas las posibles solucio¬ 
nes de la ecuación (1) por las condiciones auxiliares adecuadas. De hecho, mientras 
la solución de una ecuación diferencial ordinaria involucra constantes arbitrarias, 
una solución de una ecuación diferencial parcial generalmente invoXucxdi funciones 
arbitrarias. En el caso de la barra calentada, puede especificarse su función de tem¬ 
peratura/(x) en el tiempo í = 0. Esto proporciona la condición inicial 

M(x,0)=/(x). (10) 

También pueden especificarse las temperaturas fijas en los dos extremos de la barra. 
Por ejemplo, si cada extremo se empalma en un gran bloque de hielo a temperatura 
cero, se tendrían las condiciones de frontera 

m(0, t) = m(L, í) = o (para toda t > 0). (11) 

Combinando todo esto, se obtiene el problema con valor en la frontera 


du d^u 



dt dx^ 

(0 < X < L, í > 0); 

(12a) 

u(0, t) = m(L, t) = 0, 

(í > 0), 

(12b) 

m(x, 0) =/(x) 

(0 < X < L). 

(12c) 


> 
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11 = 0 I « = o 


« =/W L 

FIGURA 9.5.2. Interpretación 
geométrica del problema con 
valores en la frontera en las 
ecuaciones (12a)-(12c). 


Ejemplo 1 


Solución 


La figura 9.5.2 proporciona una interpretación geométrica del problema con 
valores en la frontera dado en (12): encontramos una función u{x, t) que es continua 
en la zona sombreada no acotada (hacia arriba, incluyendo su frontera inicial en el 
extremo inferior) en el plano xt. Esta función debe satisfacer la ecuación diferencial 
dada en (12a) en cada punto interior del área sombreada, y en la frontera de ésta debe 
tener los valores preestablecidos por las condiciones de frontera dados en (12b) y 
(12c). La intuición física sugiere que si/(x) es una función adecuada, entonces exis¬ 
tirá una y sólo una función u{x, t). 

En vez de tener temperaturas fijas, los dos extremos de la barra pueden estar 
aislados. En este caso no debe fluir calor a través de sus extremos, como se observa 
de la ecuación (2), en que las condiciones dadas en (12b) se deben reemplazar en el 
problema con valores en la frontera por las condiciones en los extremos 

ujf), t) = Ux(L, í) = 0 (13) 

(para toda t). Alternativamente, la barra puede estar aislada en un extremo y tener 
una temperatura fija en el otro. Esta y otras posibilidades de frontera se analizan en 
los problemas. 

Superposición de soluciones 

Nótese que la ecuación de calor en (12a) es lineal. Esto es, cualquier combinación 
lineal u = C\U\ + C2U2 de las dos soluciones de (12a) es también solución de (12a); 
esto se concluye de inmediato de la linealidad de la derivación parcial. También es 
cierto que si «i y M 2 satisfacen las condiciones dadas en (12b); entonces también 
cualquier combinación lineal u = c\U\ + C2U2 lo debe hacer. Las condiciones en 
(12b) se denominan, por tanto, condiciones de frontera homogéneas (aunque un 
término más descriptivo sería condiciones de frontera lineales). En contraste, la con¬ 
dición de frontera final dada en (12c) es no homogénea; es decir se trata de una 
condición de frontera no homogénea. 

La estrategia completa para resolver el problema con valores en la frontera en 
(12) será encontrar las funciones u\, U2, U2,... que satisfagan tanto la ecuación dife¬ 
rencial parcial en (12a) como las condiciones de frontera homogéneas en (12b), para 
luego intentar combinar estas funciones por superposición como si se estuvieran 
construyendo bloques, con la esperanza de obtener una solución u = ciUi + C 2 U 2 
+... que satisfaga también la condición no homogénea en (12c). El ejemplo 1 ilustra 
este enfoque. 


Es fácil verificar por sustitución directa que cada una de las funciones 

u\{x, f) = e~‘ sen x, U 2 {x, t) = e~'^‘ sen 2x y M 3 (x, f) = e~^‘ sen 3x 

satisface la ecuación u, = u^x. Utilícense estas funciones para construir una solución 
del problema con valores en la frontera 

du d^u 

— = (0<x<7r, í>0); (14a) 

ót óx-^ 

>• m(0, í) = u(7t, t) = o, (14b) 

m(x, 0) = 80 sen^ x = 60 sen x — 20 sen 3x. (14c) 

Cualquier combinación lineal de la forma 

m(x, Í) = CiMi(x, í) + C 2 U 2 ÍX, f) + C 2 U 2 ÍX, t) 

= C\e~' sen x + C 2 e~‘^' sen 2x + C 3 e“^' sen 3x 
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satisface tanto la ecuación diferencial dada en (14a) como la condición homogénea 
dada en (14b). Dado que 

u(x, 0) = ci sen x + C 2 sen 2x + C 3 sen 3x, 

se observa que también se puede satisfacer la condición no homogénea en (14c) se¬ 
leccionando simplemente c¡ = 60, C 2 = 0 y C 2 = —20. Así, una solución del proble¬ 
ma con valores en la frontera dado es 

m(x, í) = 60e“* sen x — 20e“^' sen 3x. ■ 

El problema con valor en la frontera en el ejemplo 1 es excepcionalmente sim¬ 
ple, ya que se requiere solamente un número finito de soluciones homogéneas para 
satisfacer por superposición la condición de frontera no homogénea. Es más común 
que se requiera una sucesión infinita u¡, U 2 , U 2 ,... de funciones que satisfagan ( 12 a) 
y (12b). En tal caso se escribe la serie infinita 

00 

>• m(x, í) = C„M„(x, í) (15) 

n=l 

y luego se intentan determinar los coeficientes Ci, C 2 , C 3 ,... para satisfacer también 
(12c). El principio siguiente resume las propiedades de esta serie infinita, que deben 
verificarse para asegurar que se tiene una solución del problema con valores en la 
frontera dado en ( 12 ). 

PRINCIPIO Superposición de soluciones 

Supóngase que cada una de las funciones U\, U 2 , satisface tanto la ecuación 
diferencial dada en ( 12 a) (para 0 <x<Lyí> 0 ), como las condiciones homo¬ 
géneas en (12b). Considérese también que los coeficientes en la ecuación (15) se 
escogen para satisfacer los siguientes tres criterios: 

1. Para 0 <x<Lyí>0, la función determinada por la serie dada en (15) es 
continua y derivable término a término (una vez con respecto a í y dos veces 
con respecto a x). 

00 

2 . ^ c„M„(x, 0 ) = /(x) para 0 < x < L. 

n=\ 

3 . Ea función m(x, t), determinada por la ecuación (15) dentro del intervalo 0 á 
x = Lyt = 0,y por las condiciones de frontera en (12b) y (12c) en sus extre¬ 
mos, es continua. 

Entonces u(x, t) es una solución del problema con valores en la frontera dado 
en ( 12 ). 

En el método de separación de variables que se describe a continuación, la 
atención se concentra en encontrar las soluciones U\, U 2 , M 3 ,... que satisfagan las 
condiciones homogéneas y en determinar los coeficientes de tal manera que la serie 
de la ecuación (15) satisfaga las condiciones no homogéneas sobre la sustitución de 
í = 0. En este punto se tiene únicamente una solución/ormaZ en términos de series 
del problema con valores en la frontera —una que se sujeta a la verificación de las 
condiciones de continuidad y derivabilidad dadas en el inciso ( 1 ) del principio de 
superposición anteriormente establecido—. Si la función/(x) en (12c) es suave por 
tramos, puede demostrarse que la solución formal en términos de series siempre sa¬ 
tisface las restricciones y, además, es la solución única del problema con valores en 
la frontera. Para su demostración, véase el capítulo 6 de R. V. Churchill y J. W. 
Brown, Fourier Series and Boundary Valué Problems, 3a. ed., (McGraw-Hill, Nueva 
York, 1978). 
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Separación de variables 

El método para resolver el problema con valores en la frontera dado en (12) para la 
barra calentada lo introdujo Fourier en su estudio de calor citado en la sección 9.1. 
Primero se investigan las funciones de los bloques de construcción Ui, U 2 , u^,... que 
satisfagan la ecuación diferencial m, = huj^ y las condiciones homogéneas u(0, t) = 
u(L, í) = 0 con cada una de estas funciones de la forma especial 

> u{x, t) = X{x)T{t) (16) 


en la cual las variables están “separadas” —esto es, cada una de las funciones de los 
bloques de construcción es el producto de una función de posición x (únicamente) y 
una función de tiempo t (solamente). La sustitución de (16) en Uf = ku^ obtiene XT' 
= kX"T, donde por simplicidad se escribe T para T'(t) y X" para Z"(x). La división 
de ambos entre kXT resulta en 


> 


X" _ T' 

~Y ~ kf' 


(17) 


El lado izquierdo de la ecuación (17) es una función solamente de x, pero el lado 
derecho es una función sólo de í. Si t se mantiene constante en el lado derecho, en¬ 
tonces en el lado izquierdo X"/X debe permanecer constante conforme x varía. De 
manera similar, si x se mantiene constante en el lado izquierdo, entonces el lado 
derecho V/kT debe permanecer constante conforme t varía. En consecuencia, la 
igualación es válida sólo si cada una de estas dos expresiones es la misma constante, 
la cual por conveniencia se representa como —X. Así, la ecuación (17) se convierte en 


X" _ T' _ 

~Y ~ kf ~ ~ ’ 


(18) 


la cual consiste de las dos ecuaciones 


Z"(x) + XX(x) = 0, 

(19) 

T'{t) + XkTit) = 0. 

(20) 


Se concluye que la función del producto m(x, í) = X{x)T{t) satisface la ecuación dife¬ 
rencial parcial Ut = ku^ si Z(x) y T{t) satisfacen por separado las ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias dadas en (19) y (20) para algún valor (común) de la constante X. 
Enfocándose primero en Z(x), las condiciones de frontera homogéneas son 

m(x, 0) = X(0)r(f) = o, u{L, f) = X{L)T{t) = 0. (21) 

Si T{t) es una función no trivial de í, entonces (21) puede cumplirse sólo si Z(0) = 
X{L) = 0. De esta manera, Z(x) debe satisfacer el problema con valores en la frontera 


X" + XX = Q, 
Z(0) = 0, X{L) = 0. 


( 22 ) 


Éste es en realidad un problema de eigenvalores del tipo presentado en la sección 3.8. 
De hecho, se vio en el ejemplo 3 de esa sección que (22) tiene una solución no trivial 
si y sólo si X es uno de los eigenvalores 


n 


n^TV 


2 


L2 


A, 


n = 1,2, 3, ..., 


(23) 
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y que una eigenfunción asociada con A„ es 


Z„(x) = sen 


nnx 

~r^ 


n = 1, 2, 3, ... 


(24) 


Recuérdese que el razonamiento anterior de (23) y (24) es de la siguiente manera: 
si A, = 0, entonces (22) obviamente implica que X{x) = 0. Si A = —a^ < 0, entonces 

X(x) = A cosh ax + B senh ax, 


y de este modo las condiciones X(0) = 0 = X(L) implican que A = B = 0. Por tanto, 
la única posibilidad para obtener una eigenfunción no trivial es que A = > 0. Por 

consiguiente, 


Z(x) = A eos ax + B sen ax, 


y las condiciones Z(0) = 0 = X(L) implican entonces que A = 0 y que a = mxiL 
para algún valor entero positivo n. (Siempre que la separación de las variables con¬ 
duzca a un problema de eigenvalores no conocido, por lo general se deben considerar 
separadamente los casos A = 0, A = —a^ < 0 y A = > 0.) 

Ahora atendemos la ecuación (20) sabiendo que la constante A debe ser uno de 
los eigenvalores de la ecuación (23). Para la n-ésima de estas posibilidades, la ecua¬ 
ción (20) se escribe como 


, n^TC^k 

T A - T = 0 

^Í7 ' ¿2 


(25) 


anticipando una solución diferente T„{f) para cada uno de los diferentes valores en¬ 
teros positivos de n. Una solución no trivial de esta ecuación es 

r„(í) = Qxp{—rp-n^kt/L?). (26) 

Se omite la constante arbitraria de integración debido a que se insertará (en efecto) 
más tarde. 

Resumiendo nuestros avances, se han descubierto las dos sucesiones asociadas 
{2fn)T y {Tnfi de las funciones dadas en (24) y (26). Juntas conducen a una sucesión 
de bloques de construcción de funciones producto 


u„{x, t) = X„{x)Tn{t) = exp (^—n^jT^kt/L^) sen—(27) 

para n = 1, 2, 3,... Cada una de estas funciones satisface tanto la ecuación de calor 
Ut = Ujcx, como las condiciones homogéneas m(0, t) = u{L, i) = 0. Se combinan aho¬ 
ra estas funciones {superposición) para intentar satisfacer también la condición no 
homogénea u{x, 0) =/(x). En consecuencia, se forma la serie infinita 

oo oo fiTT X 

u(x, t) = ^c„M„(x, t) = ^ c„ exp {—n^TT^ktlL^) sen-. ( 28 ) 

« = 1 n = l ^ 


La cual sirve sólo para determinar los coeficientes constantes (Cn)* de tal manera que 


njTx 

<(x,0) = y c„ sen—— = f{x) 


(29) 


7 = 1 


para 0 < x < L. Pero ésta será la serie de Fourier de /(x) en [0, L] siempre que se 
elija 


> 


U; fin 



/(x)sen 


nnx 

~L~ 


dx 


( 30 ) 


para cada n = 1, 2, 3,... De este modo se tiene el siguiente resultado. 
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TEOREMA 1 Barra calentada con temperatura cero en sus 
puntos extremos 

El problema con valores en la frontera dado en (12) para una barra calentada con 
temperatura cero en sus puntos extremos tiene la solución formal en términos de 
serie 


> 


OO 

u(x, t) = exp (^—n^TT^ktlL^) 

n = l 


tlTtX 


sen 


L ’ 


(31) 


Material 

k (cm^) s) 

Plata 

1.70 

Cobre 

1.15 

Aluminio 

0.85 

Hierro 

0.15 

Concreto 

0.005 


FIGURA 9.5.3. Algunas 
constantes de difusividad térmica. 


donde {¿„) son los coeficientes de seno de la serie de Fourier en la ecuación (30) 
de la función de temperatura inicial de la barra /(x) = m(x, 0). 


Observación. Tomando el límite término a término en (31) conforme 
f ^ OO, se obtiene m(x, oo) = 0 como se esperaba, debido a que los dos extremos 
de la barra se mantienen a temperatura cero. ■ 

La solución en términos de serie de la ecuación (31) normalmente converge 
bastante rápido, a menos que t sea muy pequeña por la presencia de factores expo¬ 
nenciales negativos. Por tanto, es práctica para cálculos numéricos. Para su uso en 
problemas y ejemplos, en la tabla de la figura 9.5.3 se listan algunos valores de la 
constante de difusividad térmica k para algunos materiales comunes. 


Ejemplo 2 


Supóngase que una barra de longitud L = 50 cm está inmersa en vapor hasta que su 
temperatura es mq = 100 °C. En el tiempo í = 0 su superficie lateral es aislada y sus 
dos extremos se sumergen en hielo a 0 °C. Calcúlese la temperatura de la barra en su 
punto medio después de media hora si está hecha de (a) hierro; (b) concreto. 


Solución El problema con valores en la frontera para esta función de temperatura de la barra 
u{x, t) es 

Mf = ku^x, 

u(0, t) = u{L, t) = 0; 
m(x, 0) = Uq. 

Recuérdese la serie de onda cuadrada 


/(O 



n impar 


1 mxt 

- sen- 

n L 


+ 1 si 0 < í < L, 

— 1 si —L < í < 0 


que se obtuvo en el ejemplo 1 de la sección 9.2. Se concluye que la serie de Fourier 
en términos de la función seno de/(x) = mq es 





n impar' 


njtx 

~L~ 


para 0 < x < L. Por consiguiente, los coeficientes de Fourier en la ecuación (31) 
están dados por 


b„ = < 


4mo 

njT 

0 


para n impar, 
para n par. 


y por ello la función de temperatura de la barra está dada por 


m(x, t) 



n impar 



n^jt^kt ^ 
~L^) 


njTx 

sen- 

L 
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La figura 9.5.4 muestra la gráfica de m = u(x, t) con mq = 100 y L = 50. Conforme t 
se incrementa, se observa que la temperatura máxima de la barra (evidentemente en 
su punto medio) decrece en estado permanente. La temperatura en el punto medio 
X = 25 después de í = 1,800 segundos es 

400 ^ (-1)"+' 

m( 25, 1800) = - V ^-exp 

TT n 

n impar 

(a) Con el valor ^ = 0.15 que se utilizó en la figura 9.5.4 esta serie proporciona 

m(25, 1800)43.8519 - 0.0029 + 0.0000 - ... «¿43.85 °C. 

Este valor m( 25, 1800) «¿43.85 es la altura máxima (en su punto medio x = 25) de 
la curva seccional vertical u = u{x, 1800) observado en un “extremo” de la superficie 
de temperaturas mostrada en la figura 9.5.4. 

(b) Con k = 0.005 para concreto se obtiene 

m(25, 1800) «¿ 122.8795 - 30.8257 + 10.4754 - 3.1894 
+ 0.7958 - 0.1572 + 0.0242 - 0.0029 
+ 0.0003 - 0.0000 + • • • «¿ 100.00°C. 

Como se advierte, el concreto es un aislante muy efectivo. ■ 





50 


FIGURA 9.5.4. Gráfica de la función de temperatura u(x, t) del ejemplo 2. 

Condiciones de frontera aislada 

Considérese ahora el problema con valores en la frontera 



du d^u 




dt dx^ 

(0 < X < L, í > 0); 

(32a) 

> 

Ux{0, f) = uJÍ^L, t) 

= 0, 

(32b) 


m(x, 0 ) = /(x). 


(32c) 


que corresponde a una barra de longitud L con temperatura inicial/(x), pero con sus 
dos extremos aislados. La separación de variables m(x, t) = X(x)T(t) se realiza con- 
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forme a las ecuaciones (16) a la (20) sin cambio alguno. Pero las condiciones de 
frontera homogéneas en (32b) producen 2 l'(0) = X'{L) = 0. De esta manera X(x) 
debe satisfacer el problema con valores en la frontera 


X" + XX = 0; 

Z'(0) = 0, Z'(L) = 0. 


(33) 


Una vez más deben considerarse en forma separada las posibilidades A = 0, A = 
—a^<0yA = Q'^>0 para los eigenvalores. 

Con A = 0, la solución general de X" = 0 es X(x) = Ax + B, áe tal manera que 
X'(x) = A. Así, las condiciones de frontera dadas en (33) requieren que A = 0, pero 
que B sea diferente de cero. Debido a que una constante múltiplo de una eigenfunción 
es una eigenfunción, puede seleccionarse cualquier valor constante que se desee para 
B. De este modo, con 5 = 1 se tiene el eigenvalor cero y la eigenfunción asociada 


Aq — 0, Xq{x) — 1. 


(34) 


Con A = 0 en la ecuación (20) se obtiene T'it) = 0, de tal manera que puede tomarse 
también TqÍí) = 1. 

Con A = — < 0 la solución general de la ecuación X" + a^X = 0 es 


X(x) = A cosh ax = B senh ax, 


y fácilmente se verifica que 2í"(0) = X'iL) = 0 sólo si A = 5 = 0. De este modo no 
existen eigenvalores negativos. 

Con A = > 0 la solución general de X" + a^X = 0 es 

X(x) = A eos ax + B sen ax, 

X'(x) = —Aa sen ax + Ba eos ax. 

Por tanto, X'(0) = 0 implica que B = 0, y entonces 

X'(L) = —Aa sen aL = 0 


requiere que aL sea un múltiplo entero de n, debido a que a 7^ 0 y A 7^ 0, si se tiene 
una solución no trivial. De esta manera se tiene la sucesión infinita de eigenvalores 
y eigenfunciones asociadas 


— 


n^TT^ 


Xn(x) = eos 


njtx 


(35) 


paran = 1, 2, 3,.... Tal como antes, la solución de la ecuación (20) con A = 
es r„(f) = exp(—n^TT^U/L^). 

En consecuencia, las funciones producto que satisfacen las condiciones homo¬ 
géneas son 


uo(x, t) = 1; 


Unix, t) = exp eos 


nnx 

~L~ 


(36) 


para n = 1, 2, 3,.... Por consiguiente la solución de prueba es 


OO 

u(x,l) = co + ^ c„ exp (^—n^n^kt/L^) eos 

n=l 


nnx 


( 37 ) 


L 
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Para satisfacer la condición no homogénea u{x, 0) = /(x), obviamente se desea 
reducir la ecuación (37) cuando í = 0 a la serie coseno de Fourier 


OO _ 

f(x) = — + ^ a„cos -j-, (38) 

72=1 

donde 

'2. f ^ IITT X 

> a„ = -\ f(x)cos — dx (39) 

L Jo L 

para n = 1, 2, 3,... De esta manera se tiene el resultado siguiente. 

TEOREMA 2 Barra calentada con terminales aisladas 

El problema con valores en la frontera dado en (32) para una barra calentada con 
extremos aislados tiene la solución formal en términos de la serie 

OO 

^ / Ó Ó ó\ jc 

>■ u(x,t)= -h > a„ exp y—n n kt/L j eos- (40) 

2 , L 

n=\ 

donde las {a„) son los coeficientes de la función coseno de la serie de Fourier da¬ 
dos en (39) de la función de temperatura inicial de la barra /(x) = m(x, 0). 

Observación. Nótese que 


lím m(x, í) = — = — í fix)dx, (41) 

í->oo 2 L Jo 

es el valor promedio de la temperatura inicial. Con la superficie lateral y los extre¬ 
mos de la barra aislados, su contenido de calor original se distribuye de manera 
uniforme a lo largo de toda la barra. ■ 


Ejemplo 3 



FIGURA 9.5.5. Gráfica de la 
función de temperatura inicial 
u{x, 0) =/(x) del ejemplo 3. 


Considérese la misma barra de 50 cm del ejemplo 2, pero ahora supóngase que su 
temperatura inicial se proporciona por medio de la “función triangular” gradeada en 
la figura 9.5.5. En el tiempo í = 0 la superficie lateral de la barra y sus dos extremos 
se encuentran aislados. Entonces su función de temperatura m(x, t) satisface el pro¬ 
blema con valores en la frontera 

lí j , 

UjciO, t) = UjciSO, t) = 0, 
m(x, 0) = /(x). 

Sustituyendo ahora L = 25 en la serie de onda triangular par de la ecuación (15) de 
la sección 9.3 (donde la longitud del intervalo se representa por 2L), seguido de la 
multiplicación por 4, se obtiene la serie de coseno de Fourier 


400 ^ 1 
/(X) =50- —Y,- 


eos 


71 ^ ^ 
n impar 


niix 


(para 0 < x < 50) de la función de temperatura inicial. Pero para que los términos 
concuerden con la serie dada en (40) con L = 50, es necesario exhibir términos de la 
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forma cos(«:írx/50) en lugar de términos de la forma cos(n7rx/25). Por tanto, reem¬ 
plazando n con n /2 y reescribiendo la serie en la forma 


/(x) = 50 - 


1600 




y - 

„2 


eos 


n=2,6,10,. 


riJtx 


obsérvese que la suma se desarrolla para todos los enteros positivos de la forma 4m 
— 2. Entonces el teorema 2 implica que la función de la temperatura de la barra 
está dada por 


u{x, í) = 50 — 


1600 


E 


n=2,o, 10,. 


n^jT^kt\ njtx 

- 1 eos-. 

2500 J 50 


La figura 9.5.6 muestra la gráfica de m = u{x, t) para los primeros 1,200 s en que se 
observa que la temperatura en la barra inicia con un máximo en el punto medio x = 25, 
pero rápidamente “promedia” conforme el calor se redistribuye en la barra con el 
incremento de t. ■ 



FIGURA 9.5.6. Gráfica de la función de temperatura u{x, t) del ejemplo 3. 

Finalmente, debe enfatizarse que aunque los problemas con valores en la fron¬ 
tera dados en (12) y (32) se presentaron para una barra de longitud L, éstos también 
modelan la temperatura u(x, t) en una plancha infinita 0 ^ x á L en el espacio de tres 
dimensiones, si su temperatura inicial/(x) depende solamente de x y sus dos lados 
X = 0 y X = L están aislados en sus extremos, o bien se mantienen en la temperatura 
cero en ambos extremos. 


9.5 


Problemas 


Resuelva los problemas con valores en la frontera en los pro¬ 
blemas 1 al 12. 

1 . u, = 3uxx, 0 < X < Tt, t > 0; u(0, t) = u(n, t) = 0 , 
u{x, 0) = 4 sen 2x 

2. u, = lOuxx, 0 < X < 5, í > 0; UxiO, t) = Ux{5, t) = 0, 
u{x, 0) = 7 

3. u¡ = 2uxx, 0 < X < 1, í > 0; u{0,t) = u{l,t) = 0, 
u{x, 0) = Ssenjrx — | sen 3jrx 


4. u, = Uxx, 0 < X < TT, í > 0; u{0,t) = u{ji, t) = 0, 
tí(x,0) =4sen4xcos2x 

5. tí, = 2uxx, 0 < X < 3, í > 0; Uxifi, t) = Ux(3, t) = 0, 
tí(x, 0) = 4cos |:7rx — 2 eos |;rx 

6. 2u, = Uxx, 0 < X < 1, / > 0; tí(0, t) = ií(l, t) = 0, 
íí (x, 0) =4 sen:7rx cos^ jtx 
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7. 3m, = 0 < < 2, t > 0; Ux( 0, t) = u^{2, t) = 0, 

u(x, 0) = cos^ Inx 

8. u, = 0 < X < 2, í > 0; u^{Q, t) = Ux{2, t) = 0, 

u(x, 0) = IOcosjtxcosSttx 

9. lOu, = 0 < X < 5, f > 0; m( 0, f) = u(5, t) = 0, 

m(x, 0) = 25 

10. 5u, = 0 < X < 10, f > 0; m(0, í) = m(10, t) = 0, 

m(x, 0) = 4x 

11. 5u, = 0 < X < 10, í > 0; u^{0, t) = Ux(l0, t) = 0, 

m(x, 0) = 4x 


12. u, = Uxx, 0 < X < 100, t > 0; u{0, t) = m(100, t) = 0, 
m(x, 0) = x(100 — x) 

13. Suponga que una barra de 40 cm de largo con su superfi¬ 
cie lateral aislada se calienta a una temperatura uniforme 
de 100 °C y en el tiempo í = 0 sus dos extremos se sumer¬ 
gen en hielo a 0 °C. (a) Encuentre la solución formal en 
términos de series para la temperatura u(x, t) de la barra, 
(b) En el caso de que la barra sea de cobre, muestre que 
después de 5 min la temperatura en su punto medio es de 
alrededor de 15 °C. (c) En el caso de que la barra sea 
de concreto, utilice el primer término de la serie para en¬ 
contrar el tiempo requerido a fin de que su punto medio se 
enfríe a 15 °C. 

14. Una barra de cobre de 50 cm de longitud con su superficie 
lateral aislada tiene una temperatura inicial de u(x, 0) = 
2x, y en el tiempo í = 0 sus dos extremos son aislados, 
(a) Determine u(x, t). (b) ¿Cuál será su temperatura en 
X = 10 después de un min? (c) ¿Después de aproximada¬ 
mente cuánto tiempo su temperatura en x = 10 será de 
45 °C? 

15. Los dos lados de una plancha 0 S x S L se conservan a 
una temperatura cero y la temperatura inicial de la plan¬ 
cha está dada por u(x, 0) = A (una constante) para 0 < x 
< L/2, u(x, 0) = 0 para L/2 < x < L. Deduzca la serie 
solución formal 


u(x, f) = 
4A 


TT ^ 


sen^(«;r/4) 


exp 


- mtx 

^ktlL^) sen-. 

’ L 


n —i n 

n = \ 

16. Se tienen dos planchas de hierro, cada una de 25 cm de 
espesor. Inicialmente una de ellas está a una temperatura 
uniforme de 100 °C y la otra a una temperatura de 0 °C. 
En el tiempo í = 0 se ponen cara a cara, y sus caras exter¬ 
nas se mantienen a 0 °C. (a) Utilice los resultados del pro¬ 
blema 15 para verificar que después de media hora la 
temperatura en su cara de contacto es de aproximadamen¬ 
te 22 °C. (b) Suponga que las dos planchas son de concre¬ 
to. ¿Cuánto tiempo pasará hasta que su cara de contacto se 
encuentre a 22 °C? 

17. (Temperaturas estacionarias y transitorias) Sea una barra 
lateralmente aislada a una temperatura inicial u(x, 0) = 
/(x), con temperaturas fijas en sus extremos m(0, í) = A y 
u(L, t) = B. (a) Se observa empíricamente que conforme 
t —> -loo, u(x, t) tiende a la temperatura estacionaria 
Uss(x), que corresponde a fijar u, = 0 en el problema con 
valores en la frontera. De este modo, u¡s{x) es la solución 
del problema con valores en la frontera 

d^u,, 

__ n. /m — A ,, í T \ — T} 

dx^ 


Encuentre «ssW- (b) La temperatura transitoria u^X^, t) 
se define por 


UfXx, t) = u{x, t) — MssW- 

Muestre que «tr satisface el problema con valores en la 
frontera 


9Utr d^Utr 

dt dx^ 

Utr(0, t) = Uix(L, t) = 0, 

Mtr(x, 0) = g(x) = /(x) - Mss(x). 
(c) Concluya de las fórmulas (30) y (31) que 


m(x, t) = Us¡(x) + Utr(x, í) 


oo 

= Uss(x) + exp {—ii^Tt^ktlL?'^ 

n = \ 


nnx 
sen- 


L 


donde 


Cn = y [/(■*) -Mss(-*)]sen—— í/x. 

B Jo L 

18. Considere que una barra aislada lateralmente con longitud 
L = 50 y difusividad térmica k = l tiene temperatura ini¬ 
cial u(x, 0) = 0, así como temperaturas en la frontera u(x, 0) 
= 0 y u(50, í) = 100. Aplique el resultado al problema 17 
para mostrar que 


u{x, t) = 

200 (-1)"+' / , , X nitx 

2x —- 2_^ - {~n'nktl25QQ) sen . 


19. Estime que se genera calor en una barra aislada lateral¬ 
mente a una razón de q(x, t) calorías por segundo por cen¬ 
tímetro cúbico. Extienda la deducción de la ecuación de 
calor de esta sección para obtener la ecuación 


du 

Jt 



qjx, t) 
c& 


20. Suponga que la corriente que fluye a través de una barra 
aislada lateralmente genera calor a una razón constante; 
entonces el problema 19 llega a la ecuación 


du 

Tt 


d^u 

= k— + C. 
dx^ 


Asuma las condiciones en la frontera u(0, t) = u{L, t) = 0 
y u(x, 0) =/(x). (a) Identifique la temperatura estaciona¬ 
ria «ssW determinada por 


0 = k 


dx^ 


+ C, 


Uss(b) 


— 0 . 


(b) Pruebe que la temperatura transitoria 


0; Mss(O) = A, Mss(L) = B. 


UtXx, i) = u(x, t) — Uss(x) 
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satisface el problema con valores en la frontera 
dua 

dt dx^ 

títr(0, t) = Ui¡(L, t) = 0, 

Mtr(-r, 0) = g(x) = f{x) - Mss(v). 


para mostrar que v(x, t) satisface el problema con valores 
en la frontera con la solución dada en (30) y en (31). Por 
tanto, concluya que 

oo YIJC X 

u{x, t) = exp sen-, 

n = l 

donde 


Por tanto, concluya de las fórmulas (34) y (35) que 

OO 

E t 00 0 \ ílJL ,/L 

c„exp(—n jT kt!L j sen-, 

n = l ^ 

donde 

2 riTTx 

c„ = y / [/(^) -Mss(-í)]sen—— ¿x. 

Jo 

21. La respuesta al inciso (a) del problema 20 es u^J^x) = 
Cx(L — x)l2k. Si/(x) = 0 en el mismo problema, de tal 
manera que la barra que se calienta está inicialmente a 
temperatura cero, deduzca del resultado del inciso (b) que 


Cx 

u{x,t) = —{L -x) 
2k 


4CL^ 1 / 2 2 , , 7 2 ^ 

y — exp [^—n ji ktlL j sen-. 


n impar 


2 IITIX 

c„ = — I f(x)sen - dx. 

L Jo L 

23. Considere una plancha con conductividad térmica K que 
ocupa la región 0 á x S L. Suponga que, con la ley de en¬ 
friamiento de Newton, cada lado de la plancha pierde ca¬ 
lor en el medio ambiente (que registra temperatura cero) a 
una razón de Hu calorías por segundo por centímetro cua¬ 
drado. Deduzca de la ecuación (2) que la temperatura u(x, 
t) en la plancha satisface las condiciones de frontera 

hu{0, t) — Uj.(0, í) = 0 = hu{L, t) + uJÍL, f) 
donde h = H/K. 

24. Estime que la barra aislada lateralmente con longitud L, 
difusividad térmica k y temperatura inicial u(x, 0) = f(x) 
está aislada en el extremo x = Ly se mantiene a tempera¬ 
tura cero en X = 0. (a) Separe las variables para mostrar 
que las eigenfunciones son 


22. Considere la temperatura u(x, t) en un alambre delgado 
sin aislante con u(0, t) = u(L, í) = 0 y u(x, 0) =/(x). En 
lugar de estar aislado lateralmente, el alambre pierde calor 
en el medio ambiente (que registra una temperatura fija 
cero) a una razón proporcional a u(x, t). (a) Concluya del 
problema 19 que 

du d^u 

— = k —— hu, 
dt dx^ 

donde h es una constante positiva, (b) Sustituya 
u{x, t) = e^^'v{x, t) 


mtx 

XJx) = sen- 

2L 

para n impar, (b) Utilice la serie seno de semimúltiplos 
impares del problema 21 en la sección 9.3 para obtener la 
solución 


u{x,t) = c„ exp [—rP'Tt^ktl 

n impar 


nnx 

1 -, 

2L 


donde 




2 

L 



nnx 

sen- dx. 

2L 


9.5 Aplicación 


Investigaciones sobre la barra calentada 


Se investigará primero numéricamente la función de temperatura 


m(x, í) 


4mo 1 / 

- > - exp - 

TT n \ 


TT n 

n impar 


n^TT^kt \ nixx 
-jj- \ sen- 


de la barra calentada del ejemplo 2 con longitud L = 50 cm, temperatura inicial uni¬ 
forme Mo = 100 °C y difusividad térmica k = 0.15 (para el hierro). La siguiente 
función de Matlab suma los primeros N términos diferentes de cero de esta serie. 


function u = u(x,t) 
k = 0.15; 

L = 50; 
uO = 100; 

S = 0; 


% difusividad del hierro 
% longitud de la barra 
% temperatura inicial 
% suma inicial 
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N = 50; % número de términos 

for n = 1:2:2*N+1; 

S = S +(l/n)=i=exp(-n"'2=i=pi"'2=i=k*t/L"'2) .*sin(n=i=pi*x /L); 

end 

u = 4*uO*S/pi; 

Esta función se utilizó para graficar las figuras 9.5.7 a la 9.5.10. Como una forma 
práctica, = 50 términos es suficiente para proporcionar los valores u(x, t) después 
de 10 s (o más) con dos cifras decimales de exactitud en todo el intervalo 0 á x ^ 50. 
(¿Cómo podría verificarse esta aseveración?) 


100 - .í .. 

75 --.. 

s 

50 -. 

25 -. ■ ^ 

0 -^^^^- 

0 10 20 30 40 50 

X 

FIGURA 9.5.7. Gráfica de 
u(x, 30) que proporciona las 
temperaturas de la barra después 
de 30 s. 


40 - ■ ■ ■ ■ ' .- 

30 - . . ; 

20 - - 
10 - i 

0 -^^^^- 

o 10 20 30 40 50 

X 

FIGURA 9.5.8. Gráfica de 
u(x, 1800) que proporciona las 
temperaturas de la barra después 
de 30 min. 



t 
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49.9 
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1570 1572 1574 1576 1578 1580 
t 



FIGURA 9.5.9. Gráfica de 
u{25, t) que proporciona la 
temperatura en el punto medio de 
la barra. 


FIGURA 9.5.10. Amplificación 
de la gráfica de u(25, t) que 
proporciona las temperaturas en el 
punto medio de la barra. 


La gráfica de u{x, 30) en la figura 9.5.7 muestra que después de 30 s la barra se 
ha enfriado de manera significativa sólo cerca de sus dos extremos, y mantiene tem¬ 
peraturas cercanas a 100 °C en el intervalo 10 ^ x ^ 40. La figura 9.5.8 muestra la 
gráfica de m(x, 1800) después de 30 min, e ilustra el hecho (¿7) de que la temperatura 
máxima de la barra siempre se encuentra en su punto medio, donde x = 25. 

La gráfica de m( 25, f) para un periodo de dos horas, mostrada en la figura 9.5.9, 
indica que la temperatura en el punto medio toma algo más de 1,500 s (25 min) para 
descender hasta 50 °C. La figura 9.5.10 muestra una amplificación de la gráfica cerca 
de su punto de intersección con la línea horizontal u = 50, e indica que toma en rea¬ 
lidad cerca de 1,578 s (26 min y 18 s). 
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Considere su propia barra con temperatura inicial constante/(x) = Tq = 100 
para realizar una investigación similar. Sea 

L= 100+ 10/7 y A:=l+(0 .1)^, 

donde p es el dígito más grande y í/ el más pequeño diferentes de cero de su matrícu¬ 
la de estudiante. 

1. Si los dos extremos de la barra se mantienen a temperatura cero, determínese 
cuánto tiempo (redondeado a segundos) le tomará a la temperatura del punto 
medio descender a 50 °C. 

2. Si el extremo x = L de la barra está aislado, pero el extremo x = 0 se mantiene 
a temperatura cero, entonces la función de la temperatura m(x, t) está dada por 
la serie del problema 24 de esta sección. Determínese cuánto tiempo pasará 
hasta que la temperatura máxima en cualquier lado de la barra sea de 50 °C. 



Cuerdas vibrantes y la ecuación de onda unidimensional 


F(x)Ax 



X X x+Ax 


FIGURA 9.6.1. Fuerzas en un 
segmento pequeño de cuerda 
vibrando. 


Aun cuando Fourier sistematizó el método de separación de variables, la solución de 
ecuaciones diferenciales parciales en series trigonométricas había aparecido desde los 
inicios del siglo XVIII en investigaciones sobre la vibración de cuerdas realizadas por 
Euler, d’Alembert y Daniel Bemoulli. Para establecer la ecuación diferencial parcial 
que modela las vibraciones de una cuerda, tómese como punto de partida una cuerda 
uniforme flexible con densidad lineal p (en gr/cm o slugs/pie) estirada mediante una 
tensión de T (dinas o libras) entre los puntos Ajos x = 0 y x = L. Supóngase que, a 
medida que la cuerda vibra en el plano xy alrededor de su posición de equilibrio, cada 
punto se mueve paralelo al eje y, de tal manera que puede representarse por y(x, í) el 
desplazamiento en el tiempo í del punto x de la cuerda. Así, para cualquier valor Ajo 
í, la forma de la cuerda en el tiempo í es la curva y = y(x, í). Se supone también que 
la deflexión de la cuerda es lo suficientemente ligera que la aproximación sen 9 ~ tan 
9 = yxix, t) es bastante precisa (flg. 9.6.1). Finalmente, se considera que, además de 
las fuerzas internas de tensión actuando tangencialmente a la cuerda, sobre de ésta 
actúa una fuerza vertical externa con densidad lineal F{x) en unidades tales como 
dinas/cm o Ib/pie. 

Se quiere aplicar la segunda ley de Newton F = ma sobre el pequeño segmento 
de cuerda de masa p/ix correspondiente al intervalo [x, x + Ax], siendo a la acelera¬ 
ción vertical de ytt(x, t) en su punto medio. Considerando las componentes verticales 
de la fuerza mostrada en la figura 9.6.1 se obtiene 


pAx • y¡t{x, t)^T sen (9 + A0) — T sen 9 + F(x)Ax 
~ Tyxix + Ax, t) — Tyjyí, f) + F(x)Ax, 


de modo que la división entre Ax consigue 


pyttix, t) Ri 


^ jxix + Ax, t) 
Ax 


Jxix, t) 


+ F(x). 


Tomando límites de esta ecuación conforme Ax ^ 0, entonces x ^ x (debido a que 
X se encuentra en el intervalo [x, x + Ax] con el extremo izquierdo fijo x). Entonces 
los dos lados de la ecuación se aproximan a los dos lados de la ecuación diferencial 
parcial 


P 


dh 


dF 



+ F(x) 


> 


( 1 ) 
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que describe las vibraciones verticales de una cuerda flexible con densidad lineal 
constante p y tensión Tbajo la influencia de una fuerza vertical externa con densidad 
lineal F{x). 

Si se considera 


a 


2 


T 

P 


( 2 ) 


y F{x) = 0 en la ecuación (1), se obtiene la ecuación de onda en una dimensión 


► 


d^y 2 
dF dx^ 


(3) 


que modela las vibraciones libres de una cuerda flexible uniforme. 

Los extremos Ajos de la cuerda en los puntos x = 0 y x = L en el eje x corres¬ 
ponden a las condiciones de frontera 

y(0, t) = y(L, t) = 0. (4) 

La intuición física de esta situación sugiere que el movimiento de la cuerda estará 
determinado si se especifican tanto su función de posición inicial 

y(x,0)=/(x) (0<x<L) (5) 

como su función de velocidad inicial 

ylx, 0) = g{x) (0 < X < L). (6) 


Al combinar las ecuaciones (3) a la (6) se obtiene el problema con valores en la frontera 



d^y n d^y 

(0<x<L, í>0); 

dF dx^ 

(7a) 

> 

O 

II 

II 

O 

(7b) 


y(x,0)=/(x) if)<x<L), 

(7c) 


y,{x, 0) = g{x) (0 < X < L), 

(7d) 


para la función de desplazamiento y(x, t) de una cuerda vibrando libremente con 
extremos Ajos, posición inicial/(x) y velocidad inicial g{x). 


Solución por separación de variables 

Como en la ecuación de calor, la ecuación de onda dada en (7a) es lineal: cualquier 
combinación lineal de dos soluciones es de nuevo una solución. Otra similitud es que 
las condiciones de frontera en (7b) son homogéneas. Desafortunadamente, las con¬ 
diciones tanto en (7c) como en (7d) son no homogéneas; se debe trabajar con dos 
condiciones de frontera no homogéneas. 

Como se describió en la sección 9.5, el método de separación de variables im¬ 
plica la superposición de soluciones que satisfagan las condiciones homogéneas para 
obtener una solución que también satisfaga una condición de frontera no homogé¬ 
nea. Para adaptar la técnica al caso que aquí se tiene, se toma la estrategia de “divide 
y vencerás” y se divide el problema dado en (7) en los siguientes dos problemas con 
valores en la frontera, involucrando en cada uno únicamente una condición de fron¬ 
tera no homogénea: 
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Problema A 

Problema B 

yti = a^yxx. 

yii = a^Xxxl 

y(0, t) = y{L, t) = 0, 

y(0,t) =y(L,0 =0, 

y(x,0) = /(x), 

y(x,0) =0, 

y,(x, 0) = 0. 

y,(x,0) = g(x). 


Si pueden encontrarse por separado una solución yAÍx, t) para el problema A y una 
solución ysix, t) para el problema B, entonces su suma y{x, t) = yA^x, t) + ysix, t) será 
una solución del problema original dado en (7) debido a que 

y{x, 0) = yA{x, 0) + ys(x, 0) =/(x) + 0 =/(x) 


y 


yÁx, 0) = [yA\Áx, 0 ) + ¡JbIXx, 0) = o + g(x) = g(x). 

Entonces, al querer resolver el problema A con el método de separación de 
variables, la sustitución de 


y(x, t) = X{x)T{t) 


( 8 ) 


en ytt = resulta en XT" = a^X"T, donde (como anteriormente) se escribe X" para 
X"{x) y T" para T"{t). De este modo. 


X” 

lí 


a^' 


(9) 


Las funciones X" /X de x y T"/cP'T de t pueden coincidir para toda xy t sólo si son 
iguales a una misma constante. En consecuencia, puede concluirse que 


X" 

~Y 



( 10 ) 


para alguna constante A; el signo menos se incluye aquí sólo para facilitar el recono¬ 
cimiento del problema del eigenvalor dado en (13). De esta manera, nuestra ecuación 
diferencial parcial separada en las dos ecuaciones diferenciales ordinarias 


X"-fAZ = 0, (11) 

T" + Xa^T = 0. (12) 


Con condiciones de frontera 

y(0, t) = Z(0)r(f) = o, y(L, i) = X{L)T{t) = 0 

requiere que Z(0) = Z(L) = 0 si T{t) es no trivial. Por tanto, Z(x) debe satisfacer el 
ahora conocido problema del eigenvalor 

Z" + XX = 0, Z(0) = Z(L) = 0. (13) 

Como en las ecuaciones (23) y (24) de la sección 9.5, los eigenvalores de este pro¬ 
blema son los números 


n 


2 

n^7t 


2 


L2 


A, 


n = 1,2, 3, ..., 


(14) 
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y la eigenfunción asociada con es 


nirx 

Z„(x) = sen—n = l,2, 3,... 


(15) 


Ahora se toma la ecuación (12). La condición inicial homogénea 
y,ix, 0) = Z(x)r'(0) = 0 

implica que r'(0) = 0. Por tanto, la solución r„(f) asociada con el eigenvalor = 
dehe satisfacer las condiciones 


2 2 2 
n 7t a 


7 ;" + —^r„ = o, 7;'(0) = o. 


(16) 


La solución general de la ecuación diferencial dada en (16) es 


nizat nnat 

T„{t) = An eos —:— + Bn sen- 


L 


Su derivada 


(17) 


, nna í nnat nnat 

r„(í) = -j- ( -A„ sen—^ + B„ eos 


satisface la condición rñ(0) = 0 si = 0. Así, una solución no trivial de (16) es 

nnat 


T„ (f) = eos 


(18) 


Combinando los resultados de las ecuaciones (15) y (18) para obtener la suce¬ 
sión infinita de las funciones producto 


nnat nnx 

yn{x, t) = X„{x)Tn{t) = eos —^ SQn^-, 


(19) 


para n = 1, 2, 3,.... Cada una de estas funciones bloques de construcción satisface 
tanto la ecuación de onda y„ = a^y^ como las condiciones de frontera homogéneas 
del problema A. Por superposición se obtiene la serie infinita 


nnat nnx 

A„X„{x)T„{t) = A„ eos —— sen- 

n=\ n=l ^ 


( 20 ) 


Sólo resta elegir los coeficientes {A„) para satisfacer la condición de frontera no ho¬ 
mogénea 


E iiJl X 

An sen-— = /(x) (21) 

n = l ^ 

para 0 < x < L. Pero ésta será la serie seno de Fourier de/(x) en [0, L] siempre que 
se escoja 




2 nnx 

A„ = — I /(x) sen- dx. 

L Jo L 


( 22 ) 
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De este modo se observa finalmente que una solución formal en términos de series 
del problema A es 




OO 

yA{x, t) = ^ A;,cos 
«=1 


nnat 

L 


njtx 


sen 


L ’ 


(23) 


con los coeficientes calculados utilizando la ecuación (22). Nótese que la serie 
en (23) se obtiene de la serie seno de Fourier de/(x) insertando simplemente el factor 
eos {rnxat/L) en el n-ésimo término. Obsérvese también que este término tiene fre¬ 
cuencia (angular) = rntalL. 


Ejemplo 1 


Se concluye de manera inmediata que la solución del problema con valores en la 
frontera 

d^y d^y 

( 0 <«<*, >> 0 ); 

y(0, í) = y(7r, í) = 0, 

y(x, 0) = sen^ ^ = W ^en x — ^ sen 3x, 
yt(x, 0 ) = 0 , 


para el cual L = jt y a = 2, es 

y(x, f) = ^ eos 2f sen x — ^ eos 6í sen 3x. 

La causa de esto es que se proporciona de manera explícita la serie seno de Fourier 
de/(x) con Aj = ^ A 3 = -¿j- y A„ = 0 en cualquier otro caso. ■ 


Ejemplo 2 


{bL 


y 


y=fM 


j. 

L 

2 


L 


X 


FIGURA 9.6.2. Posición inicial 
de la cuerda tensada del ejemplo 2. 


La cuerda tensada. La figura 9.6.2 muestra la función de la posición inicial/(x) de 
una cuerda estirada (de longitud L) que es puesta en movimiento al colocar su punto 
medio x = L/2 a una distancia \bL, soltándola de esa posición de reposo a partir del 
tiempo í = 0. El problema con valores en la frontera correspondiente es 

ytt = a^yxx (0 < X < L, í > 0); 
y( 0 ,í) = J(¿,í)= 0 , 
y(x, 0 ) = /(x), 
y,{x, 0 ) = 0 , 


Solución 


donde/(x) = bx para 0 ^ x = L/2 y/(x) = b{L — x) para L/2 á x = L. Encuéntre¬ 
se y(x, t). 

El n-ésimo coeficiente de la serie seno de Eourier de/(x) es 


2 f . nnx , 

An = — f /(x) sen- dx 

Jo ^ 


L 
2 


/ 


njTx 2 

bx sen- dx + — 

L L ./¿/2 


nnx 

I b{L—x)sen— —ax; 
Jli 


y se concluye que 
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En consecuencia, la ecuación (23) obtiene la solución formal en términos de series 


AbL 1 tm 
y(x, t) = — y — sen— 

n — \ 

AbL 


nrcat nicx 

eos- sen- 

2 L L 




Ttat TtX 

eos- sen — 

L L 


1 37Tat 37TX 

— eos- sen- + 

32 L L 


(24) 


Música 

Numerosos instrumentos musicales emplean cuerdas vibrantes para generar sus so¬ 
nidos. Cuando una cuerda vibra con una frecuencia determinada, las vibraciones de 
esta frecuencia se transmiten a través del aire —en forma de variaciones periódicas 
en la densidad del aire llamadas ondas sonoras— hacia el oído de quien escucha. 
Por ejemplo, el do es un tono con una frecuencia de aproximadamente 256 Hz. Cuando 
varios tonos se escuchan simultáneamente, la combinación se percibe como armo¬ 
niosa si las razones de sus frecuencias son parecidas a la razón de un pequeño con¬ 
junto de números; de otra manera las combinaciones se perciben como disonantes. 

La serie en la ecuación (23) representa el movimiento de una cuerda como una 
superposición de vibraciones inñnitas de diferentes frecuencias. El n-ésimo término 

njTat nnx 
A„ eos — sen^^— 

representa una vibración con frecuencia, 

cún rntojL 

" 271 2n 

La más baja de estas frecuencias, 

1 Ít 

vi = ;r 7 J- (Hz), (26) 

2LY p 

se llama frecuencia fundamental, siendo la que normalmente predomina en el soni¬ 
do que se escucha. La frecuencia v„ = nv^ del n-ésimo armónico es un entero múl¬ 
tiplo de Vi, y es la razón del por qué el sonido de una sola cuerda vibrando es 
armónico en lugar de disonante. 

Nótese en la ecuación (26) que la frecuencia fundamental vi es proporcional 
a ^/T, e inversamente proporcional a L y a ,/p. De esta manera puede duplicarse esta 
frecuencia —y por tanto obtener un tono fundamental a una octava más alta— ya sea 
tomando la mitad de la longitud L o bien cuadruplicando la tensión T. Las condicio¬ 
nes iniciales no afectan a uj; en cambio, éstas determinan los coeñcientes en (23) y 
con ello la medida en que los armónicos más altos contribuyen al sonido producido. 
Entonces las condiciones iniciales afectan el timbre, o la mezcla de frecuencias total 
más que la frecuencia fundamental. (Técnicamente esto es cierto sólo para desplaza¬ 
mientos relativamente pequeños de la cuerda; si se golpea una tecla de piano violen¬ 
tamente, puede detectarse una ligera desviación inicial de la frecuencia normal de la 
nota.) 

De acuerdo con una teoría del sonido (bastante simplista), el volumen del soni¬ 
do producido por una cuerda vibrando es proporcional a su energía total (cinética 
más potencial), la cual está dada por 




(25) 
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En el problema 17 se pidió mostrar que la sustitución de la serie dada en (23) en la 
fórmula (27) obtiene 


E = 






(28) 


La razón del n-ésimo término rP'Á^ en la suma es la porción del sonido 

total atribuible al n-ésimo armónico. 

Para ilustrar esta teoría con la serie dada en (24), que describe el movimiento 
de la cuerda tensada del ejemplo 2, nótese que están faltando los armónicos pares, y 
que A„ = AbLlijt^n^) para n impar. Por tanto, la ecuación (28) obtiene 




l6b^L^ Ab^LT 


AL 


n impar 


7t^ 


e 4 

fj2 


n impar 


de esta manera la proporción del sonido asociado con el enésimo armónico (para n 
impar) es 

l/n^ _ l/n^ _ 8 

Un^ TT^/S 

n impar 


Sustituyendo n = lyn = 3, se encuentra que 81.06% del sonido de la cuerda del 
ejemplo 2 está asociado con el tono fundamental y 9.01% con el armónico corres¬ 
pondiente an = 3. 


La solución de d’Alembert 

En contraste con las soluciones en términos de series de la ecuación de calor, las 
soluciones formales en series de la ecuación de onda por lo general no cuentan 
con suficiente derivabilidad término a término para verificar la solución al aplicar un 
teorema de superposición análogo al establecido en la sección 9.5. Por ejemplo, la 
derivación término a término de la serie dada en (24) debe llegar a la serie 


dx^ 


Ab njT nnat nnx 

— > sen— eos- sen- 


n = l 


L 


L 


la cual generalmente no converge, debido a que el “factor de convergencia” 1/n^ 
desaparece después de la segunda derivación. 

Existe, sin embargo, una forma alternativa para verificar la solución en (23) 
que proporciona información adicional valiosa al respecto. Si se aplica la identidad 
trigonométrica 


2 sen A eos B = sen(A -f 5) -f sen(A — B) 
con A = mzxiL y B = nnat/L, entonces (23) obtiene 

nnat 


y{x, t) = E A, 


nnx 
sen-eos 


7 = 1 


L 


1 OO 1 oo 

1 nn 1 nn 

= - 2_^ An sen —(x + at) + - ^ An sen —(x — at). 


7 = 1 


7 = 1 


(29) 
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Pero por la definición de los coeficientes 


E njix 

A„ sen-— = F(x) 

n = l ^ 


para todo valor de x, donde F{x) es la extensión impar de periodo 2L de la función de 
la posición inicial/(x). Por tanto, la ecuación (29) significa que 

>• y(x, t) = \ [F (x + at) + F(x — atj]. (30) 

Entonces, la serie dada en (23) converge en la expresión del lado derecho de (30), 
la cual se conoce como forma d’Alembert de la solución del problema A para la 
cuerda vibrando. Más aún, utilizando la regla de la cadena es fácil verificar (proble¬ 
mas 13 y 14) que la función y(x, t) definida en (30), satisface de hecho la ecuación y,t 
= Cp-Jxx (bajo la consideración de que F es derivadle dos veces), así como las condi¬ 
ciones de frontera y(0, t) = y(L, í) = 0 y y(x, 0) = /(x). 

Para cualquier función F(x), las funciones F{x + at) y F(x — at) representan 
“ondas” moviéndose a la izquierda y a la derecha, respectivamente, a lo largo del eje 
X con velocidad a. Este hecho se ilustra en la figura 9.6.3, que muestra las gráficas de 
estas dos funciones para valores sucesivos de t en un caso típico donde la función 
de la posición inicial F(x) es la función pulso centrada en el punto medio x = 7r/2 de 
la cuerda de longitud L = n con a = 1 (de tal manera que el periodo fundamental 
de vibración es 27r). De este modo, la solución d’Alembert en (30) expresa y(x, t) 
como una superposición de dos ondas que se mueven en direcciones opuestas con 
velocidad a. Esta es la razón por la cual la ecuación y,¡ = cp'yxx se conoce como ecua¬ 
ción de onda. 



y 

L 

i 

L_1_ 

y 

-f\ 

ll , 'i 


TZ „ X 

2 ^ 

f 


(a) En el tiempo t = 0 (b) En el tiempo t = tt/H 



y 



(d) En el tiempo t = 37 t/S 


FIGURA 9.6.3. Pulso F(x) que produce dos ondas —una que se mueve a la izquierda y 
otra a la derecha. 

Cuerdas con velocidad inicial 

Para la solución por separación de variables del problema B, con condiciones inicia¬ 
les y(x, 0) = 0 y yi(x, 0) = g(x), se procede de la misma forma que en el problema A, 
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Ejemplo 3 


hasta que se llega a la ecuación (16). Pero entonces y{x, 0) = X{x)T(0) = 0 implica 
que T(0) = 0, de tal manera que en vez de (16) se tiene 


dt^ ^ 


2 2 2 
n 7t a 


L 2 


-T = o 

— '^5 


7;(o) = o. 


(31) 


De la ecuación (17) se observa que una solución no trivial de (31) es 

nitat 

T„it) = sen—(32) 

La solución formal en términos de series de potencias resultante es por consiguiente 
de la forma 


nnat njtx 

> yaix, 0=2^ sen—— sen-—, 

de modo que se desea elegir los coeficientes {£„) tales que 

ruta nnx 
5„-—sen-— = g(x). 


(33) 


n = l 


(34) 


Así, se busca que B„ ■ mtalL sean los coeficientes de g{x) en [0, L] de la serie seno 
de Fourier: 


njta 2 

Bn— =b„ = - 


njTx 

I g(x) sen- dx. 

Jo B 


Por lo que se selecciona 

> 


2 nnx 

B„ = j g{x) sen- dx 

' ~ Jo B 


nna 


(35) 


para que ^¿(x, t) en (33) sea una solución formal en términos de series del problema 
B — y de esta forma para que y{x, t) = y, 4 (x, t) + ^^(x, f) sea una solución del mismo 
tipo del problema con valores en la frontera original en las ecuaciones (7a)-(7d). 


Considérese una cuerda de guitarra tendida a lo largo de la parte trasera de una ca¬ 
mioneta pickup que en el tiempo í = 0 golpea una pared de ladrillo con velocidad vq. 
Entonces g(x) = vq, de modo que 


2 nnx 

Bn = - / uosen- dx 

nna Jq L 


2vqL 

n'^n^a 


[1 -(- 1 )"]. 


Así, la serie dada en (33) resulta en 

AvqB 

y(x, 0 = —— 




nnat nnx 

sen- sen-. 

n- L L 


n impar 

Si se obtiene la derivada término a término de la serie en (33) con respecto a r se 
consigue 


oo 

yt{x, t) = 

n = l 


sen- 


nnx 

~zr 


eos 


nnat 

L 


j [G(x -f at) + G(x — flí)], 


(36) 
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donde G es la extensión impar de periodo 2L de la función de la velocidad inicial 
g{x), utilizando la misma técnica que en la derivación de la ecuación (30). En el pro¬ 
blema 15 se pide deducir que 


1 

y(x, t) = — [H(x + at) + H(x — ai)], (37) 

2a 

donde la función H(x) se define que sea 


H(x)= í G(s)ds. (38) 

Jo 

Si, finalmente, una cuerda tiene tanto una función de la posición inicial diferen¬ 
te de cero y{x, 0) = f(x) como una función de la velocidad inicial también diferente 
de cero ytix, 0) = ^(x), puede obtenerse entonces la función del desplazamiento su¬ 
mando las soluciones d’Alembert de los problemas Ay B dadas en las ecuaciones 
(30) y (37), respectivamente. Por consiguiente, las vibraciones de esta cuerda con 
condiciones iniciales generales se describen por 

1 1 

y{x, t) = - [F{x + at) + F{x — at)] H- [H{x + at) + H{x — at )], (39) 

2 2a 

una superposición de cuatro ondas moviéndose a lo largo del eje x con velocidad a, 
dos moviéndose a la izquierda y dos a la derecha. 



Problemas 


Resuelva los problemas con valores en la frontera en los pro¬ 
blemas 1 al 10. 


12. Muestre que la amplitud de las oscilaciones del punto me¬ 
dio de la cuerda del ejemplo 3 es 


1. y„ = 0 < X < TT, í > 0; y(0, t) = y{jt, t) = 0, 

y(x, 0) = sen2x, yt(_x, 0) = 0 

2. y„ = yxx, 0 < X < 1, í > 0; y(0, í) = y(l,í) = 0, 
y(x, 0) = A sen jtx — F sen Sttx, y,(x, 0) = 0 

3. Ay,, = yxx, 0 < x < ;r, í > 0; y(0, t) = y{jt, t) = 0, 
y(x, 0) =y,(-*. 0) = A senx 

4. Ay„ = yxx, 0 < x < 2, t >0; y(0, /) = y{2, t) = 0, 

y(x, 0) = I sen jrx eos ttx, yt(x, 0) = 0 

5. y,! = 25yxx, 0 < x < 3, í > 0; y(0, t) = y(3, t) = 0, 

y(x, 0) = j sen :7rx, y,(-*! 0) = 10sen27rx 

6. y„ = lOOy^ti^, 0 < x < tt, / > 0; y(0, t) = y{jr, t) = 0, 
y(x, 0) = x(;r — x), y,(x, 0) = 0 

7. y„ = 100yj;c, 0 < x < 1, í > 0; y(0, t) = y(l, t) = 0, 
y(x,0) =0, y,(x,0) =x 

8. y,i = Ayxx, 0 < x < ;r, í > 0; y(0, t) = y{jt, t) = 0, 
y(x, 0) = sen x,y,(-r, 0) = 1 

9. y„ = Ayxx, 0 < x < 1, / > 0; y(0, t) = y(l, t) = 0, 
y(x, 0) = 0, y,(x, 0) = x(l - x) 

10. y„ = 25yxx, 0 < x < tt, í > 0; y(0, t) = y(jt, t) = 0, 
y(x, 0) = yt(x, 0) = sen^x 

11. Suponga que una cuerda de 2 pies de longitud pesa ^ de 
onza y está sujeta a una tensión de 32 Ib. Encuentre la fre¬ 
cuencia fundamental a la que vibra y la velocidad a la que 
viajan, a través de ella, las ondas de vibración. 



Si la cuerda es la del problema 11 y la velocidad del im¬ 
pacto de la camioneta es de 60 mi/h, pruebe que esta am¬ 
plitud es aproximadamente de 1 pulg. 

13. Considere que la función F{x) es dos veces derivable para 
toda X. Utilice la regla de la cadena para verificar que las 
funciones 

y(x, t) = F(x -I- at) y y(x, t) = F(x — at) 

satisfacen la ecuación y„ = a^yxx- 

14. Dada la función derivable impar F(x) de periodo 2L, 
muestre que la función 

y(x, t) = ^ [F(x at) F{x — at)] 


satisface las condiciones y(0, t) = y{L, t) = 0, y(x, 0) = 
F{x) y y, (x, 0) = 0. 

15. Si y(x, 0) = 0, entonces la ecuación (36) implica (¿por 
qué?) que 


y(x,t) 


f 


G(x -t- ar) dr -|- 



ar) dr. 


Realice sustituciones apropiadas en estas integrales para 
deducir las ecuaciones (37) y (38). 
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16. (a) Demuestre que las sustituciones u=x + atyv=x — at 
transforman la ecuación y„ = en la ecuación = 0. 
(b) Concluya que cada solución de y,t = c^y^x es de la 
forma 

y(x, t) = F(x + at) + G(x — at), 

la cual representa dos ondas viajando en direcciones 
opuestas, cada una con velocidad a. 

17. Suponga que 

E ” rniat njtx 

A„ eos-sen-. 

1 F F 

n = \ 

Eleve al cuadrado las derivadas ytY yx^ integre término a 
término —aplicando la ortogonalidad de las funciones 
seno y coseno— para verificar que 

1 ir^T ^ 

^=2 / ^Py^ + Tyl)dx = —^n^Al. 

18. Considere una cuerda estirada, inicialmente en reposo, 
con su extremo en x = 0 fijo, pero con extremo en x = L 
parcialmente libre —lo que permite deslizarse sin fricción 
a lo largo de la línea vertical x = L—. El problema con 
valores en la frontera correspondiente es 

ytt = a^yxx (0 < X < L, f > 0); 
y(0, t) = yx(F, t) = 0, 
y(x,0) = /(x), 
y,(x,0) = 0. 


20. Ahora considere que la cuerda es soltada desde su posi¬ 
ción de reposo en equilibrio; consecuentemente las condi¬ 
ciones iniciales son y(x, 0) = 0 y y,(x, 0) = 0. Defina 

ii(x, t) = y{x, t) — (p(x), 

donde (^(x) es la solución estacionaria del problema 19. 
Deduzca de la ecuación (40) que v(x, t) satisface el pro¬ 
blema con valores en la frontera 

v„ = a^Vxx\ 

11 ( 0 , t) = v{F, t) = 0, 
ii(x, 0) = —0(x), 

II,(x, 0) = 0. 

Concluya de las ecuaciones (22) y (23) que 

E °° njtat njtx 

A„ eos- sen-, 

n = l 

donde los coeficientes {A„| son los coeficientes de la serie 
seno de Eourier de /(x) = — </>(x). Einalmente, explique 
por qué se concluye que la cuerda oscila entre las posicio¬ 
nes y = 0 y y = —<p(x). 

21. Para una cuerda vibrando en el aire con resistencia pro¬ 
porcional a la velocidad, el problema con valores en la 
frontera es 

ytt = cP-yxx - 2hyt; 
y(0, f) = y(L,O = 0, 
y(x,0) = /(x), ^41) 

y,(x,0) = 0. 


Separe las variables y utilice la serie seno de /(x) con se- 
mimúltiplos impares, como en el problema 24 de la sec¬ 
ción 9.5, para obtener la solución 

E njtat tijtx 
A„cos-^ sen^^, 

n impar 

donde 

2 nnx 

A„ = — I A(x) sen- dx. 

F Jo 2F 


Asuma que 0 < h < jtalF. (a) Sustituya 
y{x,t) = X{x)T{t) 
en (41) para obtener las ecuaciones 

X" + XX=0, X{0) = X(F) = 0 (42) 

y 

T" + 2hT' + a^XT = 0 , ^'(O) = 0. (43) 

(b) Los eigenvalores y las eigenfunciones de (42) son 


Fos problemas 19 y 20 se refieren a las vibraciones de una 
cuerda bajo la influencia de la fuerza hacia abajo F(x) = — pg 
de gravedad. De acuerdo con la ecuación (1), su función de 
desplazamiento satisface la ecuación diferencial parcial 


dF 


i d^y 

9x^ 


(40) 


con condiciones de frontera y(0, t) = y(F, t) = 0. 

19. Suponga inicialmente que la cuerda cuelga en una posi¬ 
ción de reposo, de tal manera que y = y(x) y y„ = 0, y por 
ende su ecuación diferencial de movimiento toma la for¬ 
ma simple a^y" = g. Obtenga la solución estacionaria 

y(x) = 0(x) = ^(x - F). 


n^Ti^ nnx 

Xn = y X„(x) = sen-^ 

(como es usual). Muestre que la solución general con X = 
rfin^ jlfi de la ecuación diferencial en (43) es 

7’„(í) = e~^' (A„ eos tt)„í -f B„ sen w„t), 

donde &>„ = x/ (n^n^a'^/F^) — < nnajF. (c) Pruebe 

que 2j|'(0) implica que = hAj y por tanto, salvo un 
coeficiente multiplicado por una constante, 

Fn{t) = e^'" eos («„f - a„) 

donde u¡f). (d) Einalmente, concluya que 

00 _ 

nnx 

y(x,t)=e > c„ eos (tt>„í — a„) sen-, 

7^1 ^ 
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donde 

2 r 

c„ = - / f(x) sen- dx. 

Lcosa,, Jo L 

De esta fórmula se observa que la resistencia del aire tiene 
tres efectos principales: amortiguamiento exponencial de 
las amplitudes, decrecimiento de frecuencias w,, < rma/L, 
y la introducción de ángulos de fase con retardo a„. 

22. Resuelva nuevamente el problema 21 de la siguiente ma¬ 
nera: sustituya y{x, t) = e~^'v{x, t) en la ecuación (41) y 
muestre que el problema con valores en la frontera para 
v(x, t) es 

v,¡ = a^Vxx + h^v\ 
ii(0, t) = i)(L, t) = 0, 
v{x, 0) = f{x), 
v,(x, 0) = hf(x). 

Compruebe después que la sustitución v(x, t) = X(x)T(t) 
conduce a las ecuaciones 

X" + XX = 0, X(0) = X(L) =0, 

T" + - h^)T = 0. 

Proceda de esta manera para obtener la solución y(x, t) 
dada en el inciso (d) del problema 21. 


Las fotografías instantáneas en la figura 9.6.4 muestran suce¬ 
sivas posiciones de una cuerda vibrando con longitud L = ny 
a = l (de tal manera que su periodo de oscilación es Iji). La 
cuerda inicialmente se encuentra en reposo con sus extremos 
fijos y en el tiempo t = Q se pone en movimiento con una fun¬ 
ción de posición inicial 

f(x) = 2 sen^ x = l — eos 2x. (44) 

23. La fotografía instantánea más interesante es la de la figura 
9.6.4 (e), donde parece que la cuerda momentáneamente 
presenta un “punto plano” en el instante t = njA. 
Aplique la fórmula de d’Alembert dado en (30) para pro¬ 
bar que la función de la posición de la cuerda y{x, t) satis¬ 
face la condición 

y(^x,-j = l para -^x^—. 

24. (a) Muestre que la función de la posición f(x) definida en 
la ecuación (44) tiene puntos de inflexión [f"{x) = 0] en 
X = jr/4 y X = 3Ttl4. (b) En las fotografías instantáneas 
(a)-(e) de la figura 9.6.4 se observa que estos dos puntos 
de inflexión pueden permanecer fijos durante alguna parte 
inicial de la vibración de la cuerda. Aplique la fórmula de 
d’Alembert para mostrar que si x = 7r/4 o x = 3jr/4, en¬ 
tonces y(x, í) = 1 para 0 á í S jr/4. 


9.6 Aplicación 


Investigación de la cuerda vibrando 


Se describe aquí una aplicación con Mathematica de la solución de d’Alembert 


y(x, t) = j \F{x + at) + F{x — ai)] 


( 1 ) 


del problema de la cuerda vibrando para investigar gráficamente los movimientos 
que resultan de diferentes posiciones iniciales de la cuerda. 

Para graficar las instantáneas mostradas en la figura 9.6.4 se comienza con la 
función de posición inicial 

f[x_] := 2*Sin[x]"'2 

Para definir la extensión impar F(x) con periodo 2tt, de/(x), se requiere que la fun¬ 
ción í(x) cambie el punto x por un múltiplo entero de tt en el intervalo [0 , tt]. 

s[x_] := Block[{k}, k = Floor[N[x/Pi]]; 

If[EvenQ[k], (* k is even *) 

(* then *) N[x - k*Pi], 

(* else *) N[x - k*Pi - Pi]]] 

Entonces la extensión impar deseada se define por 

F[x_] := If[s[x] > 0, (* then *) f[s[x]], 

(* else *)-f[-s[x]]] 

Finalmente, la solución de d’Alembert en (1) es 

G[x_, t_] := ( F[x + t] + F[x - t] )/2 
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y 



(a) En el tiempo / = 0 



(d) En el tiempo t = 37r/16 




(e) En el tiempo t = 7i/4 





(c) En el tiempo t = 7i/8 



(f) En el tiempo t = 57t/16 



r 


r 


'■'1 

i 

1 


7t ^ 

K 

7t ^ 


(g) En el tiempo t = 37t/8 

(h) En el tiempo í = 771/16 

(i) En el tiempo t = 7t/2 


FIGURA 9.6.4. Fotografías instantáneas sucesivas de la cuerda vibrando de los problemas 23 y 24. 


Una fotografía instantánea de la posición de la cuerda en el tiempo t está defi¬ 
nida por 

stringAt[t_] := Plot[G[x,t], {x, 0, Pi}, 

PlotRange —> {-2, 2}]; 

Por ejemplo, la instrucción stringAt [Pi/4] gráfica la fotografía instantánea 
correspondiente a í = 7r/4 mostrada en la figura 9.6.4 (e), la cual exhibe el aparente¬ 
mente punto plano analizado en el problema 23. Se puede graficar una secuencia 
completa de fotografías instantáneas de una sola vez: 

snapshots = Table[ stringAt[t], {t, 0, Pi, Pi/12}] 

Estas fotografías pueden animarse para mostrar la cuerda vibrando en movimiento, 
o bien exhibir simultáneamente las posiciones sucesivas de la cuerda en una sola fi¬ 
gura compuesta (véase fig. 9.6.5) con la instrucción Show[ snapshots ]. 

La función de la posición inicial 

f[x_] := If[x < Pi/2, (* then *) x, 

(* else *) Pi - X] // N 
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y 



FIGURA 9.6.5. Posiciones 
sucesivas de la cuerda vibrando 
con posición inicial f{x) = 2 sen^ x. 



FIGURA 9.6.6. Posiciones 
sucesivas de la cuerda vibrando 
con posición inicial triangular. 



FIGURA 9.6.7. Posiciones 
sucesivas de la cuerda vibrando 
con posición inicial trapezoidal. 


(correspondiente a la función de onda triangular de la fig. 9.2.4) genera de esta ma¬ 
nera la imagen compuesta que se muestra en la figura 9.6.6. En forma similar, la 
función de la posición inicial 


f[x_] := Which[ 0 <= X < Pi/3, x, 

Pi/3 <= X < 2*Pi/3, Pi/3, 

2*Pi/3 <= X <= Pi, Pi - X ] // N 


(correspondiente a la función de onda trapezoidal de la fig. 9.2.5) produce la imagen 
mostrada en la figura 9.6.7. 

Puede probarse la implementación del método de d’Alembert intentando generar 
las figuras 9.6.6 y 9.6.7 por sí mismo. La “función extrema” de la posición inicial 


/(x) = sen2“x, O^x^TT 


genera ondas viajando (inicialmente) en direcciones opuestas, como se indica en la 
figura 9.6.3 del texto. La función de la posición inicial 


f(x 


I sen2“(x 


I) para 0 < x < 7r/2, 
para nl2 < x < n 


genera una sola onda que inicia en x = 0 y viaja (inicialmente) hacia la derecha. 
(Piénsese en una cuerda para saltar atada a un árbol, en cuyo extremo libre se da un 
“tirón” en el tiempo t = 0.) 

Después de explorar algunas posibilidades indicadas previamente, pruébese 
con algunas funciones de posición inicial de elección propia. Cualquier función con¬ 
tinua/tal que/(O) = /(tt) = 0 es una buena opción. Cuanto más interesante sea la 
vibración que se obtenga, mejor. 


Temperaturas estacionarias y la ecuación de Laplace 


Considérese ahora la temperatura en una placa o lámina de dos dimensiones, la cual 
ocupa una región R en el plano xy acotada por una curva suave por tramos C, como 
se muestra en la figura 9.7.1. Asúmase que ambas caras de la placa están aisladas, y 
que ésta es tan delgada que la temperatura dentro de las caras no varía en dirección 
perpendicular al plano xy. Determínese, bajo diferentes condiciones, la temperatura 
u(x, y, t) en el punto (xy) en el tiempo t. 
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FIGURA 9.7.1. Región plana R y 
su curva frontera C. 


Supóngase que la placa está hecha de un material con densidad S (masa por 
unidad de volumen), calor específico c (por unidad de masa) y conductividad térmica 
K, todas constantes en toda la placa. Bajo estas consideraciones, muéstrese (por la 
generalización de la obtención de la ecuación de calor en una dimensión presentada 
en la secc. 9.5) que la función de la temperatura u(x, y, t) satisface la ecuación de 
calor en dos dimensiones 


du í d^u d^u\ 

dt \9v^ 


( 1 ) 


Como en la sección 9.5, k representa la difusividad térmica 


k = 


K 


( 2 ) 


del material de la placa. La suma de las segundas derivadas del lado derecho en (1) 
es el laplaciano de la función u, representado comúnmente por 






(3) 


de tal manera que la ecuación de calor en dos dimensiones puede escribirse como 


> 


— = ky^i 
dt 


(!') 


Al comparar la ecuación (1') con la ecuación de calor en una sola dimensión 
Uf = kujfx, se observa que al pasar de una a dos dimensiones, la derivada espacial de 
segundo orden Uxx se reemplaza con el laplaciano V^m. Esto es un caso particular 
de un fenómeno general. Por ejemplo, si una membrana estirada flexible ocupa en 
equilibrio una región en el plano xy y vibra en la dirección z (perpendicular), enton¬ 
ces su función de desplazamiento z = z(x, y, t) satisface la ecuación de onda en dos 
dimensiones 




9^z _ 2 í 9^2 9^z\ 
dl^ \9x^ dy^) 


= a^y^z. 


(4) 


Esta ecuación tiene la misma relación que la ecuación de onda de una dimensión Zn 
= a^Zxx [escribiendo aquí z(x, f) para el desplazamiento de una cuerda], como la 
ecuación (1’) la tiene con respecto a la ecuación de calor en una dimensión. 

Esta sección se dedica al estudio de la situación estacionaria donde la tempera¬ 
tura u no varía con el tiempo y es, por tanto, una función solamente de x y y. Así el 
interés está en estudiar la temperatura estacionaria de una placa. En este caso Ut = 0 
de tal manera que la ecuación (1) se transforma en la ecuación de Laplace de dos 
dimensiones 


, d^u d^u 


(5) 


Esta importante ecuación diferencial parcial se conoce también como ecuación de 
potencial. Ea ecuación de Eaplace de tres dimensiones Uxx + Uyy + = 0 se satis¬ 

face (en un espacio vacío) por funciones potenciales gravitacionales y eléctricas. 
También se satisface por la función de potencial de velocidad para el flujo no rota¬ 
cional en estado permanente de un incompresible y no viscoso fluido (esto es, que 
tiene viscosidad cero). 
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Problemas de Dirichlet 

Una solución particular de la ecuación de Laplace en una región acotada del plano R 
se determina por medio de las condiciones de frontera apropiadas. Por ejemplo, 
es razonable y físicamente fundamentado que la temperatura estacionaria u(x, y) en 
una placa se determina si se conoce que u(x, y) coincide con una función dada/(x, y) 
en cada punto de la curva acotada C de la placa. Para encontrar la temperatura esta¬ 
cionaria en una placa con valores en la frontera asignados, se necesita resolver el 
problema con valores en la frontera 


> 


d^u d^u 
dx^ dy^ 

u{x, y) = f{x, y) 


(dentro de R)\ 

(si (x, y) está en C). 


( 6 ) 


En un problema de este tipo, encontrar una solución de la ecuación de Laplace en una 
región R con valores en la frontera dados se llama problema de Dirichlet. Se sabe 
que si la curva C de la frontera y la función de valores en la frontera/se comportan 
razonablemente bien, entonces existe una solución única del problema de Dirichlet 
dado en (6). 


(0, h) 

y 

u(x, b) =f2(x) 


(a, b) 




«(0, y) = SiCv) 


R 


u(a,y) = g2(y) 

(0,0) 


U(x, 0) =/,(a:) 

(a,0) ^ 


FIGURA 9.7.2. Placa rectangular con valores en la frontera dados. 


La figura 9.7.2 muestra una placa rectangular con los valores en la frontera in¬ 
dicados a lo largo de sus cuatro orillas. El problema de Dirichlet correspondiente es 


Uxx + Uyy = 0 (dentro de R)', 

m(x, 0) =/i(x), u(x,b) = f 2 Íx) {0 < X < a), (7) 

u(0,y) = giiy), u(a,y)=g 2 (y) (0<y<b). 

Debido a que existen cuatro condiciones no homogéneas (en lugar de una), en este 
problema con valores en la frontera no es posible utilizar directamente el método de 
separación de variables. En la sección 9.6, cuando se enfrentó esta dificultad, se di¬ 
vidió el problema de la cuerda vibrante con posición y velocidad iniciales diferentes 
de cero en dos problemas, cada uno con una sola condición no homogénea. De ma¬ 
nera similar, el problema con valores en la frontera dado en (7) puede dividirse en 
cuatro problemas, cada uno con una sola condición de frontera no homogénea. Para 
cada uno de estos problemas, u{x, y) será cero a lo largo de tres esquinas del rectán¬ 
gulo y tendrá valores asignados en la cuarta. Cada uno de estos cuatro valores en la 
frontera pueden resolverse por el método de separación de variables, y la suma de las 
cuatro soluciones será la solución del problema original en (7). En el ejemplo si¬ 
guiente se resuelve uno de estos cuatro problemas —mismo que se ilustra en la figu¬ 
ra 9.7.3. 
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Ejemplo 1 


Resuélvase el problema con valores en la frontera 


U y y — 0 , 


m(0, y) = u{a, y) = u(x, b) = 0, 
m(x, 0 ) = /(v) 


( 8 ) 


M = 0 


para el rectángulo de la figura 9.7.3. 

Solución La sustitución de m(x, y) = X(x)Y(y) resulta en X"Y + XY" = 0, de tal manera que 


ií = 0 



(a,b) 


X” _ Y" _ 

~x ^ ~Y ~ ~ 


(9) 


« = o para alguna constante A. De este modo, Z(x) debe satisfacer el conocido problema 
del eigenvalor 


«=/W (a.O) 


FIGURA 9.7.3. Problema con 
valores en la frontera del ejemplo 1. 


X" + AX = 0, 
X(0} = X(a) = 0. 

Los eigenvalores y eigenfunciones asociados son 


A 77 


2 2 
n JT 


X„(x) = sen- 


njrx 


( 10 ) 


para n = 1, 2, 3,... De la ecuación (9), con A = rP'Tt^lcP' y las condiciones de la fron¬ 
tera homogéneas restantes en (8), se obtiene 


y:- 


2 2 
n n 


y„ = o, y„(fi) = o. 


( 11 ) 


La solución general de la ecuación diferencial dada en (11) es 


y la condición 


nny nny 

Yn(y) = cosh- -f B„ senh-, 

a a 


njtb nitb 

Yn(b) = A„ cosh- + Bn senh- = 0 

a a 


implica que = —[A„ cosh(n7rfi/a)]/[senh(n7rfi/a)], de tal manera que 


njty A„co&\\{n7tbl a) tijty 

Yniy) = A„ cosh- —-senh- 

a senh(n7rfi/fl) a 


senh(n7rfi/fl) 


nnb nity mtb nny 

senh- cosh-— cosh- senh- 


Por tanto, 


Yniy) = C„ senh 


nnib — y) 


( 12 ) 
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( 0 , 0 ) «=100 ( 10 , 0 ) 


FIGURA 9.7.4. Curvas de nivel 
típicas de la función u{x, y) en la 
ecuación (15). 


donde c„ = A„/senh(n7tb/a). De (10) y (12) se obdene la solución formal en térmi¬ 
nos de series 

nnx mt{b — y) 

► u{x,y) = ^Xn{x)Yn{y) = Vc„sen- senh-. (13) 

^ a a 

n=l n=l 

Solamente falta elegir los coeficientes {c„) que satisfagan la condición no homogénea 


E / n7tb\ riTtx 

I Cyi senh- ) sen- 

, V ^ ^ 

/7 = 1 ^ ^ 


= 


Para este propósito se desea que 


, mtb , 2 f njtx , 

c„ senh- = = - / /(x) sen- dx, 

a a Jq a 


de tal manera que 

> 


Cyi 


a senh{n7Tb/á) 


/■" njrx 

I /(x) sen- dx. 

Jo a 


(14) 


Con esta elección de coeficientes, la serie dada en (13) es una solución formal en 
términos de series del problema de Dirichlet dado en (8). ■ 


Por ejemplo, supóngase que 


ATí) 1 nnx 

f{x) = To = -^ - sen- 

n -r —' n a 

n impar 

si o < X < fl, de tal manera que bn = AT^Iinn) para n impar y bn = 0 para n par. 
Entonces las fórmulas dadas en (13) y en (14) obtienen 


m(x, y) 


ATo sen(nnxla) senh[n7r(fi — y)/fl] 
n ^ n SQn\\{nnbla) 

n impar ^ ^ 


(15) 


para la temperatura estacionaria de la placa rectangular con su base mantenida a la 
temperatura Tq, y tres de sus esquinas a temperatura cero. En particular, supóngase 
que Tq = 100 y que a = b = 10. Entonces de la ecuación (15) se encuentra que la 
temperatura en el centro de la placa es 

400 sen(nnl2) senh(n7r/2) 

«(5, 5) = - > --- 

n ^ n senh nn 

n impar 


- 25.3716 - 0.3812 -f 0.0099 - 0.0003; 
esto es, m( 5, 5) es aproximadamente 25.00. 

Observación 1. ¿Se puede proporcionar un argumento —tal vez por si¬ 
metría— que pruebe (sin usar la solución de series) que m( 5, 5) es exactamente 25? 

Observación 2. En la práctica, los ingenieros utilizan soluciones como la 
de la ecuación (15) para graficar la variación de temperatura en una placa o en una 
pieza de maquinaria. Su interés principal se centra en cualquier “zona de alta tempe¬ 
ratura” que pueda aparecer. Esta información se presenta con frecuencia mediante la 
construcción de curvas de nivel en donde la función de temperatura m(x, y) es cons¬ 
tante. Ea figura 9.7.4 muestra estas curvas para la función m(x, y) dada en (15) con 
a = = 10 y Eo = 100. ■ 
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Ejemplo 2 


Sea R la franja “semi-infinita” mostrada en la figura 9.7.5. Resuélvase el problema 
con valores en la frontera 

Uxx + Uyy = 0 (en i?); 

u{x, 0) = u{x, b) = 0 (0 < X < oo), 

m(x, y) es acotada conforme x ^ +oo, ^ ^ 

m( 0, y) = g(j). 


Solución 


(0,fo) 

y 

U = Q 





u(0, y) = g(y) 






U = Q 

X 


La condición de que u(x, y) sea acotada conforme x —>■ +oo juega el papel de una 
condición de frontera homogénea asociada con la esquina derecha “fallante” del 
“rectángulo”; éste es un problema típico de Dirichlet para regiones no acotadas. Con 
m(x, y) = X{x)Y(y), las condiciones homogéneas reales implican que F(0) = Y{b) = 0. 
Por tanto, Y{y) satisface el problema del eigenvalor. Entonces, puede escribirse la 
separación de (9) como 


Y" X” 



(17) 


cambiando el signo de A para obtener el conocido problema del eigenvalor 


FIGURA 9.7.5. Franja 
“semi-infinita” del ejemplo 2. 


Y" + AL = 0, y(0) = Y(b) = 0 


con eigenvalores y eigenfunciones asociados 


A 


n 




y„(y) = sen 


nny 

b 


(18) 


La solución general de 


X"- 


2 2 
n 7t 


¿,2 


-X„ = o 


es X„{x) = A„exp{n7txfb) + B,jexp{—n7Txfb). Se escribe la solución en la forma 
exponencial —en vez de utilizar coseno y seno hiperbólicos— debido a que la con¬ 
dición m(x, y), y de aquí X{x), está acotada conforme x —> +oo, inmediatamente im¬ 
plica que A„ = 0 para todo valor de n. Al suprimir la constante B„ se tiene 


/ njtx\ 

Xn{x) = exp j ■ 


(19) 


De las ecuaciones (18) y (19) se encuentra la solución formal en términos de series 

rvt rv) 

nny 


> / fl7tX \ 

bnXn{x)Y„{y) = exp y-—g-J sen 


n = l 


n = l 


b 


( 20 ) 


que satisface las condiciones en la frontera homogéneas y la condición no acotada. 
Para que también satisfaga la condición no homogénea 


n = \ 


njty 

40, y) = ^bn sen-^ = g{y). 


se elige b„ como el coeficiente de la serie seno de Fourier 

2 /■* mzy 

> ^ ¿ io 


(21) 


de la función g(y) en [0, b\ 
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FIGURA 9.7.6. Curvas de nivel 
típicas de la función u(x, y) del 
ejemplo 2. 


Por ejemplo, si 


, , T- 4ro ^ 1 nny 

giy) =To = - > - sen—— 

7t ^ n b 
n impar 


para 0 < y < ¿, entonces las ecuaciones (20) y (21) resultan en 


/ A 47}) ^ 1 / n7tx\ 

u(x, y) = - > - exp ( -—— ) 

TT ^ n \ b / 


sen- 


njty 


u impar 


La figura 9.7.6 muestra algunas curvas de nivel típicas de la función de temperatura 
definida por esta fórmula con b = 10 y Tq = 100. Debido a los factores exponencia¬ 
les negativos en los términos de la serie final, se observa que la temperatura u{x, y) 
^ 0, conforme x ^ +oo [mientras que en (16) se asume solamente que m(x, y) per¬ 
manece acotada conforme x ^ +oo]. ■ 


El problema de Dirichlet para un disco 

Se investiga ahora la temperatura estacionaria en un disco de radio a con caras aisla¬ 
das y temperatura dada en la frontera. Obviamente debe uno adecuarse a la geome¬ 
tría del disco expresando u = u(r, 9) en términos de coordenadas polares ry 9, con x 
= r eos 9 y y = r sen 9. Cuando estas ecuaciones se utilizan para transformar el la- 
placiano (véase por ejemplo, el problema 45 de la secc. 12.7 de Edwards y Penney, 
Calculus: Early Transcendentals, op. cit.), el resultado es la ecuación de Laplace en 
coordenadas polares: 


> 


T d^u 1 du 

= —r + - 

g^2 f. ¡jy. 


1 d^u 

r2 qq2 


( 22 ) 



Si se asignan las temperaturas en la frontera (como se indica en la fig. 9.7.7) para 
requerir que 

> uia,9)=fi9), (23) 

donde se proporciona la función F{9) de periodo 2jt. Además, debido a que (r, 9) y 
(r, 9 + Itt) son las coordenadas polares del mismo punto, se impone en u la condi¬ 
ción de periodicidad 

>• u{r, 9) = u{r, 9 + 2 jt) (24) 


FIGURA 9.7.7. Problema de 

Dirichlet para un disco. r < ay para toda 0; esto jugará el papel de una condición de frontera homogénea. 

Para resolver el problema con valores en la frontera en las ecuaciones (22) a 
(24), se sustituye u{r, 9) = R{r)®{9) en la ecuación (22); el resultado es 


R"@ + 


1 , 1 „ 
-R'<d + —R@" = 0. 
r 


Al dividir entre se obtiene 


r^R" + rR' 


0 " 

— = 0 , 
0 
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y se concluye que 


r^R" + rR' _ 0" _ , 

R “ ”"0 “ 

para alguna constante X. Esto resulta en dos ecuaciones diferenciales ordinarias 


r^R" + rR' -XR = 0 (25) 


0" -f A0 = 0. 


(26) 

Ea solución general de la ecuación (26) es 

0(0) = A eos a9 + B sen a9 

si A = > 0, 

(27a) 

0(0) = A -f 50 

si A = 0, 

(27b) 

0 (0) = Ae“® -f 

si A = —a^ < 0. 

(27c) 


Se aplica ahora la condición dada en (24), la cual implica que 0(0) = 0(0 + 
27r); esto es, que 0(0) tiene periodo 2n. En los problemas 22 y 23 se pide mostrar que 
esto sucede sólo si A = (para n entero) en (27a), osiA=0y5=0en (27b). Así 
se tienen los eigenvalores y las eigenfunciones asociados 


Aü = 0, 0o(0) = l; (28a) 

A„ = 0„(0) = A„ eos nO + sen nO (28b) 


para n = 1,2, 3,... 

Enfocando ahora la atención en la ecuación (25), con Aq = 0 ésta se reduce a la 
ecuación r^i?o+ = 0 con solución general 

í?ü(r) = Co + Do In r. (29) 

Por supuesto, se desea que u{r, 0), y por tanto R{r), sean continuas en r = 0. Esto 
requiere que Dq = 0 en la ecuación (29), de tal manera que R^ir) = Cq. Entonces, con 
A = A„ = rí^, la ecuación (25) es 

r^R'n + rRn — n^R„ = 0 . 

Al sustituir la solución de prueba R{r) = se encuentra que k = ±n, tal que la so¬ 
lución general de la ecuación anterior es 

Rnir) = Cnr'' + ^. (30) 

Ea continuidad en r = 0 requiere entonces que D„ = 0, de tal manera que f?„(r) = C„r”. 

Einalmente se combinan los resultados de las ecuaciones (28) a (30) con D„ = 
0 para obtener la solución formal en términos de series de la forma 

OO 

u(r,0) = J]f?„(r)0„(0); 

n=0 

esto es. 


u(r, 0) 


y 


OO 

-|- ^(a„ eos n9 + bn sen n0)r". 

n=\ 


> 


(31) 
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Para satisfacer la condición en la frontera u(a, 0) = f{9), se desea que 

OO 

u{a,9) = — + 2_^ (a„a" eos n9 + b^a" sen nO) 

^ n=l 

sea la serie de Fourier def(9) en [0, 27r]. Por consiguiente se escoge 


1 

= ~ ^ 
na’' Jo 


= - / f{9) eos n9d9 {n = 0, 1,2,...) 


y 

> 


1 

b„ = - / f{9)senn9d9 (n = 1,2,3,... ). 

na" Jo 


(32a) 


(32b) 


Ejemplo 3 


Si/(0) 


To para 0 < 0 < tt yf{9) 


— To para n < 9 < 2n, tal que 


f{9) = —- y~' - sen n9, 
n ^ n 

n impar 


entonces = 0 para toda n S 0 , = 0 para n par, y = ATq/( nna") para n impar. 

Así, las ecuaciones (31) y (32) llegan a 


u{r,9) 


- > -sen n9. 

JT ^ na" 

n impar 


Observación. Las funciones de temperatura en los problemas de Dirichlet 
de esta sección se han limitado a funciones con valores en la frontera asignados de 
antemano. En el caso de una placa con una esquina aislada —a través de la cual no 
puede fluir calor— la condición en la frontera es que la derivada de u{x, y) en la di¬ 
rección normal a esta esquina se anule. Por ejemplo, considérese la placa rectangular 
de la figura 9.7.2. Si la esquina x = 0 está aislada, entonces Mj( 0, y) = 0, mientras que 
si la esquina y = b está aislada, entonces Uyix, b) = 0 . 


Problemas 


En los problemas 1 al 3 resuelva el problema de Dirichlet para 
el rectángulo 0<x<a, 0<y<b, que consiste en la ecua¬ 
ción de Laplace u^x + Uyy = Oy las condiciones con valores en 
la frontera dadas. 


u{x,y) = ^ + 

n = l 


2b 


eos 


mtx \ / senh(n:7ry/a) 
senh(«7r¿>/a) 


^)( 


donde 


1 . u{x, 0 ) = u{x, b) = u{0, y) = 0 , u(a, y) = g(y) 

2. u(x, 0 ) = u(x, b) = u(a, y) = 0 , u(0, y) = g(y) 

3. u(x, 0) = u(0, y) = u(a, y) = 0, u(x, b) = f{x) 

4 . Considere el problema con valores en la frontera 

ttx(0, y) = Ux(a, y) = u(x, 0) = 0, 
uix, b) =f(x) 

correspondiente a una placa rectangular 0<jr<a, 0<y 
< b, con las esquinas x = 0 y x = a aisladas. Obtenga la 
solución 


2 /■“ niTx 

a„ = — I fix) eos- dx (w = 0, 1, 2, ... ). 

a Jo a 

[Sugerencia: muestre que Lq es un eigenvalor con Xo(x) = 

1 y To(y) = y-] 

En los problemas 5 y 6 encuentre una solución de la ecuación 
de Laplace + Uyy = Q en el rectángulo 0 < x < a,0 < y < 
b que satisfaga las condiciones de frontera dadas (véase el 
problema 4). 

5. Uy(x, 0) = Uy(x, b) = u(a, y) = 0, u(0, y) = g(y) 
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6. u^(0, y) = u^(a, y) = Uy(x, 0) = 0, u(x, b) = f(x) 


En los problemas 7y 8 determine una solución de la ecuación 
de Laplace en la franja semi-infinita 0<x< a, y>0 que 
satisfaga las condiciones de frontera dadas, y la condición 
adicional de que u(x, y) sea acotada conforme y —> +oo. 

7. u(0, y) = u(a, y) = 0, u(x, 0) = f(x) 

8. u^(0, y) = u^(a, y) = 0, u(x, 0) =f(x) 

9. Suponga que a = 10 y f(x) = IOjc en el problema 8. 

Muestre que 


400 1 

u(x, y) = 50 - — ) — 

7r¿ yjl 




n impar 


10 


Calcule (con dos cifras decimales de exactitud) los valo¬ 
res u{0, 5), u{5, 5) y u(10, 5). 

10. La arista jc = a de la placa rectangular 0<x<a,0<y< 
b se encuentra aislada, mientras que las aristas x = 0 y y 
= 0 se mantienen a temperatura cero y u(x, b) = f(x). 
Utilice la serie seno de semimúltiplo impar del problema 
21 de la sección 9.3 para obtener una solución de la 
forma 


E rnrx njty 

c„ sen- senh-. 

2a 2n 


2a 


Proporcione una fórmula para c„. 

11. La arista y = 0 de la placa rectangular 0<x<a, 0<y< 
b se encuentra aislada, tiene sus aristas x = ayy = ba 
temperatura cero y u(0, y) = g(y). Aplique la serie seno de 
semimúltiplo impar del problema 22 de la sección 9.3 
para encontrar u(x, y). 

12. Una sección transversal vertical de una pared muy alta de 
30 cm de espesor puede considerarse como una franja 
semi-infinita 0 < x < 30, y > 0. La cara x = 0 se mantiene 
a temperatura cero, pero la cara x = 30 está aislada. Dado 
u(x, 0) = 25, obtenga la expresión 


u(x, y) 


n n 60 

n impar 


para la temperatura estacionaria dentro de la pared. 


Los problemas 13 al 15 se refieren a la placa semicircular de 
radio a mostrada en la figura 9.7.8. El borde circular tiene una 
temperatura dada u(a, 6) = f{6). En cada problema obtenga la 
serie dada para la temperatura estacionaria u(r, 9) que satisfa¬ 
ga las condiciones de fron tera a lo largo de 9 = 0 y de 6 = n, 
y proporcione la expresión para fórmula de los coeficientes c„. 



y 


II 

r = a 


D 






6 = 7r 

o 

II 

X 


13. 

u(r, 0) = 

= u(r, 7t) = 0 

1; 




u(r,9) 

= 

“ 1 

14. 

ug(r, 0) ^ 

= Uffr, Tt) = 

0; 




u(r, 9) = 

co 

Y 

OO 

n=\ 

15. 

u(r, 0) = 

-- Uffr, Ti) = 1 

0; 



u{r,9) = sen— 

n impar 

16. Considere el problema de Dirichlet para la región exterior 
del círculo r = a. Puede encontrar una solución de 

r^U„ -f ru,. Ugg = 0 


tal que u{a, 9) = f(9) y u{r, 9) esté acotada conforme r 
-1-00. Obtenga la serie 


17. 


<r,9) = ^ + 


OO 

— («M eos «0 -H b„ sen n9), 

H = 1 ^ 


y proporcione las fórmulas para los coeficientes jaj y 

1^4- 

La función de potencial de velocidad u{r, 9) para el flujo 
estacionario de un fluido ideal alrededor de un cilindro de 
radio r = a satisface el problema con valores en la 
frontera 


r^Urr + rUr + Ugg =0 {r > a); 
Ur(a,9) =0, u{r,9) = u{r,—ff), 

lím [u{r, 9) — Uor eos 0] = 0. 


(a) Obtenga la solución utilizando separación de 
variables 


u(r, 9) = — -b a^) cos9. 
r 

(b) Muestre que las componentes de velocidad del flujo 
son 

du JJc) -f o 

«x = — = -^(r - a eos26») 
áx r^ 


y 


du Uo , 

«v = — =“ -^a sen 29. 

^ dy r^ 

Las trayectorias de este fluido alrededor del cilindro se 
muestran en la figura 9.7.9. 



FIGURA 9.7.8. Placa semicircular 
de los problemas 13 al 15. 


FIGURA 9.7.9. Trayectorias de un 
fluido ideal alrededor de un cilindro. 
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Comentario. Las trayectorias de la figura 9.7.9 son las cur¬ 
vas de nivel de la función fi(x, y) dadas en el inciso (b) del 
problema 18. Es un poco complicado describir un programa 
en computadora para graficar estas curvas. Es mucho más fá¬ 
cil graficar algunas soluciones de la ecuación diferencial 
dyfdx = Uyfu.¡. Eso fue lo que se hizo para condiciones inicia¬ 
les Xq = —5, yo = “2.7, —2.5, —2.3,..., 2.5, 2.7. Las solucio¬ 
nes se obtuvieron numéricamente utilizando el método de 
Euler mejorado (secc. 2.5) con tamaño de paso 0.02. 

18. (a) Muestre que la velocidad potencial en el inciso (a) del 
problema 17 puede escribirse en coordenadas rectangula¬ 
res como 

/ a^ 

u(x, y) = Uox 1 -I- ^ 

V 4- y^ 

(b) La función de la trayectoria del flujo es 

Compruebe que Vu • Vfi = 0. Debido a que v = Vu es el 
vector de velocidad, esto muestra que las trayectorias del 
flujo son las curvas de nivel de i/f(x, y). 

Los problemas 19 al 21 se refieren a una pelota esférica sóli¬ 
da de radio r = a con una temperatura inicial Tq en toda su 
masa. En el tiempo t = 0 es colocada en hielo, de tal manera 
que su temperatura en la superficie r = a es cero a partir de 
ese momento y depende únicamente del tiempo t y de la dis¬ 
tancia r desde el centro de la bola. De esta manera se escribe 
u = u(r, t). 

19. (a) La cantidad de calor del casco esférico con radio inte¬ 
rior r y radio exterior r -I- Ar es 

/ /-+Ar 

c&u(x, t) ■ 4jrj^ ds. 

Muestre que Q’{t) = 4jTcSr^u,(r, t) para cierta ren el inter¬ 
valo (r, r -é Ar). (b) El flujo radial de calor es 0 = —Ku^ 
a través de la superficie esférica del casco en el inciso (a). 
Concluya que 

Q'(t) = 47TK[(r ■+ Arfufr -I- Ar, t) — r^ufr, í)]. 


20. Se concluye del inciso (d) del problema 19 que u{r, t) sa¬ 
tisface el problema con valores en la frontera 

9 9 ^ 

— (ru)=k—(ru) (r < a); 
dt dr^ 

u{a, t) = 0, u{r, 0) = Tq. 


Compruebe que la nueva función v{r, t) = ru{r, t) satisfa¬ 
ce el conocido problema con valores en la frontera (de la 
secc. 9.5) y de esta manera obtenga la solución 


u{r, t) 


2a 7o 

TT 


E 

W = 1 


nr 


exp 



nnr 
sen-. 


a 


21. (a) Deduzca de la solución del problema 20 que la tempe¬ 
ratura en el centro de la bola en el tiempo t es 

„_i_i / n^7t^kt\ 

u(0, t) = 2To ^(-1)"+* exp í- . 

« = 1 ' 


(b) Sea a = 30 cm y Tq = 100 °C. Calcule m(0, t) después 
de 15 min, si la bola está hecha de hierro, con ^ = 0.15 
cgs. (Respuesta: aproximadamente 45 °C). (c) Si se cuen¬ 
ta con una calculadora programable, repita el inciso (b) 
para una bola hecha de concreto con k = 0.005 en unida¬ 
des cgs. Se requieren alrededor de 15 términos para mos¬ 
trar que u = 100.00 °C con dos decimales de exactitud. 

22. En el análisis del problema de Dirichlet para un disco en 
esta sección, se obtuvo la ecuación diferencial ordinaria 
0" -I- 70 = 0 con la condición de periodicidad 0(0) = 
0(0 + 2n). (a) Suponga que X = > Q. Pruebe que la 

solución general 

0(0) = A eos aO + B sen «0 

tiene periodo 2n sólo si 7. = «^ con n entero, (b) En el 
caso y = 0, muestre que la solución general 


(c) Iguale los valores de Q’(t) en los incisos (a) y (b), y 
obtenga el límite conforme Ar —> 0 para encontrar la 
ecuación 

9m k d Í 2^ti\ 

dt r^ 9r \ dr) 


0(0) =A0 4-B 
es periódica sólo si A = 0. 

23. Si 7. = —a^ < 0 en el problema 22, entonces la solución 
general de la ecuación diferencial es 


(d) Einalmente, demuestre que esta última ecuación es 
equivalente a 


9 

9í 


(ru) 



(ru). 


0(0) = Ae“® -f 


Demuestre que esta función no es periódica a menos de 
que A = B = 0. 









Eigenvalores 
y problemas 
con valores 
en la frontera 


10.1 


Problemas de Sturm-Liouville y desarrollo en eigenfunciones 


E n las últimas tres secciones del capítulo 9 se vio que diversos problemas con 
valores en la frontera dan como resultado —por separación de variables— la 
misma ecuación diferencial ordinaria 


> 


X"(x) + XX(x) = 0 (0 < X < L), 


( 1 ) 


con un eigenvalor A, pero con diferentes condiciones de frontera, tales como 

Z(0) = Z(L) = 0 (2) 


o 


Z'(0) = X'(L) = 0 


(3) 


o 


Z(0) = X’(L) = 0, 


(4) 


dependiendo de las condiciones de frontera originales. 

Por ejemplo, recuérdese el problema (en la secc. 9.5) en que se encuentra la 
temperatura u(x, t) de una varilla 0 á x = L con temperatura inicial dada u{x, 0) = 
/(x). Como un problema con valores en la frontera, el caso de la varilla es el mismo 
que el de determinar la temperatura dentro de una lámina de gran tamaño que ocupa 
la región 0 ^ x = L en el espacio xyz- Si su temperatura inicial depende sólo de x y 
es independiente de y y z —esto es, si u(x, 0) =/(x)— entonces lo mismo será cierto 
de su temperatura u = u(x, t) en el tiempo t. Cuando se sustituye 


654 


m(x, t) = X{x)T{t) 
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en la ecuación de calor 

du , d^u 

>• — = k — 

dt dx^ 

se observa que X(x) satisface las condiciones de valores en la frontera dadas en (2) si 
las caras x = 0yx = Ldela lámina se mantienen a temperatura cero, así como las 
condiciones dadas en (3) si ambas caras están aisladas, y las condiciones en (4) si una 
de ellas está aislada y la otra se mantiene a temperatura cero. Pero si cada cara pierde 
calor en el medio ambiente (a temperatura cero) de acuerdo con la ley de enfriamien¬ 
to de Newton, entonces (como se vio en el problema 23 de la secc. 9.5) las condicio¬ 
nes de frontera toman la forma 

hX{0) - Z'(0) = 0 = hX{L) + X’(L), (5) 

donde h es un coeficiente de transferencia de calor no negativo. 

El caso es que cuando se imponen diferentes condiciones de frontera en la 
solución de la ecuación (1), se obtienen diferentes problemas de eigenvalores y por 
tanto diferentes eigenvalores {A„) y eigenfunciones {2l„(x)} que son útiles para la cons¬ 
trucción de una solución formal en términos de series de potencias 

u{x,t) = '^c„X„{x)T„{t) (6) 

del problema con valores en la frontera. El paso final en este desarrollo es elegir los 
coeficientes ¡c„) de la ecuación (6) tal que 


M(x,0) = J]c„r„(0)X„(x) = /(x). 


(7) 


Así, finalmente se necesita desarrollar la eigenfunción de la función dada/(x) en 
términos de las eigenfunciones del problema correspondiente con valores en la frontera. 

Problemas de Sturm-Liouville 

Para unificar y generalizar el método de separación de variables es útil formular un 
tipo general del problema del eigenvalor que incluya como casos especiales cada uno 
de los mencionados previamente. Ea ecuación (1), con y en vez de X como variable 
dependiente, puede escribirse en la forma 


> 


d 

dx 


p{x) 


d^ 

dx 


q{x)y -P Ar(x)y = 0, 


( 8 ) 


donde p{x) = r(x) — 1 y q{x) = 0. De hecho, en el problema 16 se menciona que 
esencialmente cualquier ecuación diferencial lineal de segundo orden del tipo 

A(x)y" + B{x)y’ + C(x)y + XD{x)y = 0 

toma la forma dada en (8) después de multiplicarse por un factor adecuado. 


Si se multiplica la ecuación paramétrica de Bessel 

x^y" + xy' + (Ax^ — rP')y = 0 (x > 0) 
de orden n por 1/x, el resultado puede escribirse como 


d 

dx 


dy 

dx 


- y + Axy = 0, 

X 


el cual es de la forma dada en (8) con p(x) = r(x) = x y q(x) = n^jx. 
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En las soluciones de la ecuación (8), en el intervalo abierto acotado (a, b), se 
imponen ahora condiciones de frontera (lineales) homogéneas de la forma 

aiy{a) - ayy'ia) = 0, Pyy{b) + ^yy'ib) = 0, (9) 

donde los coeficientes ai, a 2 , fi\ y /I 2 son constantes. Además de ser homogéneas, 
estas dos condiciones están separadas. En una de ellas se involucran los valores de 
y(x) y y'ix) en el valor de frontera x = a, mientras que la otra implica valores en el 
otro valor de frontera x = b. Por ejemplo, nótese que las condiciones y(a) = y'ib) = 0 
son de la forma dada en (9) con «i = /I 2 = 1 y “2 = = 0. 


DEFINICIÓN Problema de Sturm-Liouville 

Un problema de Sturm-Liouville es un problema con valores en la frontera de la 
forma 




d 

dx 


dy 

Pix)^ 

dx 


— q(x)y + Ar(x)y = 0 (a < x < fi); 


aiy(a) - a2y'ia) = 0, Piyib) + P2y'ib) = 0, 


( 8 ) 

(9) 


donde tanto «i y a 2 como P\y P 2 son diferentes de cero. El parámetro k en (8) es 
el “eigenvalor” cuyos posibles valores (constantes) se buscan. 


Eos problemas de Sturm-Eiouville generalizan los problemas con valores en la 
frontera de la sección 3.8 con soluciones seno y coseno. Deben su nombre a los ma¬ 
temáticos franceses Charles Sturm (1803-1855) y Joseph Eiouville (1809-1882), 
quienes investigaron este tipo de problemas en la década de 1830. 


Ejemplo 2 


Se obtienen diferentes problemas de Sturm-Eiouville complementando la ecuación 
diferencial 


y" -f Ay = 0 (para 0 < x < L) 

con alguna de las diferentes condiciones de valores en la frontera homogéneas 

• y(0) = y(L) = 0 (donde ai = = 1 y «2 = /Í 2 = 0), 

• y'( 0 ) = y'{L) = 0 (donde aj = = 0 y a 2 = 162 = 1 ), y 

• y( 0 ) = y'{L) = 0 (donde ai = /I 2 = 1 y “2 = = 0 ). ■ 

Nótese que el problema de Sturm-Liouville dado en (8)-(9) siempre tiene la so¬ 
lución trivial y(x) = 0. Por consiguiente se buscan los valores de A —los eigenvalo¬ 
res— para los cuales este problema tiene una solución real no trivial (una eigenfunción) 
y cada eigenvalor cuenta con su eigenfunción asociada (o eigenfunciones). Puede 
advertirse que cualquier constante (diferente de cero) múltiplo de una eigenfunción 
será también una eigenfunción. El siguiente teorema ofrece condiciones suficientes 
bajo las cuales el problema dado en (8)-(9) presenta una sucesión infinita {Anj'fde 
eigenvalores no negativos, donde cada eigenvalor A„ tiene (por la diferencia de un 
múltiplo constante) exactamente una eigenfunción asociada y„(x). Una prueba de 
este teorema se presenta en el capítulo 9 de G. P. Tolstov, Fourier Series, (Dover, 
Nueva York, 1976.) 
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Ejemplo 3 


Ejemplo 4 


TEOREMA 1 Eigenvalores de Sturm-Liouville 

Supóngase que las funciones p{x), p'{x), q(x) y r(x) de la ecuación ( 8 ) son conti¬ 
nuas en el intervalo [a, b] y que tanto p{x) > 0 como r(x) > 0 en cada punto de 
[a, b]. De este modo los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville dado en 
(8)-(9) constituyen una sucesión creciente 

^ A,2 ^ A,3 ^ ^ ^ ^ ... (10) 

de números reales con 


lím X„ = -Poo. (11) 

n—>oo 

Salvo por un factor constante, solo una eigenfunción y„(x) se asocia con cada 
eigenvalor Además, si q(x) ^ 0 en [a, y los coeficientes c¿ 2 , P\ y ^2 en 
(9) son todos no negativos, entonces los eigenvalores son todos no negativos. 


Observación. Es importante poner atención a los signos de ( 8 ) y (9) cuando 
se verifica la hipótesis del teorema 1. Algunas veces el problema de Sturm-Liouville 
dado en (8)-(9) se llama regular si satisface las hipótesis del teorema 1; en caso 
contrario, es singular. En esta sección se trabajará con problemas de Sturm-Liouville 
regulares. En la sección 10.4 se presentarán los problemas singulares de Sturm-Liou¬ 
ville asociados con la ecuación de Bessel. 


En el ejemplo 3 de la sección 3.8 se vio que el problema de Sturm-Liouville 

y" + Xy = Q (0 < X < L); 

^ y(0) = 0, y(L) = 0 

tiene los eigenvalores = n^Tí^jI? y las eigenfunciones asociadas y„(x) = sen(n7rx/L) 
{n = 1, 2, 3,...). En ese ejemplo se tuvieron que considerarlos casos X = —a^ < 0, 
A=0yA = ü'^>0 por separado. Aquí p{x) = r(x) = 1, q(x) = 0, «1 = /Ij = 1 y 
<^2 — Pi — 0 , de tal manera que se sabe por el teorema 1 que el problema dado en 
(12) tiene únicamente eigenvalores no negativos. Por tanto, si se quisiera comenzar 
de nuevo, sólo habría que considerar los dos casos en que A = 0 yA = a^> 0 . ■ 

Se conoce también (por los problemas de la secc. 9.5) que el problema de 
Sturm-Liouville 


y" -P Ay = 0 (0 < X < L); 

y'(0) = 0, y'(L) = 0, 

tiene los eigenvalores Xq = 0, X„ = {n = 1, 2, 3,...) y las eigenfunciones 

asociadas yo(x) = 1, y„ix) = cosinnx/L). Normalmente se escribe Ao = 0 si 0 es un 
eigenvalor; en caso contrario se escribe A; para el eigenvalor más pequeño. De este 
modo, Al representa siempre el eigenvalor positivo más pequeño. 


Encuéntrense los eigenvalores y las eigenfunciones asociadas del problema de 
Sturm-Liouville 


y" -P Ay = 0 (0 < X < L); 

y'(0) = 0, y(L) = 0. 


( 14 ) 
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Solución 


Ejemplo 5 


Solución 



FIGURA 10.1.1. Solución de la 
ecuación (17) por métodos 
geométricos. 


Este problema satisface las hipótesis del teorema 1 con ai = ¿82 = 0 y 0:2 = = 1, 

por lo que no cuenta con eigenvalores negativos. Si A = 0, entonces y(v) = Ax + B, 
y por tanto y y'(0) = ^ = 0 y y(^) = B = 0. Por esto 0 no es un eigenvalor. Si A = 
a^, entonces 

y(x) = A eos ax + B sen ax y y'(x) = —Aa sen ax + Ba eos ax. 


En consecuencia, y'(0) = 0 implica que B = 0, y de esta manera y(L) = A eos aL = 0. 
Se concluye que aL es un múltiplo entero impar de 7r/2: aL = {2n — 1 )tx/2. Así se 
tienen los eigenvalores y eigenfunciones asociadas 




2 (2n — 1) TT 

K = «„ = 


4L2 


y y„(v:) = cos 


(2« — Í)JTX 


para n = 1,2, 3,... 


Encuéntrense los eigenvalores y las eigenfunciones asociadas del problema de 
Sturm-Eiouville 

y" + Ay = 0 (0 < X < L); 

^ y(0)=0, hyiL)+y\L)=0 {h>0). 

Este problema satisface las hipótesis del teorema 1 con ai = 182 = C «2 = 0 y /^i = 
h> 0,áe tal manera que no existen eigenvalores negativos. Si A = 0, entonces y(x) 
= Ax + B-, así, y(0) =5 = 0. Por tanto 

hy{L) + y’{L) = h ■ AL + A = A ■ {hL A l) = 0, 

y se concluye que también A = 0. De este modo, 0 no es un eigenvalor. 

Si A = a^, entonces 


y(x) = A eos ax + 5 sen ax. 

En consecuencia, y(0) = A = 0 tal que 

y(x) = B sen ax y y'(x) = Ba eos ax. 


Por esto. 


hy{L) + y'(L) = hB sen aL + Ba eos aL = 0. 

Asimismo, si 5 0, se concluye que 

a aL 

tanaL =-=-. (16) 

h hL ^ 

De este modo, B = aL es una solución (positiva) de la ecuación 

tanx = -^. (17) 

hL 

Eas soluciones de la ecuación (17) son los puntos de intersección de las gráficas de 
y(x) = —tan x y y(x) = x/hL, como se indica en la figura 10.1.1. Se observa en ella 
que existe una sucesión infinita de raíces positivas 182, y que cuando n es 

grande, / 6 „ es sólo ligeramente más grande que {2n — Y)tt/2. Véase la tabla de la fi¬ 
gura 10.1.2, en la cual se presentan las primeras ocho soluciones de la ecuación (17) 
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n 

Xn 

(2n — l)7r/2 

1 

imm 

1.5708 

2 

4.9132 

4.7124 

3 

7.9787 

7.8540 

4 

11.0855 

10.9956 

5 

14.2074 

14.1372 

6 

17.3364 

17.2788 

7 

20.4692 

20.4204 

8 

23.6043 

23.5619 


FIGURA 10.1.2. Valores 
aproximados de las primeras ocho 
soluciones positivas de tan x = —x. 


para el caso en que hL = 1. De cualquier manera, los eigenvalores y las eigenfuncio¬ 
nes asociadas del problema en (15) están dadas por 


> 


^11 — 


L2’ 


y„(x) = sen = sen 


PnX 

L 


(18) 


para n = 1, 2, 3, ... La ecuación (17) frecuentemente se presenta en ciertas aplica¬ 
ciones (vibraciones mecánicas y conducción de calor son sólo dos de muchos ejem¬ 
plos) y sus soluciones para algunos valores de hL están tabuladas en la tabla 4.19 de 
Abramowitz y Stegun, Handbook of Mathematical Functions, (Dover, Nueva York, 
1965). ■ 

Eingenfunciones ortogonales 

Recuérdese de la sección 9.1 que las conocidas fórmulas para los coeficientes en una 
serie de Fourier siguen la ortogonalidad de las funciones seno y coseno. De manera 
similar, el desarrollo de una función dada en términos de las eigenfunciones de un 
problema de Sturm-Liouville depende de una propiedad de ortogonalidad crucial de 
estas eigenfunciones. Se dice que las funciones (j){x) y i/f(x) son ortogonales en el 
intervalo [a, b] con respecto a la función de peso r(x) siempre que 


>• í 0(x)i/f(x)r(x)í/x = 0. (19) 


El siguiente teorema implica que cualesquiera dos eigenfunciones en un problema de 
Sturm-Liouville regular asociadas con eigenvalores distintos son ortogonales con 
respecto a la función de peso r(x) en la ecuación (8). 

TEOREMA 2 Ortogonalidad de eigenfunciones 

Supóngase que las funciones p, q y r en e\ problema de Sturm-Liouville de las 
ecuaciones (8)-(9) satisfacen las hipótesis del teorema 1 y que y,(-^) y yj{x) son 
eigenfunciones asociadas con los eigenvalores distintos X¡ y Xj. Entonces 

>• j y,(x)yj(x)r(x) dx = 0. (20) 

Demostración. Se inicia con las ecuaciones 


d 

dx 


P(x) — 

dx 


q{x)yi + Xir{x)yi = 0, 


d 

dx 



q(x}yj + Ljr(x)yj = 0 . 


( 21 ) 


Estas ecuaciones implican que A„ y, y Xj, yj son parejas eigenvalor-eigenfunción. Si 
se multiplica la primera ecuación por yj y la segunda por y,-, y luego se restan los re¬ 
sultados, se obtiene 



, dyt' 

P(x) — 

dx 



p{x) 


dyj 

dx 


+ (k,- 


>-j)r{x)yiyj = 0 . 
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Por tanto, 


(A¿ - Xj)yiyjrix) = y, — 
dx 

d 
dx 


dx 


yj 


dx 


dx 


dyj dyi 


las dos últimas igualdades pueden verificarse por derivación directa. Por consiguien¬ 
te, integrando dex = aax = fise llega a 

yiix)yj{x)r{x)dx = p{x) {yi{x)y'j{x) - yj{x)y'i{x))^^. ( 22 ) 

Por la condición de frontera dada en (9) se tiene que 


aiyiia) - 0 i 2 y'i{a) = 0 y ü'iyj(a) - Q' 2 >’j(fl) = 0 . 

Debido a que «i y «2 son diferentes de cero, se concluye que el determinante de los 
coeficientes debe ser cero: 


yÁa)y'j(.a) - yj{a)y'i{a) = 0. 


De manera similar, la segunda condición de la frontera en (9) implica que 


yi{b)yj(b) - yjib)y¡(b) = 0 . 


De este modo, el lado derecho en la ecuación (22) se anula. Puesto que A, Xj, se 
llega al resultado dado en ( 20 ) y se completa la prueba. A 


Desarrollo en eigenfunciones 

Supóngase ahora que la función/(x) puede representarse en el intervalo [a, fi] por 

una serie en términos de eigenfunciones 


> 


OO 

fix) = ^c„ym(x), 

m=\ 


(23) 


donde las funciones yi, y 2 , ys,... son las eigenfunciones del problema de Sturm-Liou- 
ville regular en las ecuaciones (8)-(9). Para determinar los coeficientes Ci, C 2 , C 3 , ..., 
se generaliza la técnica por medio de la cual se determinaron los coeficientes de 
Fourier en la sección 9.1. Primero se multiplica cada lado de la ecuación (23) por 
y„(x)r(x) y después se integra de x = a a x = fi. Bajo la consideración de que la inte¬ 
gración por partes es válida, se obtiene 

pb OO pb 

/ f(x)y„(x)r(x)dx = '^Cm y„(x)y„(x)r(x)(ix. (24) 

Ja m=\ ^ 

Pero debido a la ortogonalidad en (20), el único término diferente de cero en el lado 
derecho de la ecuación (24) es aquel en el que m = n. Así, la ecuación (24) toma la 
forma 



f{x}y„(x)r(x)dx 


nb 

= Cn {y„{x)f r{x)dx, 
J a 
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Ejemplo 6 


y por tanto 


► 



f(x)ynix)r(x)dx 

b 

[yn{x)f r{x) dx 


(25) 


De esta manera se define la serie en términos de eigenfunciones en (23) —represen¬ 
tando/(x) en términos de las eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville dado— 
con base en la elección de los coeficientes especificados en la ecuación (25). 

Por ejemplo, supóngase que el problema de Sturm-Liouville es la conocida 
ecuación 


y" -f Ay = 0 (0 < X < tt) ; 

y(0) = y(7r) = 0, 


(26) 


para el cual r(x) = 1, y las eigenfunciones son y„(x) = sen nx para n = 1, 2, 3,... 
Entonces la ecuación (25) resulta en 


/■ 


/(x) sen nx dx 


f 


sen^ nx dx 


2 r 

= — / /(x) sen nx dx, 

“ Jo 


7t 


debido a que 



TT 

2 ' 


Ésta es la conocida fórmula para los coeficientes de seno de la serie de Fourier, y de 
esta forma la serie en términos de eigenfunciones en (23) es simplemente la conocida 
serie seno de Fourier 


/(x) = c„ sen nx 

n = l 

de/(x) en [0 , tt]. 

El siguiente teorema, que se establece sin demostración, generaliza el teorema 
de convergencia de Fourier de la sección 9.2. 

TEOREMA 3 Convergencia de la serie de la eigenfunción 

Sean yi, y 2 , y 3 ,... las eigenfunciones de un problema de Sturm-Fiouville regular en 
[a, b]. Si la función/(x) es suave por tramos en [a, b], entonces la serie en térmi¬ 
nos de eigenfunciones de la ecuación (23) converge en a < x < al valor/(x) en 
cualquier punto donde/sea continua, así como en el promedio \ \f{x+) +/(x—)] 
de los límites de los lados derecho e izquierdo de cada punto de discontinuidad. 


Para el problema de Sturm-Fiouville y" -f Ay = 0 (0 < x < L), y'(0) = y(L) = 0 del 
ejemplo 4, se encontraron las eigenfunciones yn{x) = cos(2n — l)7rx/(2L), n = 1,2, 
3,... De este modo, la serie en términos de eigenfunciones correspondiente para la 
función/(x) es 


OO 

/(x) = 'Y^Cn eos 

n=\ 


(2n — IjjTx 
2L 


( 27 ) 
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Ejemplo 7 


Solución 


con 


Cn — 


/' 


f(x) eos [(2« — \)Ttxl2L\ dx 


/ 


cos^ [(2« — l)nx/2L^ dx 


debido a que 


2 r. , (2« - l)7rx 

= ~ f jix) eos -- dx, 

L Jo 


f 


2L 


2 i2n — \)Trx L 

eos - dx = —. 

2L 2 


( 28 ) 


Así, la serie de la eeuaeión (27) es la serie eoseno de semimúltiplos impares del pro¬ 
blema 22 de la seeeión 9.3. De manera similar, el problema de Sturm-Liouville y" -I- 
Ay = 0, y(0) = y'(L) = 0 resulta en la serie seno de semimúltiplos impares 

(2n — 1) Tzx 2 {2n — toc 

f{x) = ^c„sen-—-, c„ = - /(x) sen-—- dx (29) 

2L L Jq 2L 


del problema 21 de la sección 9.3. 


Represéntese la función/(x) = A (una constante) para 0 < x < 1 como una serie de 
eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville 

y" -f Ay = 0 (0 < X < 1); 

y(0) = 0, y(l) + 2y'(l) = 0. 


Comparando (30) con (15), se observa que se trata del problema de Sturm-Liouville 
del ejemplo 5, con L = í y h = ^ . De (17) y (18) se aprecia que las eigenfunciones del 
problema son por tanto y„(x) = sen /l„x, donde fÍ 2 , son las raíces positivas 
de la ecuación tan x = — 2x. En consecuencia, los coeficientes en la serie deseada 
están dados por 




f 


A sen p„x dx 


/■ 


f 


sem p„x dx 


Se observa que / A sen p„x dx = A(l — eos Pn)/Pn, y 


f* /■* 1 1 

I ser? Pnxdx = I -(1 — cos2p„x) dx = - 
Jo 7 o 2 2 


(31) 


— sen2jd„x 
^Pn 


1 / sen Pn eos p„\ 

2[ )- 


f 


sem Ji„x dx 


1 

2 


(l + 2cos^ /!„). 


Como resultado. 
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En el último paso se utilizó el hecho de que (sen Pn)!Pn — “2 eos en la ecuación 
(17). Sustituyendo estos valores para las integrales dadas en (31), se obtiene la serie 
en términos de eigenfunciones 


_ 2A(1 — eos Pn) 

~ ¿í/»«(!+2 cos2/i„) 


sen PnX. 


(32) 


Observación. Una investigación numérica de la serie en términos de 
eigenfunciones de la ecuación (32) se presenta en el proyecto de cálculo de esta 
sección. ■ 


Resumen 

De acuerdo con los teoremas en esta sección, cada problema de Sturm-Liouville re¬ 
gular tiene las siguientes tres propiedades: 

• Una sucesión infinita de eigenvalores que divergen al infinito (teorema 1). 

• Las eigenfunciones son ortogonales con función de peso apropiada (teorema 2). 

• Cualquier función suave por tramos puede representarse por una serie en tér¬ 
minos de eigenfunciones (teorema 3). 

Existen otros tipos de problemas del eigenvalor en matemáticas aplicadas que cuen¬ 
tan también con estas tres importantes propiedades. Algunos ejemplos aislados se 
presentarán en secciones posteriores, aunque se continuará prestando atención a las 
aplicaciones de los problemas de Sturm-Liouville. 


10.1 


Problemas 


Los problemas de la sección 3.8 sobre cálculo de eigenvalores 
y eigenfunciones también pueden utilizarse en este apartado. 
En los numerales 1 al 5, verifique que los eigenvalores y las 
eigenfunciones para los problemas de Sturm-Liouville son los 
que aquí se muestran. 

1. y" -t Ay = 0, y'(0) = y'(L) = 0; Aq = 0, y^x) = 1 y A„ = 
n^Tt^/l}, yjyc) = eos njtx/L 

2. y" -r Ay = 0, y(0) = y'(L) = 0; A„ = (2« - 1 )V/ 4 L^ 
y„(v) = sen (2w — \)tixI1L, w g 1 

3. y" -r Ay = 0, y'(0) = hyiü) -t y'(L) = 0 (/i > 0); A„ = 
P^JL?', yjx) = eos PrX/L (n S 1), donde /!„ es la «-ésima 
raíz positiva de tan x = hL/x. Para estimar los valores de 
Pn para n grande, grafique y = tan xy y = hLjx. 

4. y" -r Ay = 0, hy{G) - y'(0) = y(L) = Q Qi > 0); A„ = 
p^JlP, yjx) = Pn eos PrX/L -é hL Sen PnX/L (n g 1), don¬ 
de p^ es la w-ésima raíz positiva de tan x = —xjhL. 

5. y" -r Ay = 0, hy{Q) - y'(0) = hy{L) + y'(L) =0{h> 0); 
A„ = PVl^, y„(x) = Pn eos P^/L + hL sen P,xll^{n S U, 
donde Pn es la «-ésima raíz positiva de tan x = 2hLx/(x^ 
— h^Lp). Estime Pn para n grande por medio de las gráfi- 
eas de y = 2hL cot jc y la hipérbola y = {x^ — h^Lp)/x. 

6. Muestre que el problema de Sturm-Liouville y" -I- A^, = 0, 
y(0) = y'(L) =0 eonduee a la serie seno de semimúltiplos 
impares de la eeuaeión (29) (véase el problema 2). 


En los problemas 7 al 10 represente la función dadaf{x) por 
series en términos de eigenfunciones del problema de Sturm- 
Liouville indicado. 

7. f(x) = 1; problema de Sturm-Liouville del ejemplo 5. 

8. f(x) = 1; problema de Sturm-Liouville del problema 3. 

9. f(x) = x; problema de Sturm-Liouville del ejemplo 5, con 
L = 1. 

10. f(x) = x; problema de Sturm-Liouville del problema 3, 
con L = 1. 

Los numerales 11 al 14 abordan el problema de Sturm-Liouvi¬ 
lle regular 

y" -I- Ay = 0 (0 < JC < L); 

y(0) = 0, hyiL) - y'(L) = 0, (33) 

donde h > 0. Note que el teorema 1 no excluye la posibilidad 
de eigenvalores negativos. 

11. Demuestre que Aq = 0 es un eigenvalor si y sólo si hL = 1, 
en cuyo caso la eigenfunción asociada es yo(Jc) = Jc. 

12. Pruebe que el problema dado en (33) tiene un solo eigen¬ 
valor negativo Aq si y sólo si hL > 1, en cuyo caso Aq = 
—p^jLp y yo(Jc) = senh PtyxjL, donde /Iq es la raíz positiva 
de la ecuación tanh jc = xjhL. (Sugerencia: trace las gráfi¬ 
cas de y = tanh JC y y = xjhL.) 
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13. Encuentre que los eigenvalores positivos y las eigenfun- 
ciones asociadas del problema dado en (33) son = fp-J 

y yn(x) = sen (n g 1), donde es la n-ésima 

raíz positiva de tan x = xjhL. 

14. Suponga que /!L=len(33)y que/(jr) es suave por tra¬ 
mos. Muestre que 

t( \ 4- 

/(x) = cqX + ^ c„ sen—, 

H = 1 ^ 


donde [Pnfx son las raíces positivas de tan x = x, y 


í 


Cq = I xf(x)dx, 

cL 




-í 

Sn Jo 


ñ„X 

f{x) sen-^ dx. 


L sen Pri 

15. Compruebe que los eigenvalores y las eigenfunciones del 
problema de Sturm-Liouville 


y" + ky = Q (0<x<l); 
y(0) + y'(0) = 0, y(l) = 0 


están dados por >-0 = 0. yoW = x — 1, y 

K = Pl, yÁx) = Pn eos p^ - sen p^ 

para n g 1, donde {/!„)“ son las raíces positivas de tan v = x. 
16. Iniciando con la ecuación 


A(x)y" + B(x)y' + C(x)y -I- XD(x)y = 0, 
divida primero entre A(x) y después multiplique por 

“I" (/SI*)- 


Muestre que la ecuación resultante puede escribirse en la 
forma de Sturm-Liouville 


d 

dx 


dy 

Pix) — 
dx 


— q(x)y -I- Xr(x)y = 0 


con q{x) = —p{x)C(x)/A(x), y 

r(x) = p(x)D(x)/A(x). 


Viga uniformemente eargada 

Considere una viga uniforme con carga (hacia abajo) w(x), 
cuya función de deflexión y(x) satisface la ecuación de cuarto 
orden 

= w(x) 


para 0 < x < L, y las condiciones de frontera 

* y = y" = 0 en un extremo apoyado (o simplemente sos¬ 
tenido); 

* y = y' = 0 en un extremo fijo (empotrado); 

* y" = = 0 en un extremo libre. 


En los casos en los cuales cada extremo está apoyado, y(x) 
puede encontrarse mediante el método de la serie de Eourier 
expuesto en la sección 9.4 —esto es, por sustitución de la serie 
de Eourier 


y(x) = ^ b„ 


nnx 


sen- 

L 


en la ecuación diferencial 

oo _ 

(A\ \. ^ nixX 

£;/y(4) = sen- (34) 

(donde c„ es el n-ésimo coeficiente de la serie seno de Eourier 
de w(x)) para determinar los coeficientes 


17. Suponga que w es constante en la ecuación (34). Aplique 
el método descrito aquí para obtener la función de 
deflexión 


18. 


y(x) = 

Considere que w 
deflexión 


4wL‘^ 1 

Eljt^ 4-^ n^ 


njTx 


sen-. 

L 


n impar 

= bx en (34). Obtenga la función de 


y(x) = 


2bL^ 

Eljt^ 


( — 1)"^* nttx 
> -;—sen-. 


El método utilizado en los problemas 17 y 18 tiene éxito debi¬ 
do a que las funciones sen(n7Tx/L) satisfacen las condiciones 
de apoyo/apoyo y(0) = y"(0) = y(L) = y"(L) = 0, de la misma 
manera que lo hace y(x). 

Si, en cambio, ambos extremos de la viga están fijos, en 
lugar de las funciones seno pueden utilizarse las eigenfuncio¬ 
nes del problema 


yW - Xy = 0 (0<x<L); 


y(0) = y'(0) = 0, y(L) = y'(L) = 0, (35) 


debido a que estas eigenfunciones satisfacen las condiciones 
de frontera fijo!fijo. Los eigenvalores del problema son todos 
positivos y, dado el problema 22, las eigenfunciones asociadas 
son ortogonales con función de peso r(x) = 1. Por tanto, puede 
escribirse 


Áx) = y^^c„yn(x). 


Cn — 


í 


w(x)y„(x) dx 


í [yn 
Jo 


(36) 


(x)Y dx 


de acuerdo con la analogía del teorema 3 que se cumple para 
el problema dado en (35). Si se escribe X = a^, entonces y„(x) 
es de la forma 


y(x) = A cosh ax 

-f B senh ax C eos ax D sen ax, (37) 

con a = «n, por lo que se concluye que y^n\x) = a\y„(x). 
Cuando se sustituye la serie y(x) = T.bny„(x) —la cual eviden¬ 
temente satisface las condiciones de frontera fljo/fljo— en 
(35), se obtiene 

OO OO 

El ^ bnaly„(x) = ^c„y„(x). 

n=l 0=1 


En consecuencia, Elb„af¡ = c„, de tal manera que la función de 
deflexión de la viga es 


y(x) = 

n=l 


'Éi^n 


yn(x). 


(38) 


Los siguientes problemas se refieren a los eigenvalores y 
eigenfunciones del problema en (35), así como a otros similares. 
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19. Inicie con la solución general dada en (37) de — a^y = 0. 
Note en primer lugar que y(0) = y'(0) = 0 implica que 
C = —A y D = —B. Después, imponga las condiciones 
y(L) = y'(L) =0 para obtener dos ecuaciones lineales ho¬ 
mogéneas en A y S. De esta manera, el determinante de 
los coeficientes de A y S debe anularse; deduzca de esto 
que cosh aL eos aL = 1. Concluya que el «-ésimo eigen- 
valor es A,,, = /L‘^, donde son las raíces positivas 

de la ecuación cosh x eos x = l (véase la fig. 10.1.3). 
Finalmente, muestre que una eigenfunción asociada es 


yn(x) 


(senh/S„ 


seUjS,,) 




— (cosh p„ 


cosjS,,) 




FIGURA 10.1.3. Soluciones de 
cosh X eos X = 1 (la gráfica no 
está dibujada a escala). 

20. Para el caso de una viga voladiza (fija/libre) se necesita 
resolver el problema del eigenvalor 


3,(4) - Ay = 0 (0 < X < L); 

3 ,( 0 ) = y'(0) = 0, y"(L) = y(3)(L) = 0. 

Procediendo como en el problema 19, muestre que el 
n-ésimo eigenvalor es A„ = ,6^ /L^, donde j/SnlT son las 
raíces positivas de la ecuación cosh x eos x = — 1 . 
Encuentre la eigenfunción asociada. 

21. Para el problema del eigenvalor 

y<4) - Ay = 0, y(0) = y'(0) = 0 = y(L) = y"(L) 

correspondiente a la viga fija/apoyada, pruebe que el 
n-ésimo eigenvalor es A„ = donde son las 

raíces positivas de la ecuación tanh x = tan x. 

22. Suponga que y^*^ = y y<„^>= A„y„. Aplique el método 
de ensayo del teorema 2 e integre dos veces por partes 
para mostrar que 


(A„. 


Xn) / ym{x)y„{x)dx 

Jo 



d^ym 

dx^ 


ym(x) 


d^y„ 

dx^ 


dy„ d^y„ ^ <¿ym d^y „ ' 
dx dx^ dx dx^ Jg 


Concluya que si cada condición de frontera es y = y' = 0, 
y = y" = 0, o y" = y*^^^ = 0, entonces y^ y y„ son ortogo¬ 
nales si X^ y: X„. 


10.1 Aplicación 


Desarrollo en eigenfunciones numéricas 


Se presenta aquí una investigación numérica basada en Matlab de la serie en térmi¬ 
nos de eigenfunciones 


~ cos^„) 


sen / 6 „x 


( 1 ) 


para 0 < x < 1. (Retomando A = 1 de la ec. (32) de esta sección.) 

En la solución del ejemplo 7 se vio que los valores en la ecuación (1) son 
las soluciones positivas de la ecuación tan x = — 2x. Tal como se indicó en la figura 
10 . 1.1 (para la ecuación similar tan x = —x), el valor de es (para n grande) ligera¬ 
mente mayor que (2n — í)jt/2. Pero debido a las discontinuidades de la función 
tangente cercanas a estas soluciones, para encontrar las raíces de manera automática 
es más conveniente reescribir la ecuación del eigenvalor en la forma 


sen X + 2 x eos x = 0 . 


( 2 ) 


De esta manera la instrucción de MATLAB 


b = fsolve('sin(x)+2*x.*cos(x) ' ,pi/2+0.l+(0:pi:99*pi)); 
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n 

Pn 

1 

1.8366 

2 

4.8158 

3 

7.9171 

4 

11.0408 

5 

14.1724 

6 

17.3076 

7 

20.4448 

8 

23.5831 

9 

26.7222 

10 

29.8619 


FIGURA 10.1.4. Primeras 10 
soluciones positivas de la 
ecuación (2). 


genera rápidamente los primeros 100 valores de (véase fig. 10.1.4). (Se proporcio¬ 
na un vector 

xo = ^-h 0.1-h [ 0 TT 2?! Stt ... 997r ] 

con 100 diferentes valores iniciales.) Las instrucciones 

X = 0 : 1/200 : 1; 
for n = 1 : 4 
plot(x, sin(b(n)*x) 
end 

obtienen las gráficas de las primeras cuatro eigenfunciones (fig. 10.1.5). 

Puede resultar interesante utilizar la instrucción dif f (b) de Matlab para 
verificar que ~ 3.1416 para n S 65. De este modo, se observa que, de 

hecho, los siguientes eigenvalores sucesivos están separados por tt. La instrucción 

c = 2*(1 - cos(b))./(b.*(l + 2*cos(b)."2)); 



FIGURA 10.1.5. Eigenfunciones 
y„(x) = sen /lyc para n = 1, 2, 3, 4. 


calcula los primeros 100 coeficientes de la serie de la eigenfunción dada en (1). Se 
encuentra que 

/(x) ~ (1.2083) sen j 8 ix + (0.3646) sen / 32 X + (0.2664) sen 183 X 

+ (0.1722) sen /I 4 X -f ... -f (0.0066) sen /I 97 X + (0.0065) sen 
+ (0.0065) sen + (0.0064) sen ^¡oox 

evidentemente con los coeficientes numéricos disminuyendo lentamente. Finalmen¬ 
te, las instrucciones 

X = 0 : 1/500 : 1; 
y = zeros(size(x)); 
for n = 1 : 100 
y = y + c(n)*sin(b(n)*x); 
end 

plot(x,y) 


grafican esta suma parcial (fig. 10.1.6). Nótese el fenómeno de Gibbs que aparece en 

X = 0. 

Para verificar si se ha comprendido el desarrollo de la eigenfunción, puede 
realizarse una vez más el ejemplo 7, sólo que en el intervalo 0 < x < L y con la con¬ 
dición de frontera final del lado derecho en (30), sustituida por y(L) + ky'(L) = 0. 


25 términos 



-1 


0 


1 


X 



-1 0 1 


X 



-1 0 1 


N 

FIGURA 10.1.6. Gráficas con N = 25, N = 50, N = 100 de la suma parcial de ^ c„ sen de la serie en términos de 
eigenfunciones de la ecuación (1). h=i 
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Ahora se recomienda elegir los propios valores L > 1 y A: > 2; calcular los valores 
resultantes de y construir gráficas como las de las figuras 10.1.5 y 10.1.6. En esta 
última figura se observa la convergencia hacia/(x) = 1 dentro del intervalo 0 < x < 1 , 
pero con la presencia del fenómeno de Gibbs en x = 0. 


10.2 


Aplicaciones de las series de eigenfunciones 


Esta sección está dedicada a presentar tres ejemplos que ilustran la aplicación de la 
serie de eigenfunciones obtenida en la sección 10.1 a problemas con valores en 
la frontera. En cada uno, el método de separación de variables conduce a un proble¬ 
ma de Sturm-Eiouville en el cual las eigenfunciones se utilizan como bloques de 
construcción de una solución que satisfaga la condición en la frontera no homogénea 
del problema original. 


Ejemplo 1 


Una lámina de material uniforme, con difusividad térmica k, ocupa una región en el 
espacio 0 ^ X = L con una temperatura inicial uniforme í/q. A partir del tiempo í = 0, 
la cara x = 0 se mantiene a temperatura cero, mientras que el intercambio de calor 
realizado con el ambiente en la cara x = L, a una temperatura cero, hace que hu + 

= 0 en esa cara (debido al problema 23 de la secc. 9.5; la constante h es un coeficien¬ 
te apropiado de transferencia de calor). Se desea encontrar entonces la temperatura 
m(x, t) de la lámina en la posición x en el tiempo f; m(x, t) satisface el problema con 
valores en la frontera 


Ut = ku^ (0 < X < L, í > 0 ); ( 1 ) 

m(0, t) = 0, (2) 

hu{L, t) + u^{L, t) = 0, (3) 

m(x, 0) = í/q. (4) 


Solución Como en la sección 9.5, se debe iniciar sustituyendo m(x, t) = X{x)T(x) en la ecuación 
(1), y de ahí se obtiene 

X" _T' _ 

~Y ^ kf ~~ 

como de costumbre; así, 

X" + kX=r + XkT = 0. (5) 

Ahora la ecuación (2) resulta en que Z(0) = 0 y la ecuación (3) obtiene hX(L)T(t) + 
X'{L)T(t) = 0. Se asume de manera natural que T(t) no es idénticamente cero (porque 
no se está buscando una solución trivial). Se concluye entonces que X{x) y A satisfa¬ 
cen el problema de Sturm-Eiouville. 

X" + XX = 0 (0 < X < L); 

Z(0) = 0, hXiL) = X'{L) = 0. 

En el ejemplo 3 de la sección 10.1 se encontró que los eigenvalores y las eigenfun¬ 
ciones asociadas de este problema son 

A„ = ^, X„ix) = sen— (7) 

para n = 1, 2, 3,..., donde representa la u-ésima raíz positiva de la ecuación 

X 

hL' 


tanx = — 


( 8 ) 
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Cuando se sustituye A = en el lado derecho de la ecuación en (5) se ob¬ 
tiene la ecuación de primer orden 


T' - _^T 
L 2 " 

con solución (en términos de una constante multiplicativa) 

L 2 


r„(í) = exp - 


(9) 


Pf,kt \ PnX 


En consecuencia, cada una de las funciones 


u„{x, t) = Xn{x)T„{t) = exp 

satisface las condiciones homogéneas en (l)-(3) del problema con valores en la fron¬ 
tera. De este modo, sólo falta elegir los coeficientes de tal manera que la serie formal 


i(x, t) = 2 _^c„ exp I 1 sen— 


n = l 


satisfaga también la condición no homogénea 


c„ sen- = f/o- 


( 10 ) 


( 11 ) 


1=1 


Ahora r(x) = 1 en el problema de Sturm-Liouville dado en ( 6 ), de tal modo que 
por el teorema 3 y la ecuación (25) de la sección 10.1 se puede satisfacer la ecuación 
( 11 ) eligiendo 

PfjX 


Cn 


I Un sen^- 2 — dx 

Jo L 


2 ^nX j 

sen - dx 

L 


I 

Jo 


Pero, dado que 


í 


^ B„x UqL 

Uq sen—;— dx = — (1 — eos /!„), 


L 


A, 


y realizando esencialmente los mismos cálculos que en el ejemplo 5 de la sección 
10 . 1 , se encuentra que 


PnX 


1 


J sen^ ~ ^ Pn) ■ 


En consecuencia. 


_ 2UohL(í - cos^^n) 

PAhL+ cos2^„) ’ 

y la sustitución de este valor en ( 10 ) resulta en la solución formal en términos de 
series 


t{x, t) = 2UohL ^ 


1 - eos 


^ PnihL + cos 2 


exp 


Pnkt 

L 2 


B„x 

sen^. (12) 


Observación. Una investigación numérica de la serie en términos de eige- 
funciones ( 12 ) se presenta en el proyecto de cómputo de esta sección. ■ 
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Vibraciones longitudinales de barras 

Supóngase que una barra uniforme elástica tiene longitud L, área de sección trans¬ 
versal A y densidad S (masa/unidad de volumen), a la vez que está definida en el in¬ 
tervalo 0 á X á L cuando no se encuentra estirada. Se consideran vibraciones 
longitudinales de la barra aquellas en las cuales cada sección transversal (normal al 
eje x) se mueve únicamente en dirección x. Puede entonces describirse el movimien¬ 
to de la barra en términos del desplazamiento m(x, f) de la sección transversal en el 
tiempo f, cuya posición es x cuando la barra no está estirada (y en reposo); esta sec¬ 
ción particular debe entenderse como la sección transversal x de la barra. Entonces 
la posición en el tiempo í de la sección transversal x es x -f m(x, í). Con base en la ley 
de Hooke y de la definición del módulo de Young E del material de la barra, se con¬ 
cluye en consecuencia (véase el problema 13) que la fuerza F(x, t) ejercida por la 
barra a la izquierda de la sección transversal x es 

F{x, t) = —AEuxix, t), (13) 


F(x, t) 



F(x + Ax, t) 

* 

J 

\¡ 



X x + Ax 


FIGURA 10.2.1. Segmento 
pequeño de la barra. 


donde el signo menos significa que F actúa hacia la izquierda cuando u^ix, t) > 0. 
Para ver porqué esto es así, se considera el segmento de la barra ubicado entre la 
sección transversal x y la sección transversal x -f Ax (fig. 10.2.1). En el tiempo t los 
extremos de este segmento están en x -f m(x, í) y x -f Ax -f m(x + Ax, t), respectiva¬ 
mente, de tal manera que su longitud (originalmente Ax > 0) es ahora (usando el 
teorema de valor medio) 


Ax -f m(x -f Ax, f) — m(x, í) = Ax -f ujjc, f) Ax 

para alguna xentre x y x -f Ax. De esta manera, si Ux{x, f) > 0 y Ax es suficientemen¬ 
te pequeño, entonces (por continuidad) u^{x , f) Ax > 0. Así, el segmento está en 
realidad estirado a una longitud mayor que Ax, y por tanto sería necesario que las 
fuerzas F(x, t) y F{x -f Ax, t) actuaran a la izquierda y a la derecha, respectivamente 
(como se indica en la fig. 10.2.1), para sustentar este estiramiento. 

Se toma la ecuación (13) como punto de partida para deducir la ecuación dife¬ 
rencial parcial que la función de desplazamiento m(x, t) satisface cuando los despla¬ 
zamientos son suficientemente pequeños para que pueda aplicarse la ley de Hooke. 
Si se aplica la segunda ley de movimiento de Newton al segmento de la barra entre 
la sección transversal x y la sección transversal x -f Ax, se obtiene 

(M Ax)Uff(x, t) ~ —F{x + Ax, t) + F(x, t) 

= AE [u^{x + Ax, í) — Ujc{x, f)], 

donde x representa el punto medio de [x, x, + Ax] porque este segmento tiene masa 
MAx y aceleración aproximada m,,(x, í). Cuando se divide la expresión en (14) 
entre MAx y se toma el límite conforme Ax ^ 0, el resultado es la ecuación de onda 
de una dimensión 


> 

donde 


d^u 2 
dt^ dx^’ 



(15) 


(16) 


Debido a que (15) es idéntica a la ecuación de la cuerda vibrando, se concluye de la 
solución de d’Alembert en la sección 9.6 que las vibraciones (libres) longitudinales 
de una barra con extremos fijos están representadas por ondas de la forma u(x, t) = 
g(x ± at). Ea velocidad a = ^/FjE con la cual estas ondas viajan es la velocidad del 
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sonido en el material de la barra. De hecho, la ecuación de onda dada en (15) descri¬ 
be también las ondas del sonido ordinario de una dimensión en un gas dentro de un 
tubo. En este caso, en la ecuación (16) E representa los módulos de volumen (incre¬ 
mento fraccional en densidad por incremento unitario en presión) de gas y á su den¬ 
sidad de equilibrio. 


Ejemplo 2 


X 


Una barra tiene longitud L, densidad á, área de sección transversal A, módulo de 
Young E y masa total M = SAL. Su extremo x = 0 está fijo y una masa m está adhe¬ 
rida a su extremo libre (fig. 10.2.2). De inicio la barra está estirada linealmente por 
el movimiento de m a una distancia d = bL a la derecha (de tal manera que la sección 
transversal x de la barra está inicialmente desplazada en bx). En el tiempo í = 0 el 
sistema se pone en libertad partiendo del reposo. Para determinar las vibraciones 
posteriores de la barra debe resolverse el problema con valores en la frontera 


FIGURA 10.2.2. Sistema 
barra-masa del ejemplo 2. 

> 


Uf = a^Uxx (0 < X < L, í > 0); (IVa) 

m(0, t) = 0, (17b) 

mu„iL, t) = —AEuxiL, f), (17c) 

m(x, 0) = bx, u,{x, 0) = 0. (17d) 


Solución Ea condición de frontera x = L en (17c) proviene de igualar ma = muu para la masa 
con la fuerza E = —AEux dada en (13) —la masa es accionada únicamente por la 
barra—. Ea sustitución de m(x, t) = X{x)T{t) en u,t = a^Uxx lleva, como es usual, a las 
ecuaciones 


X" -f AZ = 0, T" + Xa^T = 0. (18) 

Ea condición de frontera dada en (17b) conduce a que m(0, í) = X(0)T(t) = 0, de tal 
manera que una condición en la frontera es Z(0) = 0. Debido a que u„ = XT" y Ux = 
X'T, la ecuación (17c) obtiene 

mX{L)T"{t) = -AEX’{L)T(f) 

como la otra condición de la frontera. Ea sustitución de 

T"{t) = -ka^T{t) = -^T{t), 

Ó 

seguida por la división entre —ET{t)/S, resulta en mXX{L) = ASX'{L). Así, el proble¬ 
ma del eigenvalor para X(x) es 


X" + xx = o-, 

Z(0) = o, mXX{L) = ASX'iL). 

Es importante notar que —debido a la presencia de X en la condición de frontera 
derecha— éste no es un problema de Sturm-Eiouville, por lo que los teoremas 1 al 3 de 
la sección 10.1 no aplican. No obstante, todos los eigenvalores de (19) son positivos 
(problema 9), por tanto, se escribe X = nótese que Z(x) = sen ax satisface Z(0) 
= 0. Ea condición de frontera derecha en (19) obtiene entonces 

ma^ sen aL = ASa eos aL, 


y así 

AS M/m 

tanaL =-= 

ma 


aL 


( 20 ) 
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_j_^_ f I ■ • 

P IK .'p Mi p M 
12 2 1 2 


FIGURA 10.2.3. Raíces positivas 
{Pnff de la ecuación (22). 


debido a que M = A<5L, con lo cual se formula p = aL; se concluye así que los eig- 
envalores de (19) y sus eigenfunciones asociadas son 

X¡i ^ 2 ’ sen ^ (21) 

para n = 1,2,3,..., donde son las raíces positivas de la ecuación 


MIm 
tanv =- 

X 


( 22 ) 


indicadas en la figura 10.2.3. 

Continuando, se deduce a partir de la forma acostumbrada 


' + ^T, = o, r;(0) = o 


(23) 


que r„(í) = cosiP„at/L) con la constante multiplicativa. Así, sólo falta encontrar los 
coeficientes de tal manera que la serie 


> 


OO 

u{x, t) = eos 

n = \ 


Pnüt 

~T~ 


P„X 

sen- 

L 


satisfaga la condición no homogénea 


OO 

U(X, 0) = y^Cn 

n = { 


PnX 

sen- 


L 


/(x) = bx. 


(24) 


(25) 


Se requiere tener cuidado porque (19) no es un problema de Sturm-Liouville. De 
hecho, se pide mostrar en los problemas 14 y 15 que las eigenfunciones {sen(/6„x/L))°f 
no son ortogonales en el intervalo [0, L] con respecto a la función de peso adoptada 
r(x) = 1, de tal modo que la fórmula de los coeficientes en la ecuación (25), sección 
10 .1, no aplica aquí. 

No obstante, en el caso de las vibraciones longitudinales normalmente no tiene 
mayor importancia la función de desplazamiento u{x, t) en sí misma. En realidad es 
de mayor interés la pregunta de cómo las frecuencias de vibración naturales de la 
barra son afectadas por la masa m en su extremo libre. Cualesquiera que sean los 
coeficientes en la ecuación (25), se observa de la ecuación (24) que la enésima fre¬ 
cuencia angular es 


Ú)n — 


Pna 

L 



(26) 


donde es la n-ésima solución positiva de la ecuación (22), la cual puede reescri¬ 
birse de la forma 


cotx = 


mx 
Af ■ 


(27) 


De este modo, las frecuencias naturales se determinan por la relación entre la masa 
m y la masa total M de la barra. ■ 

Observación. El caso en que no hay una masa en el extremo libre de la 
varilla corresponde a m = 0. Por consiguiente, (27) se reduce a la ecuación eos x = 0, 
cuya n-ésima solución positiva es p„ = (2n — 1)jt/2. De esta forma la n-ésima 
frecuencia angular está dada por 


_ i2n - í)n [e 

~ 2L V 


(28) 


En el problema 8 se pide obtener directamente este resultado, comenzando con el 
problema con valores en la frontera para una barra con un extremo fijo y el otro 
(completamente) libre. ■ 
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3” 

y(x, t ) 

___ ^. 1 _ 

L ^ 

FIGURA 10.2.4. Barra con 
vibraciones transversales. 


Ejemplo 3 


Solución 


Vibraciones transversales de barras 


Ahora se estudian las vibraciones de una barra elástica uniforme en la cual el movi¬ 
miento de cada punto no es longitudinal, sino perpendicular al eje x (el eje de la barra 
en su posición de equilibrio). Sea y(x, t) el desplazamiento transversal de la sección 
X en el tiempo í, como se indica en la figura 10.2.4. La idea es deducir una ecuación 
diferencial parcial que satisfaga la función de deflexión y(x, t). Recuérdese que en la 
sección 3.8 se introdujo la ecuación = F para la deflexión estática de una barra 
o viga bajo la influencia de una fuerza externa transversal F (por unidad de longitud). 
De acuerdo con un principio dinámico general, se puede transformar la ecuación 
estática = F en una ecuación dinámica (sin fuerza externa) reemplazando F 

con una fuerza inercial inversa F = — pytt —donde p es la densidad lineal (masa/lon¬ 
gitud) de la barra—, y reemplazando también por yxxxx- Esto resulta en 


> 




que puede escribirse en la forma 




dt^ dx^ 


= 0 , 


(29) 


donde 


a 


4 


FI 

P 


(30) 


El siguiente ejemplo ilustra la solución, por el método de separación de variables, de 
esta ecuación diferencial parcial de cuarto orden. 


Una barra uniforme con densidad lineal p, módulo de Young F y momento de inercia 
de la sección transversal / está simplemente apoyada (o soportada) en sus dos extremos 
X = O y X = L. Si la barra se pone en movimiento desde el reposo con una posición 
inicial/(x) dada, entonces su función de desplazamiento y(x, t) satisface el problema 
con valores en la frontera 

ytt + yxxxx =0 (O < X < L, r > 0); (31a) 

> y(0,í) = y«(0,í) = y(EU) = y.UE,í)=0, (31b) 

y(x,0) = /(x), >’;(x,0)=0. (31c) 

Encuéntrese ahora y(x, t). Eas condiciones en la frontera dadas en (31b) son las con¬ 
diciones de apoyo en un extremo aceptadas sin demostración, mientras que las de 
(31c) son las condiciones iniciales. 

Ea sustitución de y(x, t) = X(x)T(t) en la ecuación diferencial resulta en XT" + a^X^'^^T 
= 0, de tal manera que 


~Y~ 



Para determinar el signo de A, se razona que la ecuación 


(32) 


T" + Xa^T =0 


( 33 ) 
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debe tener soluciones trigonométricas en lugar de exponenciales. Esto es así porque 
con base en la experiencia práctica —con horquillas de afinación o barras de xilófo¬ 
nos, por ejemplo— se espera que aparezcan vibraciones periódicas. Esto podría no 
ocurrir si A fuera negativo y la ecuación (33) tuviera soluciones exponenciales. Por 
tanto, A debe ser positivo y es conveniente escribir A = > 0. Así, Z(f) debe satis¬ 

facer la ecuación 


- a'^Xix) = 0 , 

la cual tiene la solución general 

X(x) = A eos ax + B sen ax + C cosh ax + D senh ax. 


(34) 


con 

X"{t) = (—A eos ax — B sen cnx -I- C cosh ax + D senh ax). 

Eas condiciones en la frontera dadas en (31) resultan de este modo en 
Z(0) = Z"(0) = Z(L) = Z"(L) = 0. 


Por tanto, 

Z(0) = A -f C = 0 y Z"(0) = -A -f C = 0, 
y estas dos ecuaciones implican que A = C = 0. Por consiguiente 
Z(L) = B sen aL + D senh cnL = 0 


(35) 


y 


X"{L) = a\—B sen aL + D senh aL) = 0. 


Se concluye entonces que 

B sen aL = 0 y D senh aL = 0. 

No obstante, senh aL=A0 debido a que a A 0; en consecuencia, D = 0. Por tanto, 
5 A 0 si se desea una solución no trivial, y así sen aL = 0. Como resultado, a debe 
ser un múltiplo entero de tt/L. Así que los eigenvalores y las eigenfunciones asocia¬ 
das del problema determinado por las ecuaciones (34) y (35) son 


A„ Oí 


~T^’ 


X„ix) = sen- 


njTx 


L 


(36) 


para n = 1,2, 3,... 

A su vez, con A = /L^ en (33) se obtiene la ecuación 


4 4 4 
n jt a 


L4 


-r„ = 0. 


(37) 


Debido a la condición inicial y^ix, 0) = 0 que hace que r„'(0) = 0, se toma 

Tn(t) = eos 


0 0 0 
n Tt a t 


L 2 


Combinando los resultados en (36) y (38) se construye la serie 


y(x,t) = c„ eos 


n^TT^a^t tiTTx 
sen- 


•! = 1 


L2 


L 


(38) 


(39) 
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que formalmente satisface la ecuación diferencial parcial dada en (31) y las condi¬ 
ciones en la frontera homogéneas. La condición no homogénea es 

njTx 

y(x,0) = 2_^c„sen—— = f(x), 

n = l ^ 


de tal manera que se eligen los coeficientes seno de Fourier dados por 


2 njtx 

= — / f{x) sen—— dx, 
^ Jo L 


(40) 


para que la ecuación (39) proporcione una solución formal en términos de series. ■ 
Nótese que la frecuencia angular del n-ésimo término en (39) es 


2 2 2 

n Tt a 2 
Cún = — = n tt>i, 

donde la frecuencia fundamental de la barra es 



(41) 


(42) 


Debido a que la frecuencia de cada una de las armónicas más altas es un múltiplo 
entero de u>\, el sonido de vibración de una barra con los extremos simplemente apo¬ 
yados es musical. Como las frecuencias más altas están más dispersas que las 

frecuencias más altas {ncoi ]°2 de la cuerda vibrando, el tono de vibración de una barra 
es más puro que el de una cuerda. Esto explica en parte el sonido suave del vibráfono 
tocado por Milt Jackson, ex-miembro del Cuarteto de Jazz Moderno. 


10.2 


Problemas 


Encuentre la solución formal en términos de series de los pro¬ 
blemas con valores en la frontera de los numerales 1 al 6. Ex¬ 
prese cada respuesta en la forma dada en el problema 1. 

1. u¡ = ku^jc (0 < X < L, t > 0); u^(0, t) = 

hu{L, t) -I- uJ^L, t) = 0, u{x, 0) = f(x) 

Repuesta'. 



donde [fn\°\ son las raíces positivas de la ecuación tan x = 
hL/x y 


4 . u^^ -\- Uyy = 0 {0 < x < L, y > 0); u{0, y) = 

hu(L, y) -I- u^(L, y) = 0, u{x, y) acotada conforme y —> 
-l-c», u(x, 0) = /(jc) 

5 . = ku^ (0 < x < L, t > Oy, hu(0, t) — ufQ, t) = u{L, t) 
= 0 , u{x, 0 ) = f(x) 

6 . u, = ku^ (0 < X < L, í > 0); hu(0, t) — ufO, t) = 
hu{L, t) -\- u fL, t) = 0, u{x, 0) = f(x) 

7 . Considere que u(x, y) representa la temperatura estaciona¬ 
ria de una pared infinitamente alta con base y = 0 y caras 
x = 0yx = l.La cara x = 0 está aislada, la base y = 0 se 
mantiene a una temperatura de 100 °C y se presenta una 
transferencia de calor con h = 1 en la cara x = l. Obtenga 
la solución 




2h 

hL -l-sen^ 



OO 

u(x, y) = 200 

n = l 


exp ( —oi„y) sen a„ eos a„x 
a„ -H sen a„ eos a„ 


2. u^^ -\- Uyy = 0 (0 < X < L, 0 < y < L); u(0, y) 

hu{L, y) -I- u^{L, y) = 0, u{x, L) = 0, u{x, 0) =/(x) 

3. u^ -\- Uyy = 0 (0 < x < L, 0 < y < L); Uy(x, 0) 

hu{x, L) -\- Uy(x, L) = 0, u(L, y) = 0, u{0, y) = g (y) 


donde son las raíces positivas de la ecuación cot 
X = X. Dadas «i = 0.860, «2 = 3.426, «3 = 6.437 y «4 = 
9.529, calcule la temperatura u{l, 1) con una exactitud de 
0.1 °C. 
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8 . Si la barra del ejemplo 2 no cuenta con una masa unida al 
extremo x = L, entonces debe reemplazarse la condición 
del extremo libre de la ecuación (17c) por u^(L, t) = 0. 
Separe las variables en el problema con valores en la fron¬ 
tera resultante para obtener la solución en términos de 
series 


u{x, t) 


oo 

c„ eos 

n = l 


(2n — l)7rí3í 
AL 


sen 


{2n — \)jtx 
2 L 


donde 


2 (2n - l)7rx 8¿)L(-1)'’+' 

L /o 2L {2n - 

En particular, las frecuencias naturales de vibración lon¬ 
gitudinal de la barra se obtienen por medio de la ecua¬ 
ción (28). 

9. (a) Muestre que A, = 0 no es un eigenvalor en el problema 
dado en (19). (b) Pruebe que este problema no tiene eig- 
envalores negativos. {Sugerencia: obtenga las gráficas de 
y = tanh x y de y = —kjx con k > 0.) 

10. Calcule la velocidad (en mi/h) de las ondas sonoras longi¬ 
tudinales en cada caso, (a) Acero, con 8 = 7.75 g/cm^ y E 
= 2 X 10*^ en unidades cgs. (b) Agua, con á = 1 g/cm^ y 
módulo volumétrico k = 2.25 X 10*° en unidades cgs. 

11. Considere la masa m = nniQ de un gas ideal de peso mo¬ 

lecular niQ cuya presión p y volumen V satisfacen la ley 
pV = nRTi¿, donde n es el número de moles del gas; R = 
8,314 en unidades mks, y Ti^ = + 273, donde es la 

temperatura en grados Celsius. El módulo volumétrico 
del gas es K = yp, donde el valor de la constante adimen¬ 
sional y es 1.4 para el aire con peso molecular = 29. 
(a) Demuestre que la velocidad del sonido en el gas es 



(b) Utilice esta fórmula para mostrar que la velocidad del 
sonido en el aire a la temperatura 7). en grados Celsius es 
aproximadamente de 740 + (1.36)7^ mi/h. 

12. Suponga que la barra del ejemplo 2 que está libre en un 
extremo se une a un resorte (en lugar de a una masa), 
como se muestra en la figura 10.2.5. La condición de valor 
en la frontera se transforma en ku{L, t) + AEuJJ^, t) = 0. 
(¿Por qué?) Considere que u{x, 0) =f(x) y que u,(x, 0) = 
0. Obtenga una solución de la forma 


OO 

u{x, t) = c„ eos 

n = l 


Pnat 


PnX 

sen-, 

L 


donde {/3„)°f son las raíces positivas de la ecuación tan x = 
—AEx/kL. 



FIGURA 10.2.5. Barra del problema 12. 


13. Si una barra tiene longitud natural L, área de sección 
transversal A y módulo de Young E, entonces (como con¬ 
secuencia de la ley de Hooke) la fuerza axial que requiere 
en cada extremo para estirarse en una pequeña proporción 
AL es E = (AEAL)/L. Aplique este resultado a un seg¬ 
mento de la barra de longitud natural L = Ax entre las 
secciones transversales x y x + Ax, misma que se estira 
una cantidad AL = u(x + Ax, t) — u{x, t). Luego haga que 
Ax —> 0 para obtener la ecuación (13). 

14. Muestre que las eigenfunciones {A'«(x)}°f del problema 
dado en (19) no son ortogonales [Sugerencia: aplique la 
ec. (22) de la secc. 10.1 para mostrar que si m A «, 
entonces 

í XAx)X„{x)dx = -'^X„{L)X„{L).) 

Jo AS 

15. Pruebe que las eigenfunciones {sen/l„x/L)°f del problema 
dado en (19) no son ortogonales; obtenga lo anterior cal¬ 
culando el valor explícito de la integral 

¡SmX , 

sen- sen- dx. 

L L 

{Sugerencia: utilice el hecho de que {yS„)°f son las raíces de 
la ecuación x tan x = M/m.) 

16. De acuerdo con el problema 19 de la sección 9.7, la tem¬ 
peratura u{r, t) en una bola esférica sólida uniforme de 
radio a satisface la ecuación diferencial parcial {ru)¡ = 
k{ru)rr. Suponga que la bola tiene temperatura inicial u{r, 0) 
= f{r) y que su superficie r = a está aislada, de tal manera 
que uXa, t) = 0. Sustituya v{r, t) = ru{r, t) para obtener la 
solución 



donde son las raíces positivas de la ecuación tan 
X = X y 

co = ^ / r^f{r)dr. 

Jo 



(véase el problema 14 de la secc. 10.1). 

17. Un problema referido a la difusión de gas a través de una 
membrana analiza el problema con valores en la frontera 

u, = kuxx (0 < X < L, í > 0); 
m(0, í) = u,{L, t) -\- hkux{L, t) = 0, 

M (x, 0) = 1. 


Obtenga la solución 


OO 

u{x, t) = A 

n = \ 


1 - eos 

-exp 

2/S„ - sen2;S„ 



donde son las raíces positivas de la ecuación x 

tan X = hL. 
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18. Considere que la barra uniforme simplemente apoyada 
del ejemplo 3 tiene posición inicial y(x, 0) = 0 y veloci¬ 
dad inicial yt(x, 0) = g(x). Obtenga la solución 


y{x, 0 = C ^ 

n = l 


1 njt 
— sen— sen 
2 


n^n^a^t 

¿2 


njtx 


sen- 


yix, t) 


E 


Cn sen 


¿2 


mtx 
sen- 


L 


donde 


2L nitx 

Cn = j , / g(x)sen—— r/x. 
n^Ti^a^ Jq L 


19. Para aproximar el efecto de un impulso momentum inicial 
P aplicado al punto medio x = L/2 de una barra simple¬ 
mente apoyada, sustituya 


g{x) 


P 

2pe 

0 


L L 

si——e<x< — -1-6 
2 2 

de otra manera 


en el resultado del problema 18. Después haga que e —> 0 
para obtener la solución 


donde 


2PL 

Jt^y/Elp 


20. (a) Si gix) 
tre que 

y{x,t) 


vq (una constante) en el problema 18, mues- 




E 


1 

— sen 


¿2 


nnx 
sen-. 


L 


Esto describe las vibraciones de una barra de dos esquinas 
opuestas colocada en la parte trasera de una camioneta 
pickup que golpea una pared de ladrillo con velocidad uo 
en el tiempo í = 0. (b) Suponga que la barra es de acero 
(E = 2 X 10'^ dinas/cm2 y S = 7.75 g/cm^), y tiene una 
sección transversal cuadrada con esquina a = 1 plg (de tal 
manera que 7 = -¡y a"*), y una longitud L = 19 plg. ¿Cuál 
es su frecuencia fundamental (en Hz)? 
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n 

Pn 

1 

2.6537 

2 

5.4544 

3 

8.3913 

4 

11.4086 

5 

14.4699 

6 

17.5562 

7 

20.6578 

8 

23.7693 

9 

26.8874 

10 

30.0102 


Investigaciones numéricas de flujo de calor 

Se plantea una investigación numérica por medio de Mathematica de la función de 
temperatura 


i{x, t) = IuqIíL 


1 — eos Pn 


^ Pn{hL +C0S2^„) 


exp 


L 2 


sen- 


_ PnX 

ir 


FIGURA 10.2.6. Primeras 10 
soluciones positivas de la ecuación 
del eigenvalor 

X 

tanx =- 

hL 

con L = 50 y h = OA. 


de la lámina calentada del ejemplo 1 de esta sección. 

Se supone que la lámina tiene un espesor de L = 50 cm; temperatura inicial 
uniforme de uq = 100 °; temperatura fija de 0 ° en la frontera del lado izquierdo de la 
lámina x = 0; difusividad térmica ^ = 0.15 (para hierro), y coeficiente de transferen¬ 
cia de calor = 0.1 en la frontera del lado derecho x = L. De acuerdo con la ecuación 
( 8 ) de esta sección, los eigenvalores {/!„}“ en ( 1 ) son las soluciones positivas de la 
ecuación tan x = —xl(hL). Como se observa en la figura 10.1.1, es ligeramente 
mayor que (2n — l) 7 r /2 para valores de n grandes. Se pueden, por tanto, aproximar 
los primeros 20 de estos eigenvalores por medio de las instrucciones 

L = 50; h = 0.1; 

roots = Table[ FindRoot[ Tan[x] == -x/(h*L), 

{x, (2*n - l)*Pi/2 + 0.1}], {n,l,20}]; 

beta = X /. roots 

Los primeros 10 de estos eigenvalores se muestran en la tabla de la figura 10.2.6. 

La siguiente función de Mathematica suma los primeros 20 términos diferentes 
de cero de la serie de la ecuación ( 1 ). 


b = beta; uO = 100; k = 0.15; 

c = (1 - Cos [b] ) / (b* (h*L + Cos[b]"'2)); (* coeffs *) 

u(x_, t_] := 2*uO*h*L*Apply[ Plus, 

c*Exp[-b*b*k*t/L"'2] *Sin[b*x/L] ] // N 

De manera práctica, es suficiente con calcular los valores m(x, t) para í ^ 10 (s) con 
dos decimales de exactitud en todo el intervalo 0 ^ x ^ 50. (¿Cómo podría verificarse 
lo anterior?) 
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FIGURA 10.2.7. Temperaturas 
en la lámina después de 15 min. 


La instrucción 

Plot[u[x,900], {x, 0, 50}]; 

obtiene la gráfica u = u(x, 900) para 0 ^ x = 50 como se muestra en la figura 10.2.7. 
Se observa que después de 15 min la frontera del lado derecho x = 50 de la lámina 
se ha enfriado a menos de 40°, mientras que la temperatura interior cercana a x = 30 
permanece arriba de 80°. La instrucción 

Plot[{u[50,t], 25}, {t, 0, 3600}]; 

obtiene la gráfica u = u(50, t) para 0 á f ^ 3600 como se muestra en la figura 10.2.8. 
Se observa ahora que la temperatura en el lado derecho de la lámina disminuye has¬ 
ta 25° en menos de 2000 s. El cálculo 

ti = 5 /. FindRoot[u[50,t} ==25, {t, 2000}] 


muestra que esto en realidad ocurre en cerca de 1951 s; esto es, 32 min 31 s, aproxi¬ 
madamente. 



FIGURA 10.2.8. Temperaturas 
en la frontera derecha de la 
lámina. 



FIGURA 10.2.9. Temperaturas 
interiores cuando la temperatura 
en el lado derecho es de 25°. 


La figura 10.2.9 indica que la temperatura interior de la lámina en el tiempo ti 
permanece por encima de 50° en los mismos puntos, con su valor máximo en un 
punto cercano a X = 30. Puede encontrarse este valor máximo de temperatura m(x, íi) 
determinando el valor mínimo de su negativo — m(x, íi). La instrucción 

FindMinimum[-u[x,ti], {x, 30}] 

da como resultado un valor máximo de m( 29.36, fi) ~ 53.80°. 

Para realizar una investigación de la misma forma, considérese una placa pro¬ 
pia con temperatura inicial uniforme de m(x, 0) = 100° si = 0.1, L = 50(10 + p)y 
k = q! 10 , asignando a p el dígito más grande de su matrícula de estudiante, y a ¿7 el 
dígito más pequeño. Desarróllese la investigación presentada aquí para encontrar 

• cuándo la temperatura en el lado derecho de la placa es de 25° y 

• la temperatura máxima dentro de la placa en ese instante. 

Como alternativa para determinar numéricamente las raíces y valores máximos, pue¬ 
de realizarse un “acercamiento” de manera gráfica sobre los puntos apropiados, 
como en las figuras 10.2.8 y 10.2.9. 
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10.3 


Soluciones periódicas estacionarias y frecuencias naturales 


En la sección 9.6 se obtuvo la solución 


y(x, t) = 


del problema de la vibración de una cuerda 



y{Q,t) = y{L,t)=0, 

y(x,0) = /(x), y,(x,0) = g(x). 


OO / 

«=i ^ 


HTcat tiTcat 

eos- + sen- 

L L 




eos 


'7 = 1 


nnat 

L 


nnx 


Yn sen- 


riTTX 

sen- 

L 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 

(4) 


La solución de la ecuación (1) describe las vibraciones libres de una cuerda con lon¬ 
gitud L y densidad lineal p, bajo una tensión T\ los coeficientes constantes en la 
ecuación (1) se determinan por las condiciones iniciales dadas en (4). 

En particular, se observa de los términos de la ecuación (1) que las frecuencias 
naturales (angulares) de vibración (en rad/seg) de la cuerda están dadas por 

nica 

cOn = -j-, (5) 

n = 1, 2, 3,... Estos son los únicos valores de co para los cuales la ecuación (2) tiene 
una solución periódica permanente de la forma 

y(x, í) = X{x) cos{ü)t — y) (6) 

que satisface las condiciones de frontera dadas en (3). Pero si se sustituye la ecuación 
(6) en (2) y se cancela el factor cos((uf — y), se encuentra que Z(x) debe satisfacer la 
ecuación 


a^X'Xx) + co^X{x) = 0, 


cuya solución general 


(jOX ü)X 

X(x) = A eos — -f B sen— 
a a 

satisface las condiciones dadas en (3) sólo si A = 0 y cu = nitalL para algún entero 
positivo n. 


Vibraciones forzadas y resonancia 


Ahora supóngase que la cuerda está bajo la influencia de una fuerza periódica exter¬ 
na F{t) = Fq eos cut (fuerza/unidad de masa) que actúa de manera uniforme sobre la 
cuerda a lo largo de su longitud. Entonces, de acuerdo con la ecuación (1) de la sec¬ 
ción 9.6, el desplazamiento y(x, t) de la cuerda satisface la ecuación diferencial parcial 
no homogénea 


d^y _ ^d^y 
dt^ 9x^ 


-|- Fo eos (ot 


(7) 
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junto con condiciones de frontera dadas en (3) y (4). Por ejemplo, si la cuerda inicial¬ 
mente está en reposo en posición de equilibrio cuando la fuerza externa inicia su acción, 
se tiene que encontrar una solución de la ecuación (7) que satisfaga las condiciones 

y(0, t) = y{L, i) = y{x, 0) = y,(x, 0) = 0 ( 8 ) 

donde 0 < x < L. Para lograr esto, es suficiente con obtener primero una solución 
particular yp(x, i) de la ecuación (7) que satisfaga las condiciones de frontera dadas 
en (3), y encontrar después una solución yc{x, t) como la de la ecuación (1) del cono¬ 
cido problema dado en (2)-(4) con 

f{x) = -yp{x, 0 ) y g{x) = -Dtypix, 0 ). 

Evidentemente, 

y{x, t) = ydx, t) + yp(x, í) 

deberá satisfacer las ecuaciones (7) y ( 8 ). 

De esta manera, la nueva tarea será buscar yp(x, t). Un examen de los términos 
individuales en la ecuación (7) sugiere intentar con 

yp{x, t) = X{x) eos cot. (9) 

La sustitución de esta propuesta en la ecuación (7), después de cancelar el factor 
común eos cot, obtiene la ecuación diferencial ordinaria 

a^X” + op-X = -Fo 

con la solución general 


cox cox Fn 

X(x) = A eos — -f B sen— — 

a a (jú^ 


( 10 ) 


La condición x(0) = 0 requiere que A = FqIoP, y entonces X{L) = 0 necesita que 


X{L) 


Fo 



coL 

+ B sen— = 0. 
a 


( 11 ) 


Ahora supóngase que la frecuencia co de la fuerza periódica externa no es igual a 
ninguna de las frecuencias naturales = rntalL de la cuerda. Entonces sen {cúLja) 
7 ^ 0, de tal modo que ahora podemos despejar B en la ecuación (11) y luego sustituir 
el resultado en la ecuación ( 10 ) para obtener 


Z(x) 


Fo / cox \ Fo\co?,{coLla) — 1] cox 

—r (eos — “ 1 1 “- o -;- sen—. 

co^ \ a / co^ sen(tuL/a) a 


( 12 ) 


Como consecuencia, con esta elección de Z(x) la ecuación (9) proporciona la solu¬ 
ción particular deseada yp{x, t). 

Nótese, sin embargo, que conforme el valor de co se aproxima a = rntalL 
con n impar, los coeficientes de sen (cux/a) en la ecuación ( 12 ) tiende a ±oo; así se 
presenta el fenómeno de la resonancia. Esto explica porqué cuando (sólo) se pulsa 
una de dos cuerdas idénticas cercanas, la otra también comenzará a vibrar debido a 
que su frecuencia fundamental es excitada (a través del aire) por una fuerza periódi¬ 
ca externa. Obsérvese además que si co = co^ = rntalL con n par, entonces puede 
elegirse fi = 0 en la ecuación (11) para que en este caso no haya resonancia. El pro¬ 
blema 20 explica porqué algunas posibilidades de resonancia no están presentes. 

La cuerda vibrando es típica de sistemas continuos con una secuencia infinita 
de frecuencias naturales de vibración. Cuando una fuerza externa periódica actúa 
sobre un sistema de este tipo, pueden ocurrir vibraciones de resonancia potencial¬ 
mente destructivas si la frecuencia impuesta es muy cercana a una de las frecuencias 
naturales del sistema. En consecuencia, un aspecto importante de un diseño estructural 
adecuado es evitar este tipo de vibraciones de resonancia. 
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yix, t) 



X 


x = 0 x = L 

FIGURA 10.3.1. Viga empotrada 
en cada extremo. 


Frecuencias naturales de vigas 

La figura 10.3.1 muestra una viga uniforme de longitud L, densidad lineal p y módu¬ 
lo de Young E, sujeta en cada extremo. Para 0<x<Lyí>0, su función de de¬ 
flexión y(x, t) satisface la ecuación de cuarto orden 


dt'^ dx'^ 


= 0 



(13) 


desarrollada en la sección 10.2, donde / representa el momento de inercia de la sec¬ 
ción transversal de la viga alrededor de su eje horizontal de simetría. Dado a que 
tanto su desplazamiento como su pendiente son cero en cada extremo fijo, las condi¬ 
ciones en la frontera son 


y(0, t) = y;,(0, f) = 0 

(14) 

y(L, t) = yJ,L, t) = 0. 

(15) 


Aquí no se consideran las condiciones iniciales porque únicamente se desea encon¬ 
trar las frecuencias naturales de vibración de la viga. Las frecuencias naturales son 
los valores de m para los cuales la ecuación (13) tiene una solución no trivial de la 
forma 


y{x, t) = X(x) eos {cot — y) (16) 

que satisface las condiciones dadas en las ecuaciones (14) y (15). Al sustituir y(x, t) 
de la ecuación (16) en (13) cancelando el factor común cos{cot — y), se obtiene la 
ecuación diferencial ordinaria de cuarto orden —co^X + = 0; esto es, 

¿A ¿L) 

- —A = 0. (17) 


Si se escribe = o ?-puede expresarse la solución general de la ecuación (17) 
como 

X{x) = A cosh ax + B senh ax + C eos ax + D sen ax, 


con 

X'(x) = oíiA senh ax + B cosh ax — C sen ax + D eos ax). 

Las condiciones dadas en (14) obtienen 

Z(0) = A -f C = 0 y Z'(0) = a{B + D) = 0, 
de tal manera que C = —A y D = —B. Por tanto, las condiciones en (15) consiguen 
X{L) = A(cosh aL — eos aL) + B (senh aL — sen aL) = 0 


y 

— X'{L) = A(senh aL + sen aL) + fi(cosh aL — eos aL) = 0. 
a 

Para que estas dos ecuaciones lineales homogéneas en A y fi tengan una solución no 
trivial, el determinante de los coeficientes debe ser cero: 


(cosh aL — eos aV^ — (senh^ aL — sen^ aV) = 0; 
(cosh^ aL — senh^ aL) L (cos^ aL — sen^ aL) — 2 cosh aL eos aL = 0', 

2 — 2 cosh aL eos aL = 0. 
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Entonces = oiL debe ser una raíz diferente de cero de la ecuación 


coshx eos X = 1 . 


(18) 



La figura 10.3.2 muestra que esta ecuación tiene una sucesión creciente de raíces 
positivas {/!„)“. Como co = ¡I? y = ^Eljp, de esto se concluye que 

la frecuencia (angular) natural de vibración de la viga con extremos empotrados está 
dada por 





(rad/s) 


(19) 


FIGURA 10.3.2. Soluciones de 
cosh X eos X = 1. 


para n = 1, 2, 3,... Entonces las raíces de la ecuación (18) son ~ 4.73004, ^2 
7.85320, ¿63 10.99561 y ~ (2n + l) 7 r /2 para n S 4 (como se indica en la 

fig. 10.3.2). 


i p 10 cm-.! 

2 cm 

0 cm 

30 cm 


Ejemplo 1 


Supóngase que el elemento estructural básico de un puente es una viga de acero con 
forma de / y longitud de 120 pies, cuya sección transversal se indica en la figura 
10.3.3, con momento de inercia 7 = 9000 cm"^. Si se sustituyen los valores 

/ cm\ / g \ o n dina 

L = (120 ft) (30.48 —), p = 7.75 ^ (40 cm^), E=2X10 ^^— 

V ft / \ cm / cm 

y los valores de y /62 en la ecuación (19), se encuentra que las dos frecuencias 
naturales más bajas de la viga son 


FIGURA 10.3.3. Viga idealizada 
con forma de I. 


rad 

(til - 12.74 — 
s 


122 


ciclos 


mm 


(ti2 •' 


rad 

35.13 — 
s 


335 


ciclos 


mm 


Si un pelotón de soldados marchando aproximadamente a 120 pasos por min se acerca 
a este puente, sería conveniente recomendarle que deje de marchar antes de cruzarlo. 
De vez en cuando los puentes se colapsan por las vibraciones de resonancia. Recuér¬ 
dese el desastre del 17 de julio de 1981 en un hotel de la ciudad de Kansas, cuando 
una terraza abarrotada de personas bailando se colapsó. Los periódicos citaron a in¬ 
vestigadores, quienes especularon que el movimiento rítmico de los bailadores 
alcanzó vibraciones de resonancia destructiva en las secciones I de las vigas de acero 
que soportaban la terraza. ■ 


Oscilaciones de temperatura subterránea 

Considérese que la temperatura subterránea de algún lugar en particular es una fun¬ 
ción m(x, t) dependiendo del tiempo í y de la profundidad x por debajo de la superfi¬ 
cie. Entonces u satisface la ecuación de calor Uf = ku^, donde k es la difusividad 
térmica del suelo. Puede considerarse que la temperatura m(0, t) en la superficie x = 0 
se conoce a partir de los registros climatológicos. De hecho, la variación periódica de 
las temperaturas superficiales promedio mensuales, dependiente de la estación del 
año, con un máximo en la mitad del verano (julio en el hemisferio norte) y un míni¬ 
mo en la mitad del invierno (enero), es muy parecida a las oscilaciones del seno o 
coseno. Por tanto, se asumirá que 


m(0, t) = Tq + Aq eos (tit, 


( 20 ) 


donde í = 0 corresponde a la mitad del verano. En este caso, Tq es la temperatura 
anual promedio y Aq la amplitud de variación de la temperatura de acuerdo con la 
estación, mientras que co se elige de tal manera que el periodo de m(0, t) sea exacta¬ 
mente de un año. (En unidades cgs, por ejemplo, co sería Ijt dividido entre el número 
de segundos —31,557,341—comprendidos en un año; así cu ~ 1.991 X 10“^.) 
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Es razonable considerar que la temperatura a una profundidad fija también 
varía periódicamente en el tiempo f. Si se introduce U{x, t) = u(x, t) — Tq por conve¬ 
niencia, entonces interesa encontrar soluciones periódicas de la ecuación de calor de 
la forma 


U{x, t) = A(x) cos(ft;f — y) = V(x) eos cot + W(x) sen a>t (21) 

del problema 

SU d^U 

— = k—r (v > 0 , t > 0 ), ( 22 ) 

di óx^ 

U(0, t) = Ao eos cot. (23) 

Para resolver este problema, considérese í/(x, í) de la ecuación (21) como la parte 
real de la función de valores complejos 

U{x,t) = X(x)e‘“‘. (24) 

Entonces se busca que U (x, í) satisfaga las condiciones 

Ut = kÜ,., (22') 

U{0,t) = Aoe‘“*. (23') 

Si se sustituye la ecuación (24) en (22'), se obtiene icoX = kX"\ esto es, 

X" - a^X = 0, (25) 


donde 



(26) 


dado que \/7 = ±(1 -|- i)l'j2. Por consiguiente, la solución general de la ecuación 
(25) es 


X{x) = Aexp (^“(1 + i)x^fcúf2k^ A- fiexp (^+(1 + i)x^fcúf2k^ . (27) 


Asimismo, para que U (x, t), y por tanto X(x), sea acotada conforme x ^ -foo, es 
necesario que 5 = 0. Se observa también de las ecuaciones (23') y (24) que A = Z(0) 
= Aq. De esta manera 


X{x) = Aoexp (^“(1 + Ox^Jcoflk^ . 
Einalmente, la solución del problema original en (22)-(23) es 
í/(x, í) = Re í/(x, í) = ReX(x)e'"' 


(28) 


= Re 


= Re 


(Ao exp (icot) exp (^“(1 + i)xy/ctíl2k^ 

Ao exp (^—x^co/2k^ exp (jioot — x^ool2k^ 
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Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


y por tanto 


U{x,t) = Aq exp {^—Xy/(ü/2k^ eos (^oot — Xy/ (ú/2k^ . 


(29) 


Así, la amplitud A(x) de la temperatura anual se amortigua exponencialmente 
como una función de la profundidad x: 


A{x) = Aoexp {^—Xy/a>/2l?j . 


(30) 


Existe además un retardo y{x) = x y/cú/2k en la profundidad x. 


Con k = 0.005 (un valor típico del suelo en unidades cgs) y el valor de co mencionado 
anteriormente, se encuentra que ^a>l2k «s 0.004462 cm“^ Por ejemplo, se observa 
entonces de la ecuación (30) que la amplitud es la mitad de la amplitud en la super¬ 
ficie A{x) = ^ Ao cuando (0.004462)x = ln2; esto es, cuando x ~ 155.34 cm 5.10 
pies. Si Ao = 16 °C, se concluye que a una profundidad de alrededor de 20 pies la 
amplitud de la variación de la temperatura anual es de sólo 1°. ■ 


Otra consecuencia interesante de la ecuación (29) es la “inversión de estaciones” que 
ocurre cuando y(x) = (0.004462)x = tt; esto es, a una profundidad de x ~ 704.06 cm, 
cerca de 23.11 pies. La figura 10.3.4 muestra la gráfica U = U(x, t) para 0 á x á Z, 
O^t^T, donde X corresponde a 23 pies en cm y T a 2.5 años en s. ¿Por inspección, 
podría decirse que del lado derecho de la gráfica la temperatura a una profundidad de 
23 pies es máxima cuando la de la superficie es mínima? ■ 



FIGURA 10.3.4. Gráfica de la función de temperatura U(x, t) de la ecuación (29). 
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10.3 


Problemas 


Una viga uniforme de longitud L está hecha de un material 
con densidad S y módulo de Young E. En los problemas 1 al 6 
sustituya u(x, t) = X(x) eos wt en Su,¡ = Eu^ para encontrar 
las frecuencias naturales de vibración longitudinal de la viga 
con las dos condiciones de frontera dadas enx = Oyenx = L. 

1 . Ambos extremos están fijos. 

2 . Ambos extremos están libres. 

3 . El extremo en jc = 0 está fijo; el extremo en x = L está 
libre. 

4. El extremo en x = 0 está fijo; el extremo en x = L está 
unido a una masa m como en el ejemplo 2 de la sección 
10.2. 

5. Cada extremo está libre, pero el extremo en x = L está 
unido a un resorte con constante de Hooke k como en el 
problema 12 de la sección 10.2. 

6. Los extremos libres están unidos a las masas mo y «i. 

7. Suponga ahora que la masa en el extremo libre x = L del 
problema 4 está unido también al resorte del problema 5. 
Muestre que las frecuencias naturales están dadas por (w„ 
= {lijE)yfEj8 , donde son las raíces positivas de la 
ecuación 

(m Ey?' — kSL^) sen x = M Ex eos x. 

(Observación. La condición en x = L es mu„ = —AEu^ 
— ku.) 

Los problemas 8 al 14 se refieren a vibraciones transversales 
de la viga uniforme de esta sección, pero con diversas condi¬ 
ciones en sus extremos. En cada caso, muestre que las frecuen¬ 
cias naturales están dadas por la fórmula de la ecuación (19), 
siendo las raíces positivas de la ecuación de la frecuencia 
dada. Recuerde que y = y' = 0 en un extremo fijo, que y = y" 
= Q en un extremo unido, y que y" = = Q en un extremo 

libre (las primas representan derivadas con respecto a x). 

8. Los extremos enx = 0yx = L están unidos; la ecuación 
de frecuencia es sen x = 0, tal que /!„ = rnt. 

9. El extremo en x = 0 está fijo y el extremo en x = L está 
unido; la ecuación de frecuencia es tanh x = tan x. 

10 . La viga es voladiza con el extremo en x = 0 fijo y el ex¬ 
tremo en X = L libre; la ecuación de frecuencia es cosh 
X = eos X = — 1. 

11 . El extremo en x = 0 está fijo y el extremo en x = L está 

unido a un empotramiento que puede deslizarse de mane¬ 
ra vertical, de tal forma que en ese punto y' = = 0; la 

ecuación de frecuencia es tanh x -I- tan x = 0. 

12 . La viga voladiza del problema 10 tiene una masa total de 
M = pL y una masa m unida en su extremo libre; la ecua¬ 
ción de frecuencia es 

M(\ cosh X eos x) = mx(cosh x sen x — senh x eos x). 

Las condiciones en x = L son yxc = 0 y my„ = Ely^. 

13 . El extremo libre en x = L de la viga voladiza del problema 
10 está unido (como se muestra en la fig. 10.3.5) a un resor¬ 
te con constante de Hooke k; la ecuación de frecuencia es 

E1)? {\ -I- cosh X eos x) 

= kL^ (senh x eos x — cosh x sen x). 


Las condiciones en x = L son yxi = 0 y Ay = Ely^^. 



FIGURA 10.3.5. Viga voladiza 
del problema 13. 


14 . Suponga que la masa m en el extremo libre de la viga vo¬ 
ladiza del problema 12 está unida al resorte del problema 
13. Las condiciones en x = L son yxi = 0 y my„ = Ely^^ 
— ky. Obtenga la ecuación de frecuencia 

ME1)? {\ -\- cosh X eos x) 

= (k M — m E /x‘*)(senh x eos x — cosh x sen x). 

Note que las ecuaciones de frecuencia en los problemas 
12 y 13 son los casos especiales en que k = 0 y m = 0, 
respectivamente. 

15 . Suponga que la viga voladiza del problema 10 es una ta¬ 
bla de trampolín hecha de acero con densidad S = 7.75 
g/enfi. La tabla mide 4 m de longitud y su sección trans¬ 
versal es un rectángulo de amplitud a = 30 cm y espesor 
b = 2 cm. El momento de inercia de este rectángulo alre¬ 
dedor de su eje horizontal de simetría es 7 = ^ ab^. Dado 
que la menor raíz positiva de la ecuación cosh x eos 
X = — 1 es /li w 1.8751, determine la frecuencia (en Hz) 
a la cual una persona debe impulsarse hacia arriba y abajo 
en la punta de la tabla para lograr un efecto (resonante) 
máximo. 

16 . Si una barra uniforme, apoyada en cada extremo, es sujeta 
a una fuerza axial de compresión P entonces sus vibracio¬ 
nes transversales satisfacen la ecuación 


9 y y ^,9^y 

+ El 


dU 


dx^ 




= 0 . 


Muestre que sus frecuencias naturales están dadas por 



para n = 1, 2, 3,... Observe que con P = 0, esto se reduce 
al resultado del ejemplo 3 de la sección 10.2, y que el 
efecto de P > 0 es la disminución de cada frecuencia de 
vibración natural de la viga. (¿Es esto intuitivamente co¬ 
rrecto? Es decir, ¿debería esperarse que una barra sujeta a 
una compresión axial vibre más lentamente que una barra 
no comprimida?) 

17. Una viga apoyada en cada extremo es lo suficientemente 
delgada como para tomar en cuenta su energía cinética de 
rotación. Entonces la ecuación diferencial para analizar 
sus vibraciones transversales es 

9"y / 9V ^^3"y ^ 

^ dU A dx'^dU dx'^ 
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Demuestre que sus frecuencias naturales están dadas por donde 




~U~ V ^ pAL^ ) 


para n = 1, 2, 3,... 

18. Suponga que el extremo x = 0 de una barra uniforme con 
área de sección transversal A y módulo de Young E está 
fijo, mientras que la fuerza longitudinal F{t) = Fq sen wí 
actúa sobre su extremo x = L, de tal manera que AEu^ 
(L, t) = Fq sen wí. Obtenga la solución periódica 
estacionaria 


Fqü sen{cúxla) sentuí 

ií(x, t) = -. 

AEci)cos(ü}F/ a) 

19. Repita el problema 18, pero considerando una fuerza 
transversal F(t) = Fq sen a>t que actúa en el extremo libre 
X = L, de tal manera que 

y^L, t)= Ely^F, t) + Fq sen wt = 0. 

Determine las oscilaciones transversales periódicas esta¬ 
cionarias de la viga voladiza en la forma y (x, t) = X(x) sen 

Cüt. 

20. Una cuerda con extremos fijos se excita por medio de una 
fuerza periódica F(x, t) = F(x) sen wt por unidad de masa, 
de tal manera que 

ytt = a^yxx + F(x) sen wt. 


Pn = [(W^ - 


-1/2 


y 


, CÚC 

a„=tan —- 

Note la similitud con el movimiento forzado amortiguado 
de una masa en un resorte. 

22. La ecuación del teléfono para el voltaje e(x, t) en una lí¬ 
nea de transmisión larga en el punto x g 0 en el tiempo 
t es 


d^e d^e de 

-^=LC^ + iRC + LG)- + RGe, 

donde R, F, G y C representan la resistencia, inductancia, 
conductancia y capacitancia (todas por unidad de longitud 
de la línea), respectivamente. La condición e(0, t) = Fq 
eos Cüt denota una señal periódica de voltaje en el origen 
de la transmisión en x = 0. Considere que e(x, t) está aco¬ 
tada conforme x —> -l-oo. Ahora sustituya e(x, t) = E(x)e“^‘ 
para obtener la solución periódica estacionaria 

e(x, í) = EQe~°‘^ cos(a)í — /3x), 

siendo a y las partes real e imaginaria, respectivamente, 
del número complejo 


Sustituya 


y 


E hjtx 

c„ sen-sen cüt 

n=l ^ 


X—\ njiA 

Fix) =^F„ sen-^ 

H=1 


para obtener la solución periódica estacionaria 


y(x,í) 


E 


F„ sen(n7ixla) sen wt 


donde a>„ = mtalF. En consecuencia, no se presenta reso¬ 
nancia si O) = a>„ siempre que F„ = 0. 

21. Considere que la cuerda del problema 20 también está su¬ 
jeta a la resistencia del aire que es proporcional a su velo¬ 
cidad, de modo que 


ytt = a^yxx - cy, + F(x) sen wt. 


Generalice el método del problema 20 para obtener la so¬ 
lución periódica estacionaria 

OO _ 

E nnx 

p„F„ sen- seneoí “ a„), 

n = l ^ 


[{RG - FCw^) + iw{RC + 


23. La temperatura u(x, t) en el punto x S 0 y en el tiempo t 
del agua en movimiento, con una velocidad y S 0 en una 
tubería larga, satisface la ecuación 

du d^u du 

dt dx^ ^dx 

Suponga que u(0, t) = Aq eos wt y que U(x, t) está acotada 
conforme x—> -l-c». Sustituya u(x, f) = A(x)e"“'para obte¬ 
ner la solución periódica estacionaria 


u{x, t) = AqC COS((UÍ — fix), 

donde 


1 

2k 

(/ + 

i6kwy^" 

4> 

eos — — 
2 

y 

2k' 

1 

2k 

(/ + 

i6kwy'" 

</> 

sen—, 

2 

y 


. 4k 




tan 

'■ - 





y2’ 





Muestre también que cuando y = 0, esta solución se redu¬ 
ce a la proporcionada por la ecuación (29). 
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10.3 Aplicación 


Vibración en vigas y trampolines 


En este proyecto se investigan más ampliamente las vibraciones transversales en una 
barra elástica o viga de longitud L cuya función de la posición y(x, t) satisface la 
ecuación diferencial parcial 


p^ + EI^ =0 
dt^ dx^ 


(0 < X < L) 


y las condiciones iniciales y{x, 0) = f(x), yf{x, 0) = 0. 

Primero se separan las variables (como en el problema 3 de la secc. 10.3) para 
obtener la solución formal en términos de series 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 


4.7300 

7.8532 

10.9956 

14.1372 

17.2788 

20.4204 

23.5619 

26.7035 

29.8451 

32.9867 


FIGURA 10.3.6. Primeras 10 
soluciones positivas de la ecuación 
del eigenvalor cosh x eos x = \ 
para la viga vibrando con 
extremos fijos. 


OO 

y{x, í) = ^c, 

n=\ 

donde = El/p\ {c„) son los coeficientes para desarrollar la eigenfunción apropiada 

de la función de la posición inicial/(x), y y X„{x) son determinadas por las 
condiciones de frontera impuestas a la barra. En un caso particular se desea encontrar 
tanto la ecuación de las frecuencias cuyas raíces positivas son los valores 
como las eigenfunciones {Z„(x)). En esta sección se vio que la ecuación de frecuen¬ 
cias para el caso fijo/fijo [con y(0) = y'(0) = y(^) = — 0] es cosh x eos x = 1. 

Esta ecuación puede resolverse utilizando métodos de computadora como los que se 
ilustran en las aplicaciones de las secciones 10.1 y 10.2; la tabla de la figura 10.3.6 
muestra las primeras 10 soluciones positivas Eos cálculos previos a la ecuación 
(18) en esta sección implican que la n-ésima eigenfunción está dada entonces por 


eos 


L2 


Xn{x), 


Xfii^x') Áfi 



^„x p„x \ 

- — eos- 

L L J 


+ 



PnX PnX \ 

- — sen- 

L L ) 



X 


FIGURA 10.3.7. Primeras 
tres gráficas de la eigenfunción 
y = X„(x) para la barra de sección / 
fija-fija. 


donde la razón A„/5„ está determinada por la condición en la frontera X„{L) = 0. Eas 
primeras tres de estas eigenfunciones se grafican en la figura 10.3.7, para cada A„ = 1 
y con L = 3657.6 cm para la viga de acero en forma de 7 de 120 pies, ya antes refe¬ 
rida en esta sección. El hecho de que cada una parece tener pendiente cero en ambos 
puntos extremos (lo cual es correcto) sirve para comprobar los cálculos que genera¬ 
ron la figura. 

A continuación se describen otros casos de la viga vibrando que pueden inves¬ 
tigarse de la misma manera. 


Caso 1. Apoyada en cada extremo 

Las condiciones de frontera son 

y(0) = y"(0) = y{L) = y"(L) = 0. 

De acuerdo con el problema 8, la ecuación de frecuencias es sen x = 0, de tal mane¬ 
ra que Pn = njT y A'„(x) = sen mtx. Supóngase que la barra está hecha de acero (con 
densidad á = 7.75 g/cm^ y módulo de Young E = 2 X 10^^ dina/cm^) tiene una lon¬ 
gitud de 19 in y una sección transversal cuadrada en la esquina de « = 1 in (de tal 
manera que su momento de inercia es 7 = -¡y w"^). Determínense las primeras fre¬ 
cuencias naturales de vibración (en Hz). ¿Cómo suena esta barra cuando vibra? 
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Caso 2. Libre en cada extremo 

Las condiciones de frontera son 


^"(0) = y(3)(0) = /(L) = /^\L) = 0. 



Este caso modela, por ejemplo, una barra sin peso suspendida en el espacio en una 
nave en órbita. Muéstrese que la ecuación de frecuencia es cosh x eos x = 1 (aunque 
las eigenfunciones difieren de las que se obtienen para el caso fijo/fijo). Resuélvase 
esta ecuación (gráfica o numéricamente, como en la aplicación de la secc. 10.2) para 
aproximar algunas de las primeras frecuencias naturales de vibración de la misma 
barra considerada en el caso 1. ¿Cómo suena la barra ahora? 

Caso 3. Fija en x = 0, libre en x = L 

Ahora las condiciones en la frontera son 


FIGURA 10.3.8. Los clavados 

más espectaculares se determinan y(0) = y'(0) = y"{L) = y^^\L) = 0. 

por la ecuación de frecuencia del 
caso 3. 

Esta es una viga voladiza como el trampolín ilustrado en la figura 10.3.8. De acuer¬ 
do con el problema 15,1a ecuación de frecuencia es cosh x eos x = — 1. Aproxímen¬ 
se las primeras soluciones positivas de esta ecuación a fin de mostrar gráficamente 
que ~ {2n — í)7t/2 para n grande y determinar entonces las primeras frecuencias 
naturales de vibración (en Hz) del trampolín particular descrito en el problema 15. 
Estas deben ser las frecuencias a las cuales el clavadista debería impulsarse en ese 
trampolín hacia arriba y hacia abajo en el extremo libre para lograr un efecto máximo 
de resonancia. 


10.4 


Problemas en coordenadas cilindricas 



Cuando el laplaciano = u^x + Uyy + de una función u = u{x, y, z) se transfor¬ 
ma sustituyendo x = r eos 9,y = r sen 9, el resultado es el laplaciano en coordena¬ 
das cilindricas 


>- 


d^u í du 1 d^u d^u 
dr^ r dr r'^ d9^ dz^ 


( 1 ) 


(Véase, por ejemplo, el problema 45 de la secc. 12.7 de Edwards y Penney, Calculus 
Early Transcendentals, op. cit.) Para una aplicación típica, considérese un cilindro 
sólido uniforme muy largo de radio c, centrado a lo largo del eje z (fig. 10.4.1). Su¬ 
póngase que se calienta a una temperatura inicial “radialmente simétrica” (í = 0) que 
depende sólo de la distancia r desde el eje z (pero no de la coordenada angular 0 o de 
la altura z de un punto). Considérese también que iniciando en el tiempo í = 0 la 
condición en la frontera 

= 0 (2) 

r=c 


du 

(^\u + Pi¬ 
ar 


es impuesta en la superficie lateral r = c del cilindro. Nótense los siguientes casos 
especiales para la ecuación (2): 

• Se reduce a la condición u = 0 si Pi = iy ^2 = 0. 

• Se reduce a la condición de aislamiento = 0 si ¿dj = Oy ^2 = 1. 

• Se reduce a la condición de transferencia de calor hu + = 0 si Pi = h y 

Pi = 1 - 


FIGURA I0.4.I. Cilindro sólido 
uniforme grande de radio r = c. 














688 


Capítulo 10 Eigenvalores y problemas con valores en la frontera 


Es razonable esperar que la temperatura u dentro del cilindro en el tiempo t depende 
sólo de r, por lo que puede escribirse u = u(r, t). Entonces ugs = = 0; así, la sus¬ 

titución de (1) en la ecuación de calor Ut = obtiene el problema con valores en 
la frontera 


> 


du 

Jt 


/ d^u 1 9 m \ 
\ dr^ r dr ) 


(r < c, t > 0); 


Piu(c, t) + P 2 Ur{c, t) = 0, 
u(r,0) = f{r) (temperatura inicial). 


( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 


Para resolver este problema por separación de variables, se sustituye 

u{r, t) = R{r)T{r) 

en la ecuación (3); de este modo se obtiene 

R'T^ 

Ea división entre kRT resulta en 

R" + R'/r T' 

~R ~ kf ~~ 

Por tanto, R(r) debe satisfacer la ecuación 

„ 1 , 

R" + -R' + XR = 0, 
r 

de la misma manera que lo hace la ecuación fi\R{c) + = 0, que se obtiene a 

partir de la ecuación (4). Además, la ecuación 

T’ = - XkT 

implica que T{t) = con algún múltiplo constante. Debido a que la difusividad 
k es positiva, se sigue que X debe ser no negativa si T{t) permanece acotada conforme 
í ^ +CXD, como se requiere para el problema físico que representan las ecuaciones (3)- 
(5). Por tanto se escribe k = a^, de tal manera que la ecuación (8) toma la forma 

r^R" + rR’ + aVR = 0. (8') 


RT' = k[ R"T + - 
r 


( 6 ) 


( 7 ) 


( 8 ) 


Problema de Sturm-Liouville singular 

Ea ecuación (8’) es —con x = ry y(x) = i?(r)— la ecuación paramétrica de Bessel 

x^y" + xy' + aVy = 0 (9) 

de orden cero desarrollada en la sección 8.5. En general, recuérdese que la ecuación 
paramétrica de Bessel 

>■ y?-y" + xy’ + (aV - n^)y = 0 (10) 

tiene la solución general 


> 


y{x) = AJ„{ax) + BY„{ax) 


( 11 ) 
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si a > 0. Después de dividir entre x, la ecuación de Bessel dada en (10) toma la for¬ 
ma de Sturm-Liouville 


> 



X 


y + Xxy = 0 


( 12 ) 


con p(x) = X, q(x) = n^jx, r(x) = x y A = Se desea ahora determinar los valores 
no negativos de A para los cuales existe una solución de la ecuación (12) en (0, c) que 
es continua (junto con su derivada dyjdx) en el intervalo cerrado [0, c] y que satisfa¬ 
ce la condición de frontera 


Píjic) + Piy'ic) = o, 


(13) 


donde Piy P 2 son cero. 

El problema de Sturm-Liouville asociado con las ecuaciones (12) y (13) es 
singular debido a que p(0) = r(0) = 0 y q(x) +00 conforme x ^ 0'*', mientras que 
en el teorema 1 de la sección 10.1 se asumió que p(x) y r(x) eran positivas y que q(x) 
era continua en todo el intervalo. Este problema tampoco puede ajustarse al patrón 
de la sección 10.1, donde no se impone una condición similar a la dada en (13) en la 
frontera izquierda x = 0. Sin embargo, el requisito de que y(x) sea continua en [0, c] 
juega el papel de una condición de este tipo. Debido a que E„(x) ^ —00 conforme 
X ^ 0, la solución en la ecuación (11) para a > 0 puede ser continua en x = 0 sólo 
si B = 0, de tal manera que 


y(x) = J„{ax) 

con un múltiplo constante. Queda solamente por imponer la condición de la ecua¬ 
ción (13) en X = c. 

Es conveniente distinguir los casos P 2 — ^ y pues si P 2 = 0, la ecua¬ 

ción (13) toma la forma simple 

► y(c) = 0. (13a) 

Si P 2 ^ 0, se multiplica cada término en la ecuación (13) por c/ P 2 y entonces se es¬ 
cribe h = cP\lP 2 para obtener la condición equivalente 

>• hyic) + cy'(c) = 0. (13b) 

Se asume de aquí en adelante que h = 0. 

Caso 1. a = 0. Primero considérese la posibilidad de un eigenvalor nulo A = 0. Si 
A = 0 y n = 0, entonces la ecuación (12) se reduce a la ecuación (xy')’ = 0 con so¬ 
lución general 


y(x) = A In X + B, 

y la continuidad en [0, c] requiere que A = 0. Pero entonces la ecuación (13a) impli¬ 
ca que B = 0 al igual que en la ecuación (13b), a menos que h = 0, caso en el cual A 
= 0 es un eigenvalor con eigenfunción asociada y(x) = 1. 

Si A = 0 pero n> 0, entonces (12) es simplemente la ecuación 

x^y" + xy' — n^y = 0 

con la solución general (sustituyendo la solución de pmeba y = x*^ como en la secc. 9.7) 


y(x) = Ax” + Bx ", 
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y la continuidad en [0, c] requiere que B = 0. Pero es fácil verificar que y(x) = Ar" 
no satisface la ecuación (13a) ni la (13b) a menos que A = 0. De este modo, A = 0 no 
es un eigenvalor si n > 0. Por tanto, se ha demostrado que X = 0 es un eigenvalor 
del problema dado en (12)-(13) si y sólo si n = h = 0 y la condición de frontera en 
X = c es y'{x) = 0, en cuya circunstancia una eigenfunción asociada es y(v) = 1. En 
este caso se escribe 


A=0 y yo(x)=l. 

Caso 2, X > 0. Si A > 0, entonces A = > 0, y en este caso la única solución de 

la ecuación (12) que es continua en [0, c] con un múltiplo constante, 

y{x) = Jn{ax). 

Entonces la ecuación (13a) implica que Jniac) = 0; en otras palabras, ac debe ser 
una raíz positiva de la ecuación 

> Ux) = 0. (14a) 

Recuérdese de la sección 8.5 que las gráficas de Jo(x) y Jfx) son como las que se 
muestran en la figura 10.4.2. Ea gráfica de y„(x) para n > 1 se parece a las de Jiix), 
incluso en el caso en que y„(0) = 0. En particular, para cada n = 1, 2, 3,..., la ecua¬ 
ción (14a) tiene una sucesión infinita creciente {Ynkfk^i de raíces positivas tales que 
Ynk +00 conforme k -foo. Estas raíces para n á 8 y X ^ 20 se proporcionan en 
la tabla 9.5 de Abramowitz y Stegun: Handbook of Mathematical Functions. 


y 



FIGURA 10.4.2. Gráficas de las funciones de 
Bessel Jo{x) y J\{x). 

Si y(x) = y„(ü'x), de tal manera que dyjdx = aJ¡fax), entonces la ecuación 
(13b) implica que 

hJ„{ac) + acJ[fac) = 0 
esto es, que ac es una raíz positiva de la ecuación 

> hJn{x) + xJ'„{x)=0. (14b) 

Se sabe que esta ecuación también tiene una sucesión infinita creciente {Ynkfk = \ de 
raíces positivas que divergen a -foo. Si = 0, entonces la ecuación (14b) se reduce 
a JXx) = 0; las raíces de esta ecuación se encuentran en la tabla 9.5 de Abramowitz 
y Stegun, op. cit. En el caso importante en que n = 0, las primeras cinco raíces de la 
ecuación (14b) para varios valores de h pueden encontrarse en la tabla 9.7 de la mis¬ 
ma obra. 

Si cualquiera de las condiciones en la frontera en las ecuaciones (13a) y (13b) 
se cumple, entonces el X-ésimo eigenvalor positivo es 
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donde se escribe para la ^-ésima raíz positiva correspondiente de las ecuaciones 
(14a) o (14b); la eigenfunción asociada es 


> 


ni.) = J. (f) . 


La tabla en la figura 10.4.3 resume lo anterior para una rápida referencia. El caso 
excepcional en que n = h = 0 corresponde a la condición en la frontera y'(c) = 0 se 
menciona por separado. Se han analizado sólo eigenvalores no negativos, pero pue¬ 
de probarse que el problema en (12)-(13) no tiene eigenvalores negativos. Véase 
secc. 78 de R. V. Churchill y J. W. Brown, Fourier Series and Boundary Valué 
Problems, 3a. ed. (McGraw-Hill, Nueva York, 1978.) 


Condiciones de frontera 

Eigenvalores 

Eigenfnnciones 

asociadas 

Caso 1: y(c) = 0 

h = yllc^\ 



{ las raíces positivas 

ykix) = J„ 


de Jnix) = 0 


Caso 2: hy{c) -P cy'(c) = 0; 

II 

■Je 


h y n ambas diferentes de cero 

1 ) 4 )” las raíces positivas 

ykix) = Jn ( —) 


dehJ„(x) +xJ¡^(x) =0 


Caso 3: y'{c) = 0, 

Xq =o,kk = yllc^\ 

yoix) = 1, 

n = 0 

{ ) 4 )“ las raíces positivas 

ykix) = Jo 


de 7ó(x) = 0 


FIGURA 10.4.3. Eigenvalores y eigenfunciones del problema singular de Sturm-Liouville 


d 

dx 


dy^ 

dx 


- y -P y^xy = 0, ySiy(c) -P Piy'ic) = 0 en [0, c]. 

X 


Serie de Fourier-Bessel 

Ahora que se sabe que el problema singular de Sturm-Liouville en (12)-(13) tiene 
una secuencia infinita de eigenvalores y eigenfunciones asociadas similares a las 
del problema regular de Sturm-Liouville, se pueden analizar los desarrollos de la 
eigenfunción en términos de series. En los casos 1 o 2 de la figura 10.4.3 se espera 
una función suave por tramos/(x) en [0, c] que tenga una serie de la eigenfunción de 
la forma 


OO OO 

^ /(-^) = ( —) . (15) 

k=í k=í '' 

mientras que en el caso de excepción 3 la serie tendrá también un término constante 
co correspondiente a Aq = 0, yü(-*) — 1. Si la conclusión del teorema 2 de la sección 
10.1 se ha de cumplir (a pesar de que sus hipótesis no se satisfagan), entonces las 
eigenfunciones 

(f)' 


J, 


k = 1, 2, 3, ... 
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deben ser ortogonales en [0, c] con función de peso r{x) = x. De hecho, si se sustituye 
pix) = r(x) = X y 


yÁx) = J„ , y'kix) 



en la ecuación (22) de la sección 10.1, el resultado es 





= YjJniydJñiyj) - yiJniyj)Jñiyi)- 


(16) 


Es claro que la cantidad en la ecuación (16) es cero si y¡ y y, son ambas raíces de la 
ecuación (14a) y„(x) = 0, mientras que si son raíces de la ecuación (14b), ésta se 
reduce a 


'Aí(yí) [ Jn(.yj} [ — o. 

En cualquier caso, se observa que si i j, entonces 

f\j.(^)j,{^)d, = 0. (17) 

Esta ortogonalidad con la función de peso r(x) = x es lo que se necesita para 
determinar los coeficientes de la serie de la eigenfunción en la ecuación (15). Si se 
multiplica cada término de la ecuación (15) por xy„(y¿x/c) y se integra término a 
término, se obtiene 


j xf(x)Jn{p^^dx 



dx 



por la ecuación (17). Entonces 


Ck 



xfix)JniykX/c) dx 


X [JniykX/c)f dx 


(18) 


Con estos coeficientes, la serie expresada en la ecuación (15) se denomina serie de 
Fourier-Bessel. Se sabe que una serie de Eourier-Bessel para una función suave por 
tramos/(x) satisface la conclusión de convergencia del teorema 3 de la sección 10.1. 
Esto es, converge en el valor promedio ^ [/(x+) +/(x—)] en cada punto de (0, c) y 
por tanto en el valor/(x) en cada punto interior de continuidad. 
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Coeficientes de Fourier-Bessel 

A pesar de su apariencia, las integrales en el denominador de la ecuación (18) no son 
difíciles de evaluar. Supóngase que y{x) = J„iax), de tal manera que y(n) satisface la 
ecuación paramétrica de Bessel de orden n, 

d [ dy 

— X — 

dx L dx 

Al multiplicar esta ecuación por 2xy'(x) e integrar por partes (problema 8), puede 
obtenerse fácilmente la fórmula 


+ ¡a^x- —j y = 0. 


(19) 


2a^ í x[Jn{ax)f'dx — a^c^\^J'^{ac)^ + — n^)[Jn{oic)f'. (20) 

Jo 

Supóngase ahora que a = yJc, donde Yk es una raíz de la ecuación y„(v) = 0. Apli¬ 
camos la ecuación (20) así como la fórmula de recurrencia 

xJ'^ix) = nJ„{x) — xJ„+\{x) 

de la sección 8.5, lo que implica que Jn{yk) = ~Jn+\{yk)^ el resultado es 

i ^ = Y = y [Jn+Áyk)f- (21) 


Los otros datos de la figura 10.4.4 se obtienen de manera similar a partir de la ecua¬ 
ción (20). Las series de Fourier-Bessel con n = 0 son las más comunes (problema 9). 
Las formas que toman en los tres casos se presentan a continuación. 


[Yk] T Raíces positivas 
de la ecuación 


Valor<iejr‘qy.(í^)]’á. 


Caso 1: Jn{x) = 0 

Caso 2: hJ„{x) + xJ'^{x) = 0 

(« y h diferentes de cero) 

Caso 3: J¿ix) = 0 


y Un+ÁYk)f 

c\yl -n^ + /F) 


UÁYk)f 


£.2 

y UüiYk)]^ 


FIGURA 10.4.4. 

Caso 1. Con n = 0: Si {Ka;)T=i raíces positivas de la ecuación Jq{x) = 0, 

entonces 


fcr ' c •' 

-y f xf{x)jQ(^J—) dx. 

c^{Jx{Yk)f h ^c) 


Ck = 


( 22 ) 
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Caso 2. Con n = 0: Si {Ykfk = \ son las raíces positivas de la ecuación hJ^^x) + J¿ 
(x) = 0 con h> 0, entonces 


f(x) 


Ck 



^Yk 


c^ivi + h^)[Joiyk)l 


j xfix)Jo (^) 


dx. 


(23) 


Caso 3. Si [Yi^°k=\ son las raíces positivas de la ecuación J¡£x) = 0, entonces (pro¬ 
blema 10) 


/(x) = Co -h ^ CkJo ) ; 

tí ^ ^ ^ 

(24a) 

2 r 


cq = — \ xf{x)dx. 

(24b) 

Jo 


Ck= 2 í ( ) dx. 

(24c) 

cHMYk)f Jo ^ c / 



Aplicaciones 


Ejemplo 1 


Supóngase que un cilindro grande de radio c tiene temperatura inicial constante u{r, 0) 
= «o- Encuéntrese u{r, t) en cada uno de los tres casos siguientes: 


(a) u{c, í) = 0 (temperatura cero en la frontera); 

(b) La frontera del cilindro está aislada, tal que u,{c, í) = 0; 

(c) La transferencia de calor se presenta a través de la frontera del cilindro, de tal 
manera que 


Hu{c, t) + Kuric, t) = 0, donde H>Q,K>Q. 

Solución Con u{r, t) = R{r)T{t) se vio previamente que A = > 0 en la ecuación (7), tal 

que 

r^R" + rR' + aVR = 0 (25) 


y 


r = -oí^kT. (26) 

La ecuación (25) es la ecuación paramétrica de Bessel de orden cero, y sus únicas 
soluciones no triviales continuas en [0, c] son de la forma 

R(r) = AJoiar). (27) 


Pero los valores posibles de a dependen de las condiciones en la frontera que se 
impongan. 
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Caso (a). Temperatura cero en la frontera. La condición u{c, í) = 0 hace que Ric) 
= A/o(ac) = 0, de tal manera que ac debe ser una de las raíces {Ykfk=\ ecuación 
Jq{x) = 0. Así, los eigenvalores y las eigenfunciones son 


A 


n 



Rnir) = Jo(pp) 


(28) 


para n = 1, 2, 3,... Entonces la ecuación 



resulta en 


r„(í) = exp - 




con un factor constante. De este modo, la serie 




c„ exp 


n=\ 


Vikt 


H'f) 


(29) 


satisface formalmente la ecuación de calor y la condición en la frontera u{c, t) = 0. 
Sólo falta elegir los coeficientes de tal manera que 


OO 

í(r, 0) = ^c„yo 


= «o- 


n=l 


Así, debido a que JoiVtd — 0, la ecuación (22) obtiene 

2uo 


Cn — 


cHJl(Yn)f 

2uo 




YfVhiY, 

2uo 


( Yn^\ 

—^ / xJo(x)dx {x = -) 

'«)] Jo \ c / 


Yn 


xJlix) = 


2uo 


YH-fdYn)] l Jo YnJÁYn) 


Aquí se utilizó la integral 


j xJ(j{x)dx=xJi{x) + C. 


n 

Yn 

/i(F«) 

1 

2.40483 

+0.51915 

2 

5.52008 

-0.34026 

3 

8.65373 

+0.27145 

4 

11.79153 

-0.23246 

5 

14.93092 

+0.20655 


FIGURA 10.4.5. Raíces de 

My) = 0. 


En la sustitución de los coeficientes ¡c,,} de la ecuación (29) finalmente se obtiene 


OO 

u(r, t) = 2uo 

n=l 


1 


Yn J 1 (y«) 


exp 


-y^kt 




(30) 


Dada la presencia de factores exponenciales, normalmente sólo son necesarios po¬ 
cos términos para los cálculos numéricos. Eos datos requeridos para los primeros 
cinco términos se presentan en la figura 10.4.5. Por ejemplo, supóngase que el cilin¬ 
dro tiene radio c = 10 cm, está hecho de hierro con difusividad térmica ^ = 0.15 y 
tiene temperatura inicial uniforme de uq = 100 °C en toda su extensión. Por consi- 
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guíente, debido a que ^oCO) = 1, se encuentra de la ecuación (30) que la temperatura 
en su eje (r = 0) después de 2 min (í = 120) será 

oo I 

m(0, 120) = 200 

„_1 YnJ\iyn) 

^ 200 • (0.28283 - 0.00221 + 0.00000-); 

así m( 0, 120) alcanzará aproximadamente 56.12 °C. 

Caso (b). Frontera aislada. En este caso el calor no se escapa del cilindro caliente, 
por lo que ciertamente debe encontrarse que su temperatura permanece constante: 
u{r, t) = Mo- Como m(c, í) = 0 implica que R{c) = 0, se tiene n = /z = 0 en la ecuación 
(14b), y de este modo se cumple el caso 3 de la figura 10.4.3. Por tanto, Aq = 0 es un 
eigenvalor con eigenfunción asociada i?o(n) — 1 ■ Una solución de la ecuación (26) es 
TqIí) = 1. Los eigenvalores positivos son nuevamente dados por la ecuación (28), 
excepto que ahora los números son las raíces positivas de /¿(x) = 0. De este 
modo, la solución toma la forma 

uir, í) = co + ^c„ exp -^o (~) ’ 

n=l ^ ^ 


y se desea que 


y r 

u{r,0) = co + ^c„/o (~) = “o- 


n=l 


Pero ahora las fórmulas de los coeficientes del caso 3 dadas en (24) obtienen 


- I , 2mo 

co = — ruodr = —^ 


-r 

2 


= wo; 


Cn — 


_2 r 

^2^ frjjm dr= , , r.MOdx 

cHUVnlf h Ve/ Y^[UYn)f h 


2uq 


-\Yn 


xJlix) 


y„ [■/o(y«)] L Jo YnVJoiVn)] 


lUüJiiYn) 


= 0 


debido a que J\{Ytd ~ = 0- Así, se encuentra que u{r, t) = mq, como era de 

esperar. 


Caso (c). Transferencia de calor en la frontera. La sustitución de R(r) = Jtfar) en 
la condición de frontera HR(c) + KR'(c) = 0 obtiene la ecuación 

H Mac) + KaJ¡¡(ac) = 0 

que toma la forma 


hJo(ac) + acJ^iac) = 0 


(31) 


con h = cFl/K > 0 Comparando la ecuación (31) con la (14b), se observa que se 
tiene el caso 2 en la figura 10.4.3 con n = 0. Por tanto, los eigenvalores y las eigen- 
funciones asociadas están dados por 


= ^, = 4 (f), 


A, 


(32) 



10.4 Problemas en coordenadas cilindricas 697 


Ejemplo 2 


Solución 


donde {y„)'f son las raíces positivas de la ecuación hJ^ix) + xJq{x) = 0. Ahora, T' = 
— XkT como antes; en consecuencia, la solución es de la forma 


(.0 = i;c,exp(-^).„(^) 

n=l ' ^ 


(33) 


y la ecuación (23) resulta en 


Cn — 


2uoy^ 


c^iy^ + h^)lMyn)f 

2u(¡ 


i (t-) 


(y^ + h^)lJoiyn)] 


r / ^ , 2Moy„yi(y„) 

2 / xJo{x)dx = - 

Jo 


(y2 + /i2) [Joiyn)f 


Por tanto. 


OO 

u(x, t) = 2 uq 

72=1 


ynJviyn) 

{yi + h^)[Uyn)f 



(34) 


Supóngase que una membrana circular flexible de radio c vibra bajo una tensión T de 
tal manera que su desplazamiento (normal) u depende solamente del tiempo í y de la 
distancia r respecto de su centro. (Éste es el caso de vibraciones radiales.) Entonces 
u = u(r, t) satisface la ecuación diferencial parcial 


d^u 

W 


= a^V^u = a^ 


/ d^u 1 9m \ 
\ dr^ r dr ) 


(35) 


donde a^ = T/p y u{c, í) = 0 si la frontera de la membrana es fija. Encuéntrense las 
frecuencias naturales y los modos normales de vibración radial de la membrana. 


Aplicando el método de la sección 10.3, la sustitución de la función u{r, t) = R{r) sen 
(üt en la ecuación (35) resulta en 


—ütR sen (ot = a^ { R" sen mí + -7?' sen mí ). 


Así, m y R{r) deben satisfacer la ecuación 


r^R" + rR' +‘^r^R = 0, 


(36) 


al igual que la condición R(c) = 0 que resulta de m(c, í) = 0. Ea ecuación (36) es la 
ecuación paramétrica de Bessel de orden cero con parámetro a = m/a, y su única 
solución no trivial es (con un múltiplo constante) 

/ mr \ / me \ 

R(r) = Jo —j ; por tanto i?(c) = Jq —j = 0, 
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de tal manera que wcja debe ser una de las raíces positivas de la ecuación JqÍx) 
= 0. Así, la n-ésima frecuencia (angular) natural y su correspondiente modo de 
vibración natural son 



FIGURA 10.4.6. Sección 
transversal de la membrana 
circular vibrando. 


Yna j (ynr\ 

ctí„ = -, u„(r, í) = Jo I-I sen-. (j/) 

c \ c / c 

Al inspeccionar la tabla de valores de {y„) en la figura 10.4.5 se observa que las fre¬ 
cuencias naturales más altas no son múltiplos enteros de u>\ = ésta es la 

razón por la cual el sonido de una cabeza de tambor circular vibrando no se percibe 
armónico. La vibración de la membrana en el «-ésimo modo normal de (37) se ilustra 
en la figura 10.4.6, la cual muestra una sección transversal vertical que atraviesa el 
centro de la cabeza del tambor. Además de la frontera r = c, existen n — l círculos fi¬ 
jos, llamados círculos nodales, con radios r¡ = yflYm i — 1, 2,..., « — 1. Las regio¬ 
nes anulares de la membrana entre pares consecutivos de círculos nodales se mueven 
alternativamente hacia arriba y hacia abajo entre las superficies u = ±yo(Knt-/c). La 
figura 10.4.7 muestra cómo es la superficie u = 7o(y„r/c) para n = 1, 2, 3 y 4. ■ 






FIGURA 10.4.7. Superficie u = Jo(Ynf/c) para n = 1, 2, 3, 4. 


10.4 


Problemas 


I. Suponga que la membrana circular del ejemplo 2 tiene 
posición inicial u(r, 0) =f(r) y velocidad inicial 0) = 0. 
Obtenga por separación de variables la solución 

, , r(Ynr\ Y„at 

u(r,t) = > c„ Jo I -) eos-, 

íi—1 ^ ^ 

donde jynj'f son las raíces positivas de Jq(x) = 0 y 


[7i (y, 


[\f(r)Jo(—)dr. 

'«)] Jo ^ c í 


2. Asuma que la membrana circular del ejemplo 2 tiene po¬ 
sición inicial u(r, 0) = 0 y velocidad inicial Ui{r, 0) = vq 
(constante). Determine la solución 


tí(r, t) 


2cvo 

a 


E 


n = l 


MYnrIc) sen(y„flf/c) 

y,?A(y„) 


donde {/„)“son las raíces positivas de Jo(x) = 0. 

3. (a) Encuentre u{r, t) en el caso en que la membrana circu¬ 
lar del ejemplo 2 tiene posición inicial u{r, 0) = 0 y velo¬ 
cidad inicial 
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Urir, 0) = < pyte^ 


si o ^ r ^ e. 


0 si e < r < c. 


7. Sea c = 1 y L = +oo, tal que el cilindro es semi-infinito. 
Si u{r, 0) = Uq, hu(l, z) + u^\, z) =0 (transferencia de 
calor en la superficie cilindrica) y u{r, z) está acotada con¬ 
forme z —> + 00 , encuentre la solución 


(b) Utilice el hecho de que \J\{x)yx — > j conforme x —> 
0 para encontrar el valor limite del resultado en la parte 
(a) conforme e —> 0. Se debe obtener 

aPü 7ü(y„r-/c) sen()/„aí/c) 
u(r,t) = —— > -r-, 

donde {/„)“son las raíces positivas de Jü(x) = 0. Esta fun¬ 
ción describe el movimiento de una cabeza de tambor re¬ 
sultante de un impulso con momento inicial Pq en su 
centro. 

4. (a) Una placa circular de radio c tiene caras aisladas y ca¬ 
pacidad calorífica de s calorías por grado por centímetro 
cuadrado. Determine u(r, t) dado que u(c, í) = 0 y 


u{r, z) 


OO 

2 /!Mo 

n=\ 


exp(-y„z)/o(/„r) 

ÍY^ +hyja{yn) 


donde [ynf\ son las raíces positivas de la ecuación hJo(x) 
= xJi(x). 

8. Inicie con la ecuación paramétrica de Bessel de orden n 


d 

dx 


dy 

dx 


+ [ay - — ] y = 0. 


(38) 


Multiplicando cada término por 2x dyjdx, escriba el re¬ 
sultado como 


d 

dx 



+ {a^x^ 


= 0. 


siO^r^e, 

u{r, 0) = <1 

0 si 6 < r < c. 


(b) Tome del resultado del inciso (a) el límite conforme 
e —> 0 para obtener 


qo 


u(r, t) = —^ exp 


1 


y?) Mí?) 


[donde {y„fi son las raíces positivas de Jo(x) = 0] para la 
temperatura resultante luego de inyectar qo calorías de ca¬ 
lor en el centro de la placa. 

Los problemas 5 al 7 se refieren a la temperatura estacionaria 
u = u(r, z) de un cilindro sólido de radio r = c con base z = 0 
y parte superior z = L, dado que u satisface la ecuación de 
Laplace 


Integre cada término por medio de la integración por par¬ 
tes en el segundo término para conseguir 



+ {a^x^ 


C 



Sustituya finalmente y{x) = Jo(ax) como una solución de 
la ecuación (38) para obtener la fórmula de la ecuación 
(20) del texto. 

9. Este problema proporciona las integrales de los coeficien¬ 
tes para la serie de Eourier-Bessel con n = 0. (a) Sustituya 
n = 0 en el resultado del problema 8 para obtener la fór¬ 
mula integral 



X [7o(«.*)]^ dx 


j{lMac)f + lMac)f). (39) 


(b) Suponga que a = yjc, donde es la raíz de la ecua¬ 
ción Jífix) = 0. Deduzca que 


1 9ií 9 ^m ^ 

r 9r 9z^ 

5. Si u{r, L) = «o y si resto de la superficie del cilindro se 
mantienen a temperatura cero, utilice separación de varia¬ 
bles para obtener la solución 


u{r, z) 


OO 


2mo 

n = l 


MYiLIc) 

YnJliYn) 


senh (ynZic) 
senh (y„L/c) ’ 


donde son las raíces positivas de Jo(x) = 0. 

6. (a) Si u(r, L) = f(r), u{r, 0) = 0 y la superficie cilindrica 
r = c está aislada, obtenga una solución de la forma 

u{r, z) = coZ + '^CnJo ) senh—, 

donde jy^lT son las raíces positivas de Jó{x) = 0. (b) 
Suponga que/(r) = uq (constante) y deduzca del resulta¬ 
do del inciso (a) que u{r, z) = uqzIL. 


(c) Suponga que a = yjc, donde es una raíz de la 
ecuación Jq{x) = 0. Compruebe que 

I dx = j[Joiyúf . 

(d) Presuma que a = yi/c, donde es la raíz de la ecua¬ 
ción hJfyX) + xJq(x) = 0. Muestre que 

r r íYkX\y c^(y?+hy , 

Jo ^ ( c )J ^ 2y^ [Mrúf . 

10. Suponga que j^mlT son las raíces positivas de la ecuación 
Jó (x) = 0 y que 


f(x) = Co + 


tc-jy-f)- 


(40) 
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(a) Multiplique cada lado de la ecuación (40) por x y des¬ 
pués integre término a término dex = 0ax = c para mos¬ 
trar que 


2 


‘^0= ~í 



dx. 


(b) Multiplique cada lado de la ecuación (40) por 
xJq(y^/c) y después integre término a término para pro¬ 
bar que 


[Jo{Ym)\ 


j xf(x)Jo(^^^^ dx. 


11. Si una membrana circular con frontera fija se somete a 
una fuerza periódica Fq sen wt por unidad de masa unifor¬ 
memente distribuida sobre la membrana, entonces su fun¬ 
ción de su desplazamiento u{r, f) satisface la ecuación 

d^u 2 ( 1 

dF \ dr^ r dr 


^ + Fq sen u>t. 


Sustituya u{r, t) = R(r) sen cút para encontrar una solución 
periódica estacionaria. 

12. Considere un cable colgando verticalmente de longitud L 
y peso w por unidad de longitud, con el extremo superior 
fijo en .r = L y el extremo de abajo libre en x = 0, como 
se muestra en la figura 10.4.8. Cuando el cable vibra 
transversalmente, su función de desplazamiento y(x, t) sa¬ 
tisface la ecuación 

w d^y 9 / 9y \ 

-- = — wx — 

g dF 9x \ 9x / 


debido a que la tensión es r(x) = wx. Sustituya la función 
y(x, f) = X(x) sen wt y aplique el teorema de la sección 8.6 
para resolver la ecuación diferencial ordinaria resultante. 
Deduzca de la solución que las frecuencias naturales de 
vibración del cable colgando están dadas por 

y« / ^ 


donde {y„)'f son las raíces de Jo(x) = 0. Históricamente, 
este problema fue el primero en el cual aparecieron las 
funciones de Bessel. 


x = L- 


jc = 0 - 


FIGURA 10.4.8. Cable del problema 12 
colgando verticalmente. 

Los problemas 13 al 15 se refieren al canal de un océano de 
longitud L (véase lafig. 10.4.9 para una vista superior). Su 


sección transversal vertical en x es rectangular con espesor 
w(x) y profundidad h(x); esta última es la profundidad de 
equilibrio del agua en x. Considere una corriente periódica en 
el canal de tal manera que el desplazamiento vertical de la 
superficie del agua es y(x, t) = X(x) eos wt en el tiempo t. En¬ 
tonces y(x, t) satisface la ecuación 


w(x) d^y 
g dC 


d 

dx 


w(x)h(x) 


9y 

dx 


Sea yo = X{L) la amplitud de la corriente en la desembocadu¬ 
ra del canal. 



FIGURA 10.4.9. Canal de los problemas 
13 al 15. 


13. Suponga que w(x) = wx y h(x) = h (una constante). 
Muestre que 


y(x, t) = yo 


7o (w)x/v^) 
7o {vuL^f^) 


eos wt. 


(Sugerencia: aplique el teorema de la secc. 8.6.) 

14. Suponga que w(x) = w (una constante) y que h(x) = hx. 
Demuestre que 


y(x, í) = yo 


7o {2w^x/gh) 

Jo [Iwy/Lj^) 


eos wt. 


15. Suponga que w(x) = wx y h(x) = hx con w y h constan¬ 
tes. Pruebe que 

^ ^ ¡T 7i (Iw^xlgh) 

y (x, f) = yo J --=^ eos wt. 

V X 7i (Iw^Llgh) 

16. Si 0 < a < b, entonces el problema del eigenvalor 


d 

dx 



-|- Lxy = 0, 


y (a) 


y(b) = 0 


para la ecuación paramétrica de Bessel de orden cero es 
un problema regular de Sturm-Liouville. Con base en el 
problema 1 de la sección 10.1 se sabe que tiene una suce¬ 
sión infinita de eigenvalores no negativos, (a) Pruebe que 
cero no es un eigenvalor. (b) Demuestre que el n-ésimo 
eigenvalor es X„ = donde {Ynff son las raíces positivas 
de la ecuación 


Jo(ax)Yo(bx) — Jo(bx)Yo(ax) = 0. 


(41) 
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Las primeras cinco raíces de la ecuación (41) para diferen¬ 
tes valores de a/¿i se muestran en la tabla 9.7 de Abramowitz 
y Stegun: Handbook of Mathematical Functions. (c) 
Compruebe que una eigenfunción asociada es 

R„{x) = Yo(y„a)Jo(y^) - Jo{y„d)Yo(y^). (42) 

17. Suponga que una membrana anular con densidad constan¬ 
te p (por unidad de área) se estira bajo una tensión cons¬ 
tante T entre los círculos r = ayr = b> a. Muestre que 
su n-ésima frecuencia (angular) natural es = y„y/Tlp, 
donde {y„)‘fkon las raíces positivas de la ecuación (41). 

18. Suponga que el depósito cilindrico infinito a S r S ¿i tie¬ 
ne temperatura inicial u{r, 0) = f(r), y después de un 
tiempo u(a, t) = u{b, t) = 0. Por separación de variables, 
obtenga la solución 

OO 

u(r,t) = '^c„exp{-y^kt) Rn{r), 

n=\ 


donde /?„(r) es la función de la ecuación (42) y 

pb pb 

Cn / r[R„(r)f dr= / rf(r)R„(r) dr. 

Ja Ja 

19. Considere un depósito cilindrico semi-infinito 
0 < a ^ r S b, z = 0. 

Si u(a, z) = u(b, z) = 0 y u(r, 0) = /(r), encuentre por se¬ 
paración de variables la temperatura estacionaria 

OO 

u(r,z) = y^c„exp(-/nz) R„(r), 

n=l 

donde {c„) y {7?,¡) toman las formas dadas en los problemas 
18 y 16. 


10.4 Aplicación 


Funciones de Bessel y cilindros calentados 


n 

Yn 

1 

2.4048 

2 

5.5201 

3 

8.6537 

4 

11.7915 

5 

14.9309 

6 

18.0711 

7 

21.2116 

8 

24.3525 

9 

27.4935 

10 

30.6346 


FIGURA 10.4.10. Primeras 10 
raíces positivas de Jo(x) = 0. 


Aquí se presenta una investigación numérica basada en el programa Maple de la 
función de temperatura 



de la varilla cilindrica calentada referida en el ejemplo 1 de esta sección. 

Se asume que la varilla cilindrica tiene radio c = 10 cm, temperatura inicial 
constante uq = 100° y difusividad térmica k = 0.15 (para el hierro). Los coeficientes 
de la ecuación (1) dependen de la condición impuesta en la frontera r = c del 
cilindro. En el caso de una condición de frontera cero u(c, t) = 0, la ecuación (30) de 
esta sección implica que = 2uqI{ yj donde las {/„)“ son las soluciones po¬ 
sitivas de la ecuación Jq{x) = 0. 

Conociendo que y\ ~ 2.4 y que las raíces sucesivas difieren por el valor de tt, 
pueden aproximarse los primeros 20 valores de y„ utilizando las instrucciones de 
Maple 

g := array(l..20): # g for gamma 

for n from 1 to 20 do 

g[n] :=fsolve(BesselJ(0,x)=0, x = 2.4 + (n-l)*Pi): 
od: 

La tabla en la figura 10.4.10 muestra los primeros 10 valores de y„. Entonces, los 
primeros 20 coeficientes de (1) se calculan por medio de las instrucciones 


a := array(l..20): 
c := 10: uO := 100: k := 0.15: 

for n from 1 to 20 do 

a[n] : =2*u0/(g[n]*BesselJ(1, g[n])): 
od: 


Por último, la siguiente función de Maple suma los términos correspondientes de la 
serie: 


u := (r, t) -> sum(a[n] *exp(-g[n] ^2*k*t/c^2=i= 

BesselJ(0, g[n]*r/c), n = 1..20); 
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La gráfica de u{r, 120) en la figura 10.4.11 muestra cómo después de 2 min la tem¬ 
peratura dentro de la varilla varía con respecto a la distancia r desde su centro, y se 
observa que la temperatura en la línea central ha disminuido a menos de 60°. La 
gráfica de u(0, t) para un periodo de 5 min mostrada en la figura 10.4.12 indica que 
la temperatura en la línea central toma un poco más de 200 s para disminuir a 25°. 
De hecho, el cálculo 

fsolve(u(0, t) = 25, t = 200..250); 

revela que esto requiere cerca de 214 s. 

Considere su propia varilla cilindrica con temperatura inicial constante uq = 
100° para realizar una investigación similar, siendo c = 2p y k = qj 10, donde p es 
el dígito más grande diferente de cero de su número de matrícula de estudiante y q&\ 
más pequeño. 

Investigación A, Si la frontera cilindrica de la varilla se mantiene a temperatura 
cero m(c, t) = 0, se pueden realizar gráficas como las de las figuras 10.4.11 y 10.4.12, 
y luego determinar cuánto tiempo le tomará a la línea central de la varilla disminuir 
su temperatura a 25°. 



FIGURA I0.4.II. Temperatura FIGURA I0.4.I2. Temperatura FIGURA I0.4.I3. Gráfica 

como función de la distancia r de la línea central como función del y = Jq(x) — xj¿(x). 

desde la línea central de la varilla. tiempo t. 


Investigación B. Supóngase ahora una transferencia de calor en la frontera ci¬ 
lindrica de la varilla, de tal manera que los coeficientes en la serie dada en (1) son los 
que aparecen en la ecuación (34) de este texto. Asúmase que h = 1, tal que {/„)“ son 
ahora las raíces positivas de la ecuación 

Joix) + xJq{x) = Jq{x) — xJ\{x) = 0 (2) 

[debido a que Jq{x) = —/¡(x)]. La figura 10.4.13 muestra la gráfica del lado izquier¬ 
do de la ecuación (2) e indica que yi ~ 1.25 con raíces sucesivas difiriendo (como es 
usual) aproximadamente por el valor de tt. Determínese en este caso cuánto le toma 
a la línea central y a la frontera r = c disminuir ambas su temperatura a 25°. 


10.5 


Fenómenos en dimensiones superiores 


En esta sección se presenta la aplicación del método de separación de variables para 
el flujo de calor y problemas de vibración en los cuales se involucran dos o más va¬ 
riables espaciales. La sección incluye gran cantidad de ejemplos ilustrativos, proble¬ 
mas y proyectos agrupados de acuerdo con su solución en coordenadas rectangulares, 
cilindricas o esféricas dependiendo de cuáles sean más apropiadas para cada caso. 
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Aplicaciones de coordenadas rectangulares 
y serie de Fourier en dos dimensiones 

Como se indicó en la sección 9.7, el laplaciano en dos dimensiones toma la forma 


^ d^u d^u 


Por ejemplo, considérese una placa delgada situada en el plano xy con sus dos caras 
paralelas aisladas, de tal manera que el calor fluye dentro de la placa sólo en las di¬ 
recciones y y X. Si m(x, y, t) representa la temperatura dentro de la placa ubicada en 
el punto (x, y) en el tiempo í, entonces bajo las consideraciones estándar se concluye 
que u satisface la ecuación de calor en dos dimensiones 


— = = k 

dt 


d^u d^u\ 
dx^ dy^ ) 


( 1 ) 


Aquí k representa la difusividad térmica del material de la placa. La ecuación de 
calor en (1) determina el cambio de temperaturas al transcurrir el tiempo dentro de la 
placa. Nótese que si dr/dt = 0, entonces la ecuación de calor se reduce a la ecuación 
de Laplace V^m = 0, la cual (como en la secc. 9.7) determina la distribución de la 
temperatura en la placa en estado permanente. 

Si la placa es rectangular y se imponen condiciones homogéneas en la frontera 
a lo largo de sus cuatro esquinas, entonces el método de separación de variables 
puede aplicarse de manera directa. 


Ejemplo 1 


Supóngase que una placa rectangular delgada ocupa una región en el plano 0 ^ x = 
a,0 = y = b, que sus caras inferior y superior están aisladas y que sus cuatro esqui¬ 
nas se mantienen a temperatura cero. Si la función que representa la temperatura 
inicial de la placa es m(x, y, 0) =/(x, y), entonces su función de temperatura m(x, y, t) 
satisface el problema con valores en la frontera consistente en la ecuación de calor 
dada en (1) y las condiciones de frontera 


m( 0, y, t) = u{a, y, t) = u{x, 0, t) = m(x, b, t) = 0, (2) 

M(x,y, 0) =/(x,y). (3) 


Encuéntrese u{x, y, t). 

Solución Sustituyendo m(x, y, t) = X{x)Y{y)T{t) en la ecuación (1), y después dividiendo entre 
kXYT se obtiene 



kT X ^ Y ' 


Esta relación se cumple para toda x,yy t sólo si cada uno de los términos es constan¬ 
te, por lo que se puede escribir 


X" 

lí 


= -A, 



— {X + jx). 


(4) 


Tomando en cuenta las condiciones en la frontera dadas en (2), se observa que X(x) 
y Y{y) satisfacen los problemas de Sturm-Eiouville por separado 


X" -F AZ = 0, Z(0) = X{a) = 0 


( 5 ) 
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y 


Y" + fiY=0, y(0) = Y{b) = 0. 


( 6 ) 


Los eigenvalores y las eigenfunciones del conocido problema dado en (5) son 




2 2 
m JT 


Xm(x) = sen- 


niTCx 


(7) 


para m = 1, 2, 3,... De manera similar, los eigenvalores y las eigenfunciones del 
problema en (6) son 


n TT nny 

= —pT, Yniy) = sen—— (8) 

b 

para n = 1, 2, 3,... Se utilizan índices distintos m y n en (7) y (8) debido a que los 
dos problemas en las ecuaciones (5) y (6) son independientes uno del otro. 

Para cada par m, n de enteros positivos, debe resolverse la tercera ecuación 
en (4), 


Ymn — “(7-m + b'n)kTmn = “ ( ^ 1^ 


Con una constante multiplicativa, la solución de la ecuación (9) es 

Tmn(t) = exp(-y„^„^f), 


(9) 


( 10 ) 


donde 


/ rP- 

+ -. (11) 

Así, se ha encontrado una colección “doblemente infinita” de bloques de construc¬ 

ción, y se concluye que la serie “doblemente infinita” 

OO OO _ _ 

^ . mnx fiTty 

u{x,y,t) = 2_^2^c,„„exp(-y„,„^í)sen—— sen-^ (12) 

m = l n = l 

satisface formalmente la ecuación de calor dada en (1) y las condiciones de frontera 
homogéneas dadas en (2). 

Sólo falta determinar los coeficientes (Cmn), de tal manera que la serie también 
satisfaga la condición no homogénea 


mnx tiny 
i(x, y, 0) = 2^ 2^ c„,n sen-y)- 


m = 1 72 = 1 


b 


(13) 


Para ello, primero se agrupan los términos en esta serie de Fourier de dos dimensio¬ 
nes con el fin de mostrar el coeficiente total de sen(n7ry/ b) y escribir 


OO / OO 


fix, y) = X! (X! 


mnx\ nny 


sen- 


= 1 \772 = 1 


a 


(14) 
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PROBLEMA 1 


PROBLEMA 2 


Para cada x fija, se necesita entonces que la serie en (14) sea la serie seno de Fourier 
de/(x, y) enO ^ y ^ b. Esto será cierto siempre que 


E' 

ni = \ 


mnx 


sen- 


/■* nny 

fix, y) sen—dy. 


(15) 


El lado derecho en la ecuación (15) es, para cada n, una función F„{x)\ específica¬ 
mente. 


N rnjLÁ. 

F„(x) = > c,„„ sen-. (16) 

1 ^ 
m = l 

Esto requiere que c^n sea el m-ésimo coeficiente seno de Eourier de f’„(x) en 0 á x 
á a\ esto es, que 

2 ^ , mnx , 

Cnm = - / E„(-x)sen- dx. (17) 

a Jo a 

Si se sustituye el lado derecho en la ecuación (15) para E„(x) de la ecuación (17), 
finalmente se obtiene 


4 / / mnx nny , , 

Cmn =—r } / f{x,y)sen - sen—— dy dx (18) 

ab Jo Jo a b 

para m,n = l, 2, 3,... Con estos coeficientes, la serie dada en (13) es la serie seno 
de Fourier doble de/(x, y) en el rectángulo O^x^a, O^y^b, mientras que la 
serie en (12) satisface formalmente el problema con valores en la frontera definido 
en (l)-(3). ■ 

Supóngase que /(x, y) = mq, donde mq es una constante. Entonces se calculan los 
coeficientes dados en (18) para obtener la solución 


m(x, y, 0 


16mo wíTTx nny 

—^ > > -sen- sen—— 

TT^ ^mn a b 


m impar n impar 

Estímese que se remplazan las condiciones de frontera (2) en el ejemplo 1 con 


m(0, y, t) = m(x, o, t) = 0, 

hu(a, y, f) + UjJa, y, f) = hu{x, b, f) -F Uy{x, b, t) = 0. 

Así, las esquinas x = 0yy = 0se mantienen a temperatura cero, pero ahora hay una 
transferencia de calor a lo largo de las esquinas x = ay x = b. Entonces se obtiene 
la solución 


OO OO o 

, . / 2 ; ^mX Pny 

U{X, 0 = 2 ^ 2 ^ exp [-Ymn^t) 

m = \ /7 = 1 

donde y^n — + {fijb)^, {a^] son las raíces positivas de x = —x, {/6„} son las 

raíces positivas de hb tan x = —x, y 

4 r /"* r/ ^ j 

Cmn = , „ / / /(■^,y)sen- sen——dydx. 

Jo Jo ^ ^ 

donde = {ha + cos^a,„)/hy = {hb + cos^/l„)/fi. 
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PROYECTO A 


Supóngase que las tres esquinas x = 0, y = 0yy = ¿dela placa del ejemplo 1 se 
mantienen a temperatura cero, pero la cuarta esquina x = a está aislada, con las co¬ 
rrespondientes condiciones en la frontera 

m(0, y, í) = u{x, 0, f) = u{x, b, t) = Uyiyi, y, t) = 0. 

Si la temperatura inicial de la placa es u{x, y, 0) =f(x, y), demuéstrese que su función 
de temperatura está dada por 


. , , o , {2m-\)jTx nny 

i{x, y,t) = 2^ 2^ exp {-Ymn^t) sen-- sen^—, (19) 


m = \ n = \ 


2a 


b ’ 


donde 




pa pb 

Cmn = —r / fix, y) sen 

ab Jo Jo 2a 


4 , {2m — \)TTx njry 


sen- dy dx. 

b 


El resultado del problema 21 de la sección 9.3 puede ser de utilidad en este caso. Si 
/(x, y) = uo (constante), compruébese que la ecuación (19) obtiene 


lÓMo exp ( 

u{x,y,t) = —^ 2^ 2^ 


i mn 


7T^ 


m = l n impar 


{2m — \)n 


kt) (2m — l)7rx njty 

sen-;- sen——. (20) 


2a 


Considérese su propia placa para una investigación numérica, tomando uq = 
100, a = lOp, b = lOq y k = r/10, donde p y q son los dos dígitos más grandes 
diferentes de cero de su matrícula de estudiante y r es el más pequeño. Para este 
efecto, se grañca z = m(x, y, t) tomando valores típicos de t para veriñcar que cada 
una de estas gráñcas es simétrica con respecto a la línea media y = ¿7/2, de tal mane¬ 
ra que se concluye que la temperatura máxima de la placa se presenta en un punto de 
esta línea media (¿por qué?). Determínese entonces (se puede utilizar el método del 
proyecto de la secc. 10.2): 

• Cuánto tiempo se necesita para que la temperatura máxima en la esquina x = a 
disminuya a 25°; 

• Cuál es entonces la temperatura máxima en el interior de la placa. 


Vibraciones de membranas rectangulares 

Considérese ahora una membrana flexible de dos dimensiones cuya posición de 
equilibrio ocupa una región en el plano horizontal xy. Supóngase que esta membrana 
vibra hacia arriba y hacia abajo, siendo m(x, y, t) su desplazamiento (normal) vertical 
en el punto (x, y) en el tiempo f. Si T y p representan la tensión y la densidad de la 
membrana (por unidad de área), respectivamente, entonces bajo las consideraciones 
estándar se concluye que la función que describe el desplazamiento m(x, y, t) satisfa¬ 
ce la ecuación de onda de dos dimensiones 


d^u 


2 v72 2 

c \ U = c 


/ d^u d^u\ 

\9x^ dy^) ’ 


( 21 ) 


donde = T/p. 
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PROBLEMA 3 


PROBLEMA 4 


Suponga que la membrana rectangular 0^x = a, O^y^b se libera desde el repo¬ 
so con un desplazamiento inicial u(x, y, t) = f{x, y). Si las cuatro esquinas de la 
membrana se mantienen fijas con desplazamiento cero, entonces la función de des¬ 
plazamiento u(x, y, t) satisface el problema con valores en la frontera consistente en 
la ecuación de onda dada en ( 21 ) y las condiciones en la frontera 

m( 0 , y, t) = u{a, y, f) = u{x, 0 , í) = u{x, b, t) = 0 , 

u{x, y, 0 ) = f{x, y) (posición inicial) ( 22 ) 

u,(x, y, 0 ) (velocidad inicial) 

Obténgase ahora la solución 

C» OO _ _ 

x—v mnx njty 

u{x,y,t) = } > c™, eos y„,„cí sen- sen——, (23) 

“ “ a b 

m = \. 77 = 1 

donde los números {y,„„| y los coeficientes están dados por las fórmulas ( 11 ) y 
(18), respectivamente. 

El mn-ésimo término en la ecuación (23) define el mn-ésimo modo de oscila¬ 
ción natural de la membrana rectangular, con función de desplazamiento 

mjtx njvy 

Umnix, y, t) = sen- sen—— eos y„,„cí. (24) 

a b 

De este modo la membrana viaja arriba y abajo entre superficies (imaginarias) 

mjtx nny 

u = ±sen- sen- 

a b 

con frecuencia angular cOmn = YmnC de oscilación. La figura 10.5.1 ilustra cómo son 
estas superficies para valores pequeños típicos demyn. Sic = \ y a = b = n (por 
ejemplo), entonces las frecuencias sucesivas 


íWi 2 = ÍU 21 = ^ 2.24, (W 22 = ^ 2.83, 

ÍU 13 = CU 31 = VTo ^ 3.16, CU 23 = CU 32 = VT^ ^ 3.61, 

ÍU 33 = '>yi 8 ^ 4.24, ... 

son múltiplos no enteros de la frecuencia fundamental (jú\\= 'Jl ~ 1.41. Esto sugiere 
correctamente que el sonido de vibración de una membrana rectangular no es armó¬ 
nico y por tanto normalmente se percibe como ruido más que como música. 

Supóngase que la membrana en el problema 3 es un pandero cuadrado que se coloca 
en posición vertical y transversal en una camioneta pickup, la cual golpea una pared 
de ladrillo en el tiempo í = 0. Entonces la membrana se pone en movimiento 
con desplazamiento inicial cero y velocidad inicial constante, de tal manera que 
las condiciones iniciales son 


u(x, y, 0 ) = 0 , u,{x, y, 0 ) = vg (una constante). 

Obténgase la solución 


u(x, y, t) 


16 ufi 


TT^C 


E E 


777 impar n impar 


mnx 

-sen- 

mny,nn a 


nny 

sen- 

b 
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PROYECTO B 


{71, 7C) 

n - -- 1 



f{x, y) = x f{x, y) = K-x 



( 0 , 0 ) 71 X 


FIGURA 10.5.2. Definición por 
tramos de la función “tienda de 
campaña”. 



(c) «1 = 3, « = 2 (d) «1 = 3, « = 3 


mTTX nny 

FIGURA 10.5.1. Superficies de la forma u = sen- sen-. 

a b 

Suponga que la membrana cuadrada 0^x = Jt,0=y = Jt es pulsada en su punto 
central y se pone en movimiento partiendo del reposo con la función de posición 
inicial 


u{x, y, 0) = f{x, y) = min[x, y, n — x, tt — y}, (25) 

cuya gráfica sobre el cuadrado 0áx = 7r, O^y^TTse asemeja a una tienda de 
campaña o pirámide con base cuadrada con altura 7r/2 en su centro. Así, la función 
“tienda de campaña”/(x, y) es el análogo de dos dimensiones de la conocida función 
triangular en una dimensión. Puede definirse por segmentos como se indica en la fi¬ 
gura 10.5.2. 

Utilícese un sistema de álgebra en computadora como Maple o Mathematica 
para mostrar que la fórmula de la integral doble dada en (18) obtiene que c„„ = 0 si 
m A n y 


4 

—- para n impar 
Tzn^ 

0 para n par. 

Por tanto, se concluye de (23) que la función de desplazamiento resultante de la 
membrana está dada por 

4 T-^sennx sennycosníV2 

u{x, y,t)=- y -^-. (26) 

n impar 

¿Es claro que —debido a que la suma en (26) no contiene términos con n— la 
función u{x, y, t) es periódica (en í) con periodo ir\/21 El hecho de que la función 
“tienda de campaña” dada en (25) produce de esta manera una vibración “musical” 
de una membrana cuadrada fue ya mencionado por John Polking. Ea figura 10.5.3 
muestra algunas fotografías instantáneas típicas de esta vibración. 


Cnn — 


2[i-(-ir] 


7tn^ 











10.5 Fenómenos en dimensiones superiores 709 



FIGURA 10.5.4. Cilindro sólido 
del ejemplo 2. 


Ejemplo 2 






(d)f = 371/16 


FIGURA 10.5.3. Vibraciones de la membrana cuadrada con periodo P = 


Aplicaciones de coordenadas polares 

En problemas que involucran regiones con una simetría circular alrededor del origen 
en un plano (o en el eje z vertical en el espacio), es conveniente usar coordenadas 
polares (o cilindricas). En la sección 9.7 se presentó la expresión del laplaciano de 
dos dimensiones en términos de coordenadas polares del conocido plano (r, 0) para 
el cual X = r eos 9y y = r sen 9. Recuérdese de la ecuación (1) en la sección 10.4 
que el laplaciano de tres dimensiones para una función u(r, 9, t) expresado en coor¬ 
denadas cilindricas está dado por 


d^u í du 1 d^u d^u 
g ^2 r dr r'^ d9^ dz^ 


(27) 


Si u es independiente de 0 o z, entonces la segunda derivada correspondiente en el 
lado derecho de la ecuación (27) desaparece. 


Supóngase que el cilindro sólido Oárác, 0^z = /ídela figura 10.5.4 está hecho 
de un material uniforme con difusividad térmica k y tiene una temperatura inicial 
axialmente simétrica u(r, z, 0) = f(r, z), que es independiente de 9. Si la frontera del 
cilindro —que consta de una superficie cilindrica vertical r = c, y una tapa y fondo 
circular superior e inferior— se mantiene a temperatura cero (debido, tal vez, a que 
el cilindro está sumergido en hielo en el tiempo t = 0), entonces la función de la 
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PROBLEMA 5 


PROBLEMA 6 


temperatura axialmente simétrica resultante u{r, z, t) satisface el problema con valo¬ 
res en la frontera 


du T 

— = kV^u =k 
dt 


/ d^u 1 du d^u\ 

r dr dz^j ’ 


u{c, z, t) = u(r, 0 , t) = u{r, h, t) = 0 , 

(temperatura cero en la frontera) 

u{r, z, 0 ) = /(r, z). 

(temperatura inicial dada) 


(28) 

(29) 

(30) 


Los siguientes dos casos ilustran una solución de este problema de calor donde la 
temperatura inicial es constante. 

Muéstrese que la sustitución 


u{r, z, i) = R{r)Z{z)T{,t) 


en la ecuación (28) logra la separación de las variables 


r^R" -f rR' + aVR = 0, 

R{c) = 0; 

(31) 

Z" -f = 0, 

N) 

0 

II 

N 

II 

0 

(32) 

r = + 0^)kT. 


(33) 


Nótese que la ecuación diferencial en (31) es la ecuación paramétrica de Bessel de 
orden cero para R{r), y que (31) tiene los eigenvalores y las eigenfunciones dadas en 
el caso 1 de la tabla de la figura 10.4.2. Por supuesto, las ecuaciones diferenciales 
dadas en (32) y (33) tienen las conocidas soluciones trigonométricas y exponencia¬ 
les. Obténgase entonces la solución formal en términos de series 


OO OO 

u{r, z,t) = XI X! exp (-A„,„^í) 7o sen 


'¡ = 1 n = l 


UTTZ 


(34) 


donde las { 5 /^)“son las soluciones positivas de la ecuación 7o(x) 
tra en el proyecto de la secc. 10.4), 


J _ 'rn I 
^mn — o ~ 




0 (como se mues- 


(35) 


y los coeficientes de la ecuación (34) son proporcionados por la fórmula 


^mn 


hcHMYn,)V 


ff 


rf{r, z)7o 


(Ymr\ nnz 


I sen- dz dr. 

h 


(36) 


La deducción de la ecuación (36) es similar a la de la fórmula de los coeficientes de 
la serie de Fourier doble dada en (18). 


Si la función de temperatura inicial es constante/(r, z) — uq, dedúzcase de las ecua¬ 
ciones (34) y (36) que 


u{r, z, t) 


8mo 

ir 


OO exp ( 

EE- 


m = \ n impar 


kt) 7o (^) 
nYmJÁYm) 


nnz 

sen- 

h 


( 37 ) 


donde se define en la ecuación (35). 
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PROYECTO C 


PROYECTO D 


Considérese el cilindro calentado para realizar una investigación propia similar esti¬ 
mando uq = 100, h = ÍOp, c = 5q y k 5 r/10, donde p y q son los dos dígitos más 
grandes diferentes de cero de su matrícula de estudiante y r es el más pequeño. Se 
debe partir, al igual que en los problemas 5 y 6 , de que la temperatura en la frontera 
es cero, y grañcar la superñcie z = u{r, z, t) para valores típicos de f, con objeto de 
comprobar la suposición físicamente posible de que, en cualquier tiempo t, la tem¬ 
peratura máxima dentro del cilindro se presenta en su punto central, donde r = 0 y 
z = /z/2. Puede ser de utilidad construir las gráñcas de 

1 , u como función de r con z = hjl y t constante; y 

2. u como función de z con t = Oy t constante. 

Determínese entonces cuánto tiempo le toma a la temperatura máxima dentro del 
cilindro disminuir a 25°. 

Repítase esta investigación manteniendo la temperatura en cero en la base 
inferior y en la superñcie curva del cilindro, pero con su tapa aislada, tal que las 
condiciones en la frontera en (29) sean reemplazadas con 

m(c, z, t) = u(r, 0, í) = u¡^r, h, f) = 0. 


Utilizando (como en el proyecto A) el resultado del problema 21 de la sección 9.3, 
debe encontrarse que (37) se reemplaza con 


u{r, z, t) 


/I 7 (y>nr\ (2w - l)7rz 

o oo oo exp(-A„„U)yo - sen - - - 

_ Ve/ _ 2h 

^ {In - l)y,nJ\{ym) 


(38) 


donde 

^ ( 2 „ - 1 ) 2^2 
c2 ^ 4/l2 

¿Es posible que la temperatura máxima del cilindro se presente ahora siempre en el 
centro de su tapa? Compruébese esta conjetura con las gráñcas necesarias. Determí¬ 
nese también cuánto tiempo le toma a la temperatura máxima disminuir a 25°. 


En este proyecto se trabaja con una membrana circular uniforme de radio a vibrando. 
Si las funciones de desplazamiento y velocidad iniciales de la membrana dependen 
de las coordenadas polares ry 6, entonces la ecuación de onda dada en (19) toma la 
forma de las coordenadas polares 


d^u , , , / d^u 1 9m 1 d^u\ 


(39) 


Si la membrana se libera partiendo del reposo en el tiempo f = 0, y a partir de ese 
momento su frontera se mantiene ñja (de esta manera en el círculo r = ase tiene que 
el desplazamiento u siempre es cero), entonces la función de desplazamiento de la 
membrana u(r, 6, t) satisface la ecuación (39) y las condiciones en la frontera 


u(a, 9,t) = 0 

(frontera ñja) 

(40) 

u{r, 9, 0)=f(r,9) 

(desplazamiento inicial dado). 

(41) 

u,{r, ti, 0 ) = 0 

(velocidad inicial cero). 

(42) 


Complete los detalles de la solución presentada a continuación. Muéstrese pri¬ 
mero que la sustitución 


M(r, e, t) = R{t)®{,e)T{t) 
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X 


FIGURA 10.5.5. Gráficas y ceros 
iniciales de las primeras funciones 
de Bessel. 


en la ecuación (39) obtiene la separación de las variables 


Y" 


R" + -R' 
_ r 

R 


&" 

j-2q 


H —= —a^ (constante). 


( 43 ) 


Por consiguiente 


T" + ü-Vr = 0, r(0) = 0 


(44) 


implica que, con un múltiplo constante, 


T{t) = eos act. 


(45) 


En seguida, la igualdad en el lado derecho de (43) obtiene la ecuación 


r^R" + rR’ 
R 


H-= 0 

0 


0 " 


(46) 


de la cual se concluye que 


0 " 


0 


—(constante). 


(47) 


Para que una solución 0(0) de 0" + /1^0 = 0 tenga la periodicidad necesaria de 
periodo lit, el parámetro ^ debe ser un entero, de modo que se tienen las soluciones 
en Q 


<dn{0) 


I COS n9, 
sen n9 


(48) 


para n = 1,2, 3,... 

La sustitución de 0'70 = — en (46) obtiene ahora la ecuación paramétrica 
de Bessel 


r^R" + rR' + {aV - n^)R = 0 (49) 

de orden n, con solución acotada Jn{c¿r). Debido a que la condición en la frontera 
cero en (4) hace que Jnifiia) = 0, el caso 1 de la tabla de la figura 10.4.2 obtiene las 
r-eigenfunciones 


Rmnir) = (m = 1, 2, 3, ... ; u = 0, 1, 2,... ), (50) 

donde Ymn representa la m-ésima solución positiva de la ecuación y„(x) = 0. Puede 
obtenerse el valor numérico aproximado de Ymn estimando primero el valor rj ~ Yin 
de la primera raíz por inspección de una gráfica de y„(x) como la de la figura 10.5.5, 
y utilizando después una instrucción como la de Mathematica 


FindRoot[ BesselJ[n,x] == 0, {r, rl + (m - l)*pi}] 
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Finalmente, la sustitución de a^n = iymn)f‘^ en (45) obtiene la función en í 

r„„(r) = cos^^. (51) 

a 

Combinando (48), (50) y (51), se observa que el problema con valores en la frontera 
para la membrana circular que se libera partiendo del reposo tiene la solución formal 
en términos de series 


OO OO 


u{r,6,t) = ^ ^ Jn ^ ^ {a„i„ eos n9 + b„,„ sen nO) eos _ 


(52) 


>¡ = 1 n=0 


(D 

(a) m = 2, n= 1 



(b) m = \, n = 2 




(c) m = 2, « = 3 (d) m = 3, « = 2 

FIGURA 10.5.6. Círculos y 
radios nodales típicos de una 
membrana circular vibrando. 


Así, el modo natural de oscilación típico de la membrana circular vibrando con ve¬ 
locidad inicial cero es de la forma 

^ a I (y>nn^\ „ ymnCt /co', 

Umn {r, 0,t) = Jn i - ) COS flO COS - (53) 

\ a ' a 

o de la forma análoga en términos de sen nO en lugar de eos nO. De esta manera la 
membrana vibra con m — 1 círculos nodales fijos (así como en su frontera r = a) con 
radios 


yjna -10 1 

rjn = —— paray = 1, 2 ,..., m — 1. 

ymn 

Además, la membrana tiene 2n radios nodales fijos espaciados en ángulos de jr/n, 
iniciando con 6 = Jtliln). La figura 10.5.6 muestra algunas configuraciones típicas de 
estos círculos y radios nodales, los cuales dividen al círculo en sectores anulares que 
se mueven alternativamente hacia arriba y hacia abajo conforme la membrana vibra. 

Frecuentemente no se requieren fórmulas para los coeficientes dados en (52) en 
el caso de aplicaciones prácticas que involucran membranas circulares vibrando. Se 
sugiere explorar las posibilidades de membranas vibrando graficando combinacio¬ 
nes lineales adecuadas de eigenfunciones definidas como en (53). Por ejemplo, la 
figura 10.5.7 muestra fotografías instantáneas de las oscilaciones definidas por 


u(r,6,t) = yi(y2ir) eos 0 eos y2ií + ■72(y32r) eos 20 eos y32Í (54) 


para una membrana circular con c = 1 y radio a = 1. Si se cuenta con hardware y 
software multimedia, podría ser divertido elaborar una película que muestre una os¬ 
cilación de este tipo. 

Aplicaciones de coordenadas esféricas 

En problemas que involucran regiones en el espacio con simetría esférica alrededor 
del origen, es adecuado utilizar las coordenadas esféricas indicadas en la figura 
10.5.8. El laplaciano en tres dimensiones para una función m(p, 0, 0) expresado en 
coordenadas esféricas está dado por 


V^M = — 




dp 


1 


dp ) smfdf \df 


du 
-— sen0 


d^U 


sen 


030 2 


(55) 


Nótese que p = y /representa la distancia del punto P desde el origen 
0\ 0 es el ángulo desde el eje positivo z hasta OP, y 0 es el ángulo ordinario en coor¬ 
denadas polares en el plano xy (aunque algunos textos invierten los papeles de 0 y 0). 
Obsérvese también que si u es independiente de p, 0 o 0, entonces el término corres¬ 
pondiente de la segunda derivada desaparece en el lado derecho de la ecuación (55). 
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Ejemplo 3 






FIGURA 10.5.7. Fotografías instantáneas de la vibración de la membrana circular 
definida por la ecuación (54). 



FIGURA 10.5.8. Determinación de las coordenadas 
esféricas del punto P. 


Supóngase que una función de temperatura axialmente simétrica g(</)) dada se impo¬ 
ne en la esfera frontera p = a de una bola sólida 0 ^ p á a, y se busca la función de 
la temperatura estacionaria axialmente simétrica resultante u{p, (p) dentro de la esfera. 
Debido a que u es independiente de 9, la ecuación de Laplace = 0 toma la forma 
[después de multiplicar por la ecuación (55)] 

d / ^du\ 1 d / du \ 

— \ p — I -f-1 — sen0 I = 0, (56) 

dp \ dp / sen4>d(p \d^ J 

con la única condición de frontera 


u{a, 4») = g((p) (temperatura en la frontera dada). 


(57) 
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PROBLEMA 7 


PROBLEMA 8 


PROBLEMA 9 


Los siguientes casos muestran una solución de este problema con valores en la fron¬ 
tera para encontrar la función de la temperatura u{p, (p). 

Muéstrese que la sustitución u{p, (p) = R(p)^((p) en la ecuación (56) obtiene la sepa¬ 
ración de las variables 


p^R” + 2pR' - Ai? = 0, (58) 

[(sen <^)0']' + A(sen 0)0 = 0, (59) 

donde A es la constante de separación habitual. No se tienen condiciones homogé¬ 
neas en la frontera para imponer, pero deben buscarse funciones continuas R(p) para 
0 ^ p ^ ay 0(0) para 0 ^ 0 á tt. La ecuación (58) sugiere el uso de la solución de 
prueba R(p) = pP, pero la ecuación (59) parece completamente desconocida. 

Pruébese que la sustitución 

X = eos 0, y{x) = 0(cos~' x) = 0(0) (—1 á x = 1) 

en la ecuación (59) obtiene la ecuación de Legendre 

(1 — y?)y" — 2xy -F Ay = 0 

presentada en la sección 8.2. Esta ecuación tiene una solución y(x) que es continua 
para —1 á x = 1 sólo si A = n(n +1), donde n es un entero no negativo. En este 
caso, y(x) es un múltiplo constante del n-ésimo polinomio de Legendre P„ix). De esta 
manera, se tienen eigenvalores y eigenfunciones de la ecuación (59) dados por 

X„ = n(n + 1), O„(0) = P„(cos 0) (60) 

para n = 1, 2, 3,... Recuérdese de la sección 8.2 que los primeros polinomios de 
Eegendre son 

Poix) = 1, Po(x) = 1, 

P2(x) = 1(3x2 - 1), Plix) = i(3x2 _ 

P4(x) = l(35x'‘- 30 x2-f3), 

Con A = n(n + 1), la ecuación (58) toma la forma 

p^R" + 2pR' - n{n -F l)R = 0. 

Muéstrese que la solución de prueba R{p) = p^ obtiene la solución general 

R(p) = Ap'‘ + ^. 

Pero aquí la continuidad en p = 0 implica que 5 = 0, de tal manera que se concluye 
que la eigenfunción de la ecuación (58) correspondiente a A„ = n(n + 1) es (un múl¬ 
tiplo constante de) i?„(p) = p”. De esta manera se han encontrado las soluciones de 
los bloques de construcción 

M„(P, 0) = p"P„(cos 0) {n = o, 1, 2,...) 

de la ecuación de Eaplace dada en (56). De la forma acostumbrada, el siguiente paso 
es escribir la solución formal en términos de series 

OO 

m(P, 0) = ^¿?„p"P„(cos0). 

n=0 


(61) 
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PROBLEMA 10 


PROBLEMA 11 


Sólo falta elegir los coeficientes en la ecuación (61) para satisfacer la condición no 
homogénea 

OO 

u(a, 0) = g(0) = ^fi„a"P„(cos0). 

n=0 


Con X = eos 4>,f{x) = g(0) = g(cos 'x) y c„ = esta ecuación toma la forma de 
la serie de Fourier-Legendre 


OO 

f{x) = Y^CnPnix), 

n=() 


(62) 


en la cual se expresa la función/(x) en [ — 1, 1] en términos de polinomios de Legen- 
dre. Dado que los polinomios de Legendre {Pn(x)fQ son mutuamente ortogonales en 
[—1, 1] con función de peso r(x) = 1, se aplica el método de series en términos de 
eigenfunciones formales de la sección 10.1 —multiplicando cada lado en la ecua¬ 
ción (62) por Pkix) e integrando término por término— para obtener Xa fórmula de 
los coeficientes de Fourier-Legendre 


Cfi — 


/: 


fix)P„ix)dx 




(x)]^ dx 


Pero entonces la integral conocida 



[P„(x)]^ dx = 


2 

2n -\- \ 


resulta en 


Cn 


2n + l f' 

2 J 1 


f{x)Pn(x) dx. 


(63) 


Muéstrese finalmente que esta elección de coeficientes proporciona la solución for¬ 
mal en términos de series 


/p \« 

í(p, 0) = P„(COS0) 


n=0 


del problema con valores en la frontera de las ecuaciones (56) y (57). 
Recuérdese la notación 

kü = k{k - 2){k - 4)...4-2 

para k par, y 

k\\ = k{k - 2){k - 4)...3-1 
para k impar. Utilícese la integral 


/' 


Pnix) dx 


1 

1 

2 


0 


(n - 2)!! 

(w+ 1)!! 


si n = 0, 
si n = 1, 
si n = 2, 4, 6 ... , 

si n = 3, 5, 7,... 


(64) 


(65) 
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1 . 0 - - 

0.5 - 

^ 0.0 - 

-0.5 - 
- 1.0 

_I_I__I_L_ 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


para obtener la serie de Fourier-Legendre 

í(x) = |Pi(x) - IP^ix) + jiPsU) - + • • • 

= \P,{x) + 

n impar ^' 

de la función de onda cuadrada 


( 66 ) 


FIGURA 10.5.9. Gráfica de la 
suma parcial con 25 términos de la 
serie de onda cuadrada de la 
ecuación (66). 


1 —1 si—l<x<0 , 

+ 1 Si0<x<l. 

En la figura 10.5.9 se presenta la gráfica de una suma parcial con 25 términos de la serie 
de la ecuación (66), que muestra el característico fenómeno de Gibbs cerca de x = 0. 


PROYECTO E 



En la figura 10.5.10 se observa una boya esférica sólida de radio a = 1 m flotando en 
el agua. Si la boya tiene gravedad específica uniforme <5 = 0.5 (la mitad de la densi¬ 
dad del agua), entonces se sumerge a una profundidad = 1 m como se muestra en 
la figura. Supóngase que la temperatura del agua es de 10° y la del aire de 20°. Se 
desea encontrar la función de la temperatura m(p, <p) dentro de la boya sujeta a la 
condición en la frontera 


0 ) = g( 0 ) = 


1 20 si 0 < 0 < 7r/2, 
10 si 7r/2 < (j) <Tt. 


Entonces 


/(x) = g(cos ^ x) 


10 si—l<x<0| 
20 si 0 < X < 1J 


15 -F 5í(x) 


FIGURA I0.5.I0. Boya esférica 
flotando con gravedad específica 
& = 0.5. 


en términos de la función escalón í(x) del problema 11 . Por tanto, con base en las 
ecuaciones (64) y (66) muéstrese que 


m(p, 0) = 15 -F ypPi(cos0) 



FIGURA I0.5.II. Boya flotando 
con densidad á < 0.5. 


+ 5 • + l) |”^^^;; p"P„(cos0). (67) 

n impar ^' 

n^3 

Debido a que los polinomios de Eegendre de grado impar tienen sólo términos de 
grado impar, se concluye de la ecuación (67) que la boya tiene una temperatura pro¬ 
medio constante de 15° en su sección transversal al nivel del agua (donde 0 = 7t/2). 
Como un primer paso en el uso de la serie dada en (67) para investigar la distribución 
de la temperatura dentro de la boya, deben sumarse los términos suficientes para 
graficar u como una función uiz) de altura x( — 1 = z = 1 ) en el eje vertical de sime¬ 
tría de la boya. Conociendo que m( 0) = 15, encuéntrense los valores numéricos de z 
para los cuales u = 12.5° y u = 17.5°. 

El problema de la boya se hace más interesante cuando la gravedad específica 
es menor que la mitad de la del agua, 0 < á < 0.5, de tal manera que la boya se hun¬ 
de menos en el agua como se observa en la figura 10.5.11. Ea ley de flotación de 
Arquímedes implica que la boya flota con la fracción S de su volumen total 4jt/3 
sumergido. Por tanto, la parte que queda por debajo del nivel del agua tiene un volu¬ 
men V = 471(5/3. Este volumen también se obtiene por la fórmula del volumen de un 
segmento de la esfera 

V = —(3r2 + fi2). 

6 
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Igualando las dos expresiones de V, para mostrar que la profundidad /z a la cual la 
boya se hunde en el agua es una solución de la ecuación cúbica 

- 3h^ + 45 = 0. ( 68 ) 


Para elegir su propia 5 —tal vez un décimo del dígito más pequeño diferente de cero 
de su número de matrícula de estudiante— se sugiere grañcar esta ecuación con el 
ñn de observar que tiene una sola raíz en el intervalo 0 < h < 1. Búsquese una 
aproximación de esta raíz h con una exactitud de al menos dos cifras decimales. 
Entonces la condición en la frontera (temperatura del agua de 10°, temperatura del 
aire de 20 °) corresponde a 


f(x) = 



si —l<x<h—l, 

ú h — \ < X < + \, 


tal que (63) obtiene la fórmula 


Cfi 



10P„(x) dx + 



20P„(x) dx 


(69) 


para los coeñcientes {Cnlo’en la serie 

OO 

u{p,(¡)) = 'Y^Cnp’' P„ (eos 0). (70) 

n=Q 

Ahora las preguntas —como la temperatura al nivel del agua dentro de la boya así 
como en qué punto preciso la temperatura de la boya es exactamente de 12.5°, 15° y 
17.5° — son más interesantes. Si /z 0, entonces es necesaria la integración numérica 
para evaluar las integrales dadas en (69). Por ejemplo, puede utilizarse la instrucción 
de Mathematica 


25 

20 

= 15 

10 

5 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 

z 


1 

1 

1 

u = 20 






u = u(z) 



o 

II 

_1 

_1 

1 

1 

1 

1 


FIGURA 10.5.12. Temperatura 
u{z) en el punto z del eje vertical 
de la boya con h = 0.5. 


c[n_] = ((2*n + l)/2* 

(10*NIntegrate[LegendreP[n,x], {x, -1, h - 1}] + 
(20’i<NIntegrate[LegendreP[n,x], {x, h - 1, 1}]) 

Expliqúese ahora por qué la ecuación (70) implica que la temperatura u(z) en el pun¬ 
to ( 0 , 0 , z) (en el eje vertical de simetría de la boya con — 1 ^ z á 1 ) está dada por 

OO 

uiz) = '^c„z’'. (71) 

Eligiendo 5 de tal manera que h = 0.5, la suma parcial de 50 términos en (71) se 
utilizó para grañcar u{z) como se muestra en la ñgura 10.5.12, donde se observa que 
la temperatura se incrementa de manera no lineal desde «(— 1 ) = 10 a m(1 ) = 20 . 
Utilizando la función FindRoot de Mathematica se encuentra que m(—0.6335) ~ 
12.5, m(- 0.3473) - 15 y m(0) = 17.5. 

Ahora la temperatura en el punto central de la sección transversal de la boya al 
nivel del agua es m(— 0.5) ~ 13.6603 (en lugar de la temperatura promedio de 15° que 
se podría ingenuamente esperar). En la ñgura 10.5.13 se observa que 


p = 'Jx^ + 0.25 y 4> = IX -arctan 12x1 

en un punto de la sección transversal al nivel del agua, a una distancia x del eje ver¬ 
tical de la boya. Ea gráñea de u (ahora como una función de x) mostrada en la ñgura 
10.5.14 se grañeó sustituyendo estas expresiones para p y 0 en una suma parcial de 
50 términos de la serie dada en (67). ¿Puede verse intuitivamente por qué conforme 
X se incrementa iniciando en cero, la temperatura m(x) primero disminuye y después 
aumenta rápidamente a m = 15° en el círculo en la frontera de la sección transversal 
al nivel del agua? 
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FIGURA 10.5.13. Sección 
transversal al nivel del agua con 


z = 


-0.5,-^ 


< ^ 
= 2 • 


15.0 I-^^- 

14.5 . . .— 

s 14.0 -!. . . -- 

«= 13.6603 ; 

13.5 -.V.... . 

13.0-1--i- 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 

X 








«=13.6 

603 ; 


FIGURA 10.5.14. Temperatura 
u(x) en la sección transversal de la 
boya al nivel del agua con 


h = 0.5. 


Ondas oceánicas y armónicas esféricas 


La ecuación (55) proporciona el laplaciano de tres dimensiones en coordenadas es¬ 
féricas. Por ejemplo, considérense las vibraciones radiales de la superficie de un 
planeta esférico elástico de radio c. Si u{(p, 9, t) representa el desplazamiento radial 
en el tiempo t del punto (0, 9) de la superficie p = c del planeta, entonces la ecuación 
de onda u,t = (con p = c y Up = 0) toma la forma 


d^u 




(72) 


donde h = aje, y 


V 


4 , 6 '' 


1 d 
sen0d</) 



-F 


1 d^U 
ser^íj) d9 ^ 


(73) 


En forma alternativa, la ecuación (72) modela las oscilaciones de las ondas de 
la marea en la superficie de un planeta esférico de radio c. En este caso, m(0, 9, t) 
representa el desplazamiento radial (desde el equilibrio) de la superficie del agua en 
el punto (0, 0), en el tiempo ty = ghfc^, donde h es la profundidad promedio del 
agua y g representa la aceleración gravitacional en la superficie del planeta. 

Ea separación de las variables 


m(0, 9, t) = 7(0, 9) T{t) 


en la ecuación (72) conduce a las eigenfunciones de la forma típica 

Mm„(0, 9, t) = 9) eos (ünt (74) 

para 0 ^ m ^ n = l,2,3,...Ea frecuencia de esta oscilación es co„ = b^n{n -f 1), y 
representa la armónica esférica definida por 

Ymn i(j>,9) = P™ (eos 0) cos m9 (75) 

en términos de la conocida función asociada de Legendre 

^-(x) = (1 - x2)'"/2/>W(x), (76) 

donde la m-ésima derivada del polinomio ordinario de Eegendre P„(x) aparece del 
lado derecho. 
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Considérense por ejemplo ondas de agua con una profundidad promedio h = 
1.25 (poco realista) moviéndose incontroladamente en la superficie de un planeta 
esférico pequeño de radio c = 5. En las figuras 10.5.15 y 10.5.16 se muestran un par 
de formas típicas de la superficie del agua de la forma p = c + hY^„{(¡), 0). 



FIGURA 10.5.15. Con m = 3yn = 9. 



FIGURA 10.5.16. Con m = 5yn= 13. 
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APÉNDICE _ 

Existencia y unicidad 
de soluciones 


de valor inicial de la forma 

y), y{a)=b (1) 

puede no tener (en un intervalo dado que contenga el punto x = a) una solución úni¬ 
ca. Por ejemplo, la respuesta al problema 33 de la sección 1.3 dice que el problema 
de valores iniciales 


En el capítulo 1 se vio que un problema 


dy ,, 

ax 


x^^+y^ = 0, y(0) = b (2) 

dx 

no tiene soluciones a menos de que ¿ = 0, y en este caso tiene un infinito número de 
soluciones. De acuerdo con el problema 31 de la sección 1.3, el problema de valor 
inicial 


^ = -\/l - y(0) = 1 (3) 

dx 

tiene dos soluciones distintas yi(x) — 1 y y 2 Í^) = eos x en el intervalo 0 ^ x = tt. En 
este apéndice se investigan las condiciones de la función/(x, y), suficientes para 
garantizar que el problema de valor inicial dado en (1) tenga una y sólo una solución, 
para después proceder a establecer los teoremas de existencia y unicidad presentados 
sin demostración en las secciones 1.3, 3.1, 3.2 y 4.1. 


A.l 


Existencia de soluciones 


El enfoque utilizado es el método de aproximaciones sucesivas desarrollado por el 
matemático francés Emile Picard (1856-1941). Este método se basa en el hecho de 
que la función y(x) satisface el problema de valor inicial dado en (1) en el intervalo 
abierto 7, que contiene x = a si y sólo si satisface la ecuación integral 


y(x) = b+í f{t,y{t))dt 


(4) 


724 


para toda x en 7. En particular, si y(x) satisface la ecuación (4), entonces se observa 
claramente que y(a) = b, y derivando ambos lados de (4) —utilizando el teorema 
fundamental del cálculo— se llega a la ecuación diferencial y'ix) =/(x, y(x)) 
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Ejemplo 1 


Para resolver la ecuación (4) se parte de la función inicial 

yo(x) = b, (5) 

definiendo posteriormente una sucesión iterativa yi, y 2 , de funciones que se 
espera sean convergentes a la solución. Específicamente, sean 

yi(x) = b+í f(t,yo(t))dt y y 2 (x) = b + í f(t,yi(t))dt. (6) 
Ja Ja 

En general, y „+1 se obtiene sustituyendo y„ por y en el lado derecho de la ecuación (4): 


yn+iix) = b+í f(t,y„(t))dt. (7) 


Supóngase que se sabe que cada una de estas funciones se define en algún 

intervalo abierto (el mismo para cada n) que contiene x = a,y que el límite 


y(x) = lím y„(x) 

n—>oo 

existe en cada punto de este intervalo. Entonces se concluye que 
y(x) = lím y„+i(x) = lím 

n—>oo n—>oo 


b + í fit, y„(í)) dt 


( 8 ) 


= b + lím f f{t, y„{t)) dt 

n^oo 

= b+ f fit, \imyn{t)\dt 

Ja ^ ' 


(9 

( 10 ) 


y por tanto que 


y(x) =b+ í f{t, y{t))dt, 


siempre que pueda validarse el intercambio de las operaciones del límite involucra¬ 
das al pasar de (9) a (10). Es razonable por tanto esperar que, bajo condiciones favo¬ 
rables, la sucesión ¡y„(x)) definida iterativamente por las ecuaciones (5) y (7) sea 
convergente a la solución y(x) de la ecuación integral dada en (4), y de esta manera 
a una solución del problema de valor inicial original dado en (1). 


Para aplicar el método de aproximaciones sucesivas al problema de valor inicial 


y<0) = i. 

dx 

se escriben las ecuaciones (5) y (7) para así obtener 

yo(x) = 1, y„+i(x) = l-b/ y„it)dt. 

Jo 

De la fórmula iterativa en (12) se obtiene 
yi(x) = l + í líií = l-|-x, 

Jo 


i 


y2(x) — (l+í)dí — 1-|-X-|- hx^, 


y3(x) — l í (l-|-í-|- dt — 1 -|- X -f |x^ -|- 
Jo 


1„2 , 13 

gX , 


( 11 ) 


(12) 
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y 


>’ 4 (x) — í í (l + í+ dt 

Jo 


— 1 + X + ^X^ + gX^ + ^x^. 


Es claro que se genera una sucesión de sumas parciales de una solución de series de 
potencias; de hecho, inmediatamente se reconoce que la serie corresponde a ^(x) = 
e^. No hay dificultad para demostrar que la función exponencial es la solución del 
problema de valor inicial dado en (11); además, el estudiante interesado puede veri¬ 
ficar (utilizando una prueba por inducción en n) que y„(x), obtenida en la forma an¬ 
terior, es de hecho la n-ésima suma parcial de la serie de Taylor centrada en cero para 
y(x) = e^. ■ 


Ejemplo 2 


Para aplicar el método de aproximaciones sucesivas al problema de valor inicial 


/ = 4xy, y(0) = 3, 
dx 


(13) 


se escriben las ecuaciones (5) y (7) de la misma manera que en el ejemplo 1. Se ob¬ 
tiene ahora 


yo(x) = 3, y„+i(x) = 3+ í Atyn{t)dt. 

Jo 


de la fórmula iterativa en (14) se obtiene 


y2(x) 

y3(x) 


= 3 + 

= 3 + 

= 3 + 


í 

f 

f 


(4í)(3)Jí = 3-h6x^ 

(4í)(3 -f 6í^) dt = 3 + 6 x^ -f 6x"^, 

(4í)(3 -f 6í^ -f 6í^) dt = 3 + 6x^ -|- óx"* -f 4x®, 


(14) 


y 4 (x) = 3-|- / {4t){3 + 6t^ + 6t‘^ + At^) dt 
Jo 

= 3 -f 6x^ -f 6x"^ -f 4x® -f 2x^. 

De nuevo es claro que se están generando sumas parciales de una solución en series 
de potencias. No es completamente evidente cuál es la función que tiene tal represen¬ 
tación en una serie de potencias como la anterior, pero el problema de valor inicial 
dado en (13) se resuelve fácilmente por separación de variables: 

/ \ a to 2\ a (2x^)" 

y(x) = 3 exp (2x ) = 3 2^-j— 

n=0 ”• 

= 3 -f 6x^ -f 6x^ -f 4x® -f 2x^ -f |x^° -f • • • . ■ 

En algunos casos tal vez sea necesario calcular un número mucho más grande 
de términos para identificar la solución o emplear una suma parcial de sus series con 
subíndice grande, con el fin de aproximar con exactitud la solución para x cerca de 
su valor inicial. Afortunadamente, sistemas de álgebra en computadora como Maple 
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Ejemplo 3 


y Mathematica pueden desarrollar las integraciones simbólicas (opuestas a las integra¬ 
ciones numéricas) del tipo de las presentadas en los ejemplos 1 y 2. Si es necesario, se 
pueden generar los primeros 100 términos para el ejemplo 2 en cuestión de minutos. 

En general, por supuesto, puede aplicarse el método de Picard cuando no pueda 
encontrarse una solución por métodos elementales. Supóngase que se obtiene un 
gran número de términos de lo que se cree es el desarrollo correcto de la solución en 
series de potencias. Deben tenerse condiciones bajo las cuales la secuencia ¡y„(x)} 
proporcionada por el método de aproximaciones sucesivas garantice de antemano 
que converge en una solución. Para esto es conveniente analizar el problema de valor 
inicial 

^ = f(x, t), x(a) = b (15) 

dt 

para un sistema de m ecuaciones de primer orden, donde 


■ Xi ■ 


r f' 1 


~ bi~ 

X2 


fi 


bi 

X3 

, f = 

h 

II 

h 

_ _ 


I 


b 

L _l 


Se observa que con ayuda de esta notación vectorial (la cual se introdujo en la 
secc. 5.1), la mayoría de los resultados respecto a una sola ecuación [escalar] x' = 
/(x, t) puede generalizarse a resultados análogos para un sistema de m ecuaciones de 
primer orden como el presentado de manera abreviada en (15). En consecuencia, el 
esfuerzo de utilizar la notación vectorial está ampliamente justificado por la genera¬ 
lidad que proporciona. 

El método de aproximaciones sucesivas para el sistema en (15) nos lleva a 
calcular la sucesión {x„(f))'o de las funciones vectoriales de í. 


x„(í) = 


Xlnit) 

X2n{t) 

XiniO 


L ^mn (0 _l 


definidas iterativamente por 

xo(a)sb, x„+i(í) = 




f(x„(í), s)ds. 


(16) 


Recuérdese que las funciones que forman el vector se integran de manera indepen¬ 
diente. 


Considérese el problema de valor inicial de m dimensiones 


— = Ax, x(0) = b 
di 


(17) 


para un sistema lineal homogéneo con matriz A de coeficientes constantes m X m. 
Eas ecuaciones en (16) toman la forma 

xo(í) = b, x„+i=b-|-/ Ax„{s)ds. 

Jo 


(18) 
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Así, 

Ab Jí = b + Abí = (I + Aí)b; 

A(b + Abí) ds = h + Abí + ^A^bí^ = (I + Ai + iA^í^)b 

A(b + Abí + iA^bí^) í/í = (I + Ai + íA^í^ + ÍA3í3)b. 

1 obtenido las primeras sumas parciales de la solución de la serie 

x(í) = = 

de (17), obtenida anteriormente en la sección 5.5. ■ 

La clave para establecer la convergencia en el método de aproximaciones su¬ 
cesivas es una condición apropiada en la razón a la cual f(x, i) cambia cuando x varía, 
manteniendo i fija. Si R es una región de {m + 1) dimensiones del espacio (x, i), 
entonces la función f(x, i) se dice que es continua en el sentido de Lipschitz en R 
si existe una constante A: > 0 tal que 

|f(xi, i) - f(x 2 , í)| ^/:|xi - X 2 I (20) 

Si (xi, i) y (X 2 , i) son puntos de R. Recuérdese que la norma de un punto m dimen¬ 
sional o vector x se define como 


E 

Kn=0 


(Ai)" 


(19) 


Xi(í) = 

X2(í) = 




X3(í) = 




De esta forma se bar 
exponencial 


X = 


X? -f X9 -f X? -f 


+ X„ 


( 21 ) 


Entonces |xi — X 2 I es simplemente la distancia euclidiana entre los puntos Xj y X 2 . 


Ejemplo 4 


Sea/(x, i) = x^ exp (—í^) sen i y i? la banda 0 
son ambos puntos de R, entonces 


á X á 2 en el plano xy. Si (xi, i) y (X 2 , i) 


|/(xi, i) -/(X 2 , í)| = |exp (-í^) sen í| • |xi + X 2 I • |xi - X 2 I á 4|xi - X 2 I, 

debido a que |exp( —í^) sen í| = 1 para toda i, y \x[ + X 2 I = 4 si tanto x\ como X 2 están 
en el intervalo [0,2]. De esta manera,/satisface la condición de Lipschitz dada en (20) 
con A: = 4 y por tanto es continua en el sentido de Lipschitz en la banda R. ■ 


Ejemplo 5 


Sea/(x, i) = i vdx en el rectángulo R formado por los puntos (x, i) del plano xí, para 
los cuales 0áx = lyO^íá 1. Entonces, considerando Xi = x, X 2 = 0 y i = 1, se 
encuentra que 


|/(x,l)-/( 0 ,l)| =^ = 4 =|x- 0 |. 

VX 

Debido a que x'^^ ^ +cxd conforme x ^ 0'*', se observa que la condición de Lipschitz 
en (20) no puede satisfacerse por alguna constante (finita) A: > 0. De esta manera, la 
función/, aunque obviamente continua en R, no es continua en el sentido de Lipschitz 
en R. ■ 
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Supóngase, sin embargo, que la función/(x, f) tiene una derivada parcial con¬ 
tinua/(x, t) en el rectángulo cerrado R en el plano xí, y que k es el valor máximo de 
l/’v(x, t)\ en R. Entonces el teorema del valor medio del cálculo diferencial obtiene 

|/(xi, t) - /(X 2 , í)| = |/t(x, t) ■ (Xl - X 2 )| 
para alguna x en (xi, X 2 ). Se concluye entonces que 

|/(Xi, t) - /(X2, í)| ^ ^|Xi - X 2 I 

debido a que \fx(x, í)| ^ k. Así, una función derivadle continua/(x, f) definida en el 
rectángulo cerrado es continua en el sentido de Lipschitz. Por lo general, el teorema 
del valor medio multivariable del cálculo avanzado puede utilizarse de manera simi¬ 
lar para demostrar que una. función con valores vectoriales f(x, f), formada con fun¬ 
ciones componentes derivables continuas en una región rectangular cerrada R en el 
espacio (x, t), es continua en el sentido de Lipschitz en R. 


Ejemplo 6 


La función/(x, f) = x^ es continua en el sentido de Lipschitz en cualquier región cerra¬ 
da [acotada] en el plano xí. Pero considérese esta función en una banda infinita R que 
consiste en los puntos (x, í) para los cuales 0 ^ í á 1, siendo x arbitraria. Entonces 

|/(Xi,í) - /(X2,í)| = \xl-xl\ = |Xi -hX2| • |Xi -X2I. 

Debido a que |xi + X 2 I puede hacerse arbitrariamente grande, se concluye que/no es 
continua en el sentido de Lipschitz en la banda infinita R. ■ 

Si 7 es un intervalo en el eje í, entonces el conjunto de todos los puntos (x, t) 
_ con f en 7 es una banda o plancha infinita en el espacio {m -f 1) (como se indica en la 
' fig. A.l). El ejemplo 6 muestra que la continuidad de f(x, í) en el sentido de Lipschtiz 
en una banda infinita de este tipo es una condición muy fuerte. No obstante, la exis¬ 
tencia de una solución al problema de valor inicial 


dx 

-j- = 0 , 

dt 


x{a) = b 


(15) 


bajo la hipótesis de continuidad de/en el sentido de Lipschitz en una banda de este 
FIGURA A.l. Banda infinita en tipo, es de considerable importancia, 
el espacio (m -I- 1). 

TEOREMA 1 Existencia global de soluciones 


Sea f una función de valores vectoriales (con m componentes) de m + 1 variables 
reales, y sea 7 un intervalo abierto [acotado o no acotado] conteniendo f = a. Si 
f(x, f) es continua y satisface la condición Lipschitz dada en (20) para toda f en 7, 
y para toda X\ y X 2 , entonces el problema de valor inicial en (15) tiene una solu¬ 
ción en el intervalo [entero] 7. 


Demostración. Se desea mostrar que la sucesión {x„(í))‘o de aproximaciones 
sucesivas determinada iterativamente por 


xo(a) = b. 


x„+i(í) = b-h 



f(x„(s),s)ds 


(16) 


converge a una solución x(í) dada en (15). Se observa que cada una de estas funcio¬ 
nes es a su vez continua en 7, de tal manera que cada una es una integral [indefinida] 
de una función continua. 

Puede asumirse que a = 0 debido a que la transformación t—>t-l-a convierte 
a (15) en un problema equivalente con punto inicial t = 0. Además, se considerará 
solamente la porción í S 0 del intervalo 7; los detalles para el caso f ^ 0 son muy 
similares. 
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La parte principal de la prueba consiste en mostrar que si [0, T\ es un intervalo 
cerrado (y acotado) contenido en 7, entonces la sucesión {x„(f)) converge uniforme¬ 
mente en [0, r] a una función límite x(í). Esto significa que, dado e > 0, existe un 
entero N tal que 


|x„(í) -x(í)| < e 


( 22 ) 


para toda n^ Ny toda t en [0, T]. En una convergencia ordinaria (tal vez no unifor¬ 
me), el entero N —donde se cumple (22) para toda n ^ N— puede depender de t no 
sólo para un único valor de N en toda t en I. Una vez que se ha establecido esta con¬ 
vergencia uniforme de la sucesión {x„(f)), las conclusiones siguientes se obtienen de 
teoremas estándar de cálculo avanzado (véanse las páginas 620-622 de A. E. Taylor 
y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3a ed., John Wiley, Nueva York, 1983): 


1, Ea función límite x(í) es continua en [0, T\. 

2. Si N se elige de tal manera que la desigualdad en (22) se cumple para n^ N, 
entonces la continuidad de f en el sentido de Eipschitz implica que 

|f(x„(í), t) - f(x(í), í)| ^ k|x„(í) - x(í)| < ke 


para toda t en [0, T] y n S N; de aquí se concluye que la sucesión {f(x„(í), í))o’ 
converge uniformemente en f(x(f), t) para [0, T\. 

3. Una sucesión o serie uniformemente convergente puede integrarse término a 
término, por lo que se concluye que, tomando límites en la fórmula iterativa 
dada en (16), 


b + lím f f(x,¡(í). 


x(í) = lím x„+i(í) = 

n—>oo 

= b + / lím f(x„(í), í) ds. 


s) ds 


asi. 


x(í) = b -h 



f(x(i), s) ds. 


(23) 


4. Debido a que la función x{t) es continua en [0, T], la ecuación integral dada en 
(23) [análoga al caso de una dimensión en (4)] implica que x'(í) = f(x(f), t) 
en [0, T]. Pero si esto es cierto en cada subintervalo cerrado del intervalo abier¬ 
to 7, entonces también es cierto en todo el intervalo entero 7. 


Por tanto, sólo queda por demostrar que la sucesión {x„(f)}‘o converge unifor¬ 
memente en el intervalo cerrado [0, T]. Sea así M el valor máximo de |f(b, f)| para t 
en [0, r], entonces 


|Xi(í) -Xo(í)| = 
Continuando, 


f 


f(xo(i), í) ds 


f 


S / \íih,s)\ds s Mt. (24) 


|X2(f) -xi(í)| = 
y en consecuencia, 


/' 


[f(Xi(5),5) - f(Xo(í),i)]í75 


/' 


Sk |xi(í) - xo(í)| rií. 




|x 2 (í) — xi(í)| ^ k / Msds=^kMt . 


(25) 
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Ahora se procede por inducción. Considérese que 


M {kty 

|x„(í) -x„_i(í)| ^ - - 

k ni 


Se concluye entonces que 

|x„+i(í) - x„(í)| = 


/ íix„{s),s) -íiXn-l(s),s)]ds 

Jo 


' I |x„ 

Jo 


Sk |x„(í)-x„_i(í)|í/5; 


y en consecuencia, 


^ M {ksY 

|x„+i(í) - x„(í)l ^ X / — •— —ds. 

Jo 


k n\ 

Una vez evaluada esta integral, se sigue entonces que 

M (U)"+' 


|x„+i(í) -x„(í)| ^ 


< _. 


k (n+1)! 


(26) 


De esta manera, (26) se cumple en [0, T\ para toda n^l. 

Por tanto, los términos de la serie infinita 

OO 

n=\ 

son dominados (en magnitud en el intervalo [0, 7]) por los términos de la serie con¬ 
vergente 


^ M {kTY+^ M 
^ T ' (n + 1)! “ ~k 

n=l ^ ' 


(28) 


la cual es una serie de constantes positivas. Por esto se concluye que (de la prueba M 
de Weierstrass en las páginas 618-619 de Taylor y Mann) las series dadas en (27) 
convergen uniformemente en [0, T]. Pero la secuencia de sumas parciales de esta 
serie es simplemente la sucesión original {x„(f))‘o de aproximaciones sucesivas, de tal 
manera que la prueba del teorema 1 está completa finalmente. A 


Sistemas lineales 


Una aplicación importante del teorema de existencia global recién dado está en el 
problema de valor inicial 

^ = A(í)x-bg(í), x(a) = b (29) 

dt 

para un sistema lineal, donde la función matricial A(í) de m X m y la función con 
valores vectoriales g(í) son continuas en un intervalo [acotado o no acotado] abierto 
7, el cual contiene el punto t = a. Para aplicar el teorema 1 al sistema lineal dado en 
(29), debe notarse primero que se requiere, para cada subintervalo cerrado y acotado 
J en 7, que exista sólo una constante de Lipschitz k tal que 

|f(Xi,í)-f(X2,í)| ^¿|xi-X 2 I (20) 

para toda í en 7 (y toda Xj y X 2 ). De esta manera, no se necesita una sola constante de 
Lipschitz para todo el intervalo abierto 7. 
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En (29) se tiene que f(x, t) = A(í)x + g, tal que 

f(xi, t) - f(x 2 , t) = A(í)(xi - X 2 ). (30) 

Por tanto, es suficiente mostrar que si A(í) es continua en el intervalo cerrado y aco¬ 
tado y, entonces existe una constante k tal que 

|A(í)x| ^ k\x\ (31) 


para toda t en J. Pero esto se concluye del hecho (problema 17) de que 


|Ax| ^ ||A|| . |x|, 


(32) 


donde la norma || A|| de la matriz A se define como 


1/2 


II AII = EKO' 

Vo=i 


(33) 


Debido a que A(í) es continua en el intervalo cerrado y acotado J, la norma ||A|| está 
acotada en J, por lo que se llega a la ecuación (31), como era deseado. Así se tiene el 
siguiente teorema de existencia global para el problema de valor inicial dado en (29). 


TEOREMA 2 Existencia para sistemas lineales 

Sean la función matricial A(í) de m X m y la función de valores vectoriales g(í) 
continuas en el intervalo [acotado o no acotado] abierto I, el cual contiene el pun¬ 
to í = a. Entonces el problema de valor inicial 

^ = A(í)x-bg(í), x(a) = b (29) 

dt 

tiene una solución en el intervalo [entero] I. 


Como se vio en la sección 4.1, el problema de valor inicial de m-ésimo orden 

-b • • • -b am-i{t)x' + am{t)x = p{t), 

x{a)=bo, x\a) = b\, ..., = b^-x (34) 

se convierte fácilmente en un sistema equivalente m X m de la forma en (29). Eue- 
go se sigue del teorema 2 que si las funciones ai(í), a 2 {t),..., aj,t) y p{t) en (34) son 
todas continuas en el intervalo [acotado y no acotado] abierto I que contiene t = a, 
entonces el problema de valor inicial en (34) tiene una solución en el intervalo [en¬ 
tero] 7. 


Existencia local 


En el caso de un problema de valor inicial no lineal 

— = f(x, í), x(a) = b, (35) 

dt 

la hipótesis del teorema 1 de que f satisface una condición Eipschitz en una plancha 
(x, t) (í en I para toda x) no es realista y raramente se satisface. Esto se ilustra en el 
ejemplo siguiente. 
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Ejemplo 1 


Considérese el problema de valor inicial 

^ x(0) = b > 0. (36) 

dx 

Como se vio en el ejemplo 6, la ecuación x' = x^ no satisface la condición “en una 
franja Lipschitz”. Así, cuando se resuelve (36) por separación de variables, se obtiene 

x(í) = ^ ■ (37) 

1 — oí 

Debido a que el denominador se anula para í = 1 /6, la ecuación (37) proporciona 
una solución del problema de valor inicial en (36) solamente para í < 1/6, a pesar de 
que la ecuación diferencial x' = x^ “parece solícita” en la línea real entera —cierta¬ 
mente la función que aparece en el lado derecho de la ecuación es continua en cual¬ 
quier lado—. En particular, si b es grande, entonces se tiene solamente una solución 
en un intervalo muy pequeño a la derecha de í = 0. ■ 


Aunque el teorema 2 asegura que las ecuaciones lineales tienen soluciones 
globales, el ejemplo 7 muestra que, en general, una ecuación diferencial no lineal 
“solícita” puede esperarse que tenga solamente una solución en un intervalo pequeño 
alrededor del punto inicial t = a, y que la longitud de este intervalo de existencia 
puede depender del valor inicial x(a) = b, así como de la ecuación diferencial mis¬ 
ma. La razón es que si f(x, t) es continuamente derivadle en una vecindad del punto 
(b, a) en el espacio dimensional (m -I- 1), entonces —como se indica en la presenta¬ 
ción del ejemplo 6— se puede concluir que f(x, t) satisface una condición Lipschitz 
en alguna región rectangular R centrada en (b, a) de la forma 


|í - a| < A, \xi - bi\ < Bi 


(38) 


(/ = 1,2,... m). En la prueba del teorema 1 se necesita aplicar la condición Lipschi¬ 
tz a la función f al analizar la fórmula iterativa 

x„+i(í) = b-hí t{iín{s),s)ds. (39) 

J a 

La diñcultad potencial es que a menos que los valores de t sean adecuadamente limi¬ 
tados, entonces el punto (x„(f), t) que aparece en el integrando en (39) puede no estar 
en la región R donde se sabe que f satisface una condición Lipschitz. Por otro lado, 
se puede mostrar que —en un intervalo abierto suñcientemente pequeño J que con¬ 
tiene el punto t = a—las gráñcas de las funciones {(x„(í)} dadas por iteración de la 
fórmula en (39) permanecen dentro de la región i?, tal que la prueba de convergencia 
puede entonces llevarse a cabo como en el teorema 1. (Una prueba del teorema de 
existencia local puede encontrarse en el capítulo 6 de G. Birkhoff y G.-C. Rota, Or- 
dinary Differential Equations, 2a. ed. John Wiley, Nueva York, 1969.) 


TEOREMA 3 Existencia iocai de soiuciones 

Sea f una función con valores vectoriales (con m componentes) de las m + 1 va¬ 
riables reales Xi, X2,..., x^ y í. Si existen todas las derivadas parciales de primer 
orden de f y son continuas en alguna vecindad del punto x = b y í = a, entonces 
el problema de valor inicial 

í/x 

— = f(x, í), x(a) = b, (35) 

dt 

tiene una solución en algún intervalo abierto que contiene el punto t = a. 
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^^3 Unicidad de soluciones _ 

Es posible establecer la existencia de soluciones del problema de valor inicial dado 
en (35) bajo la hipótesis mucho más débil de que f(x, t) es meramente continua; para 
esto se requieren técnicas diferentes a las utilizadas en esta sección. En contraste, la 
condición de Eipschitz que se utilizó en el teorema 1 es la clave para la unicidad de 
soluciones. En particular, la solución proporcionada por el teorema 3 es única cerca 
del punto t = a. 

TEOREMA 4 Unicidad de soiuciones 

Supóngase que en alguna región R en el espacio (m + 1) la función f en (35) es 
continua y satisface la condición de Eipschitz 

|f(Xi, t) - f(X2, í)| ^ ^ • |xi - X 2 I. (20) 

Si Xi(f) y X 2 (f) son dos soluciones del problema inicial en (35) en algún intervalo 
abierto I que contenga x = a, tal que las curvas de solución (xi(f), t) y (X 2 (f), 0 
ambas se encuentran en R para todo valor de t en /, entonces Xi(f) = X 2 (í) para 
toda t en 7. 

Se presentará la demostración del teorema 4 para el caso de una dimensión en 
la cual X es una variable real. Una generalización de esta prueba para el caso multi- 
variable se puede encontrar en el capítulo 6 de Birkhoff y Rota. 

Considérese la función 


0(í) = [xi(í) - X2(í)]^ (40) 

para la cual (p(a) = 0, debido a que Xi(a) = X 2 (a) = b. Se desea mostrar que (p(t) = 0, 
de tal manera que Xi(í) = X 2 (í). Se considerará sólo el caso en que í = a; los detalles 
son similares para t ^ a. 

Si se deriva cada lado en la ecuación (40), se encuentra que 

|</.'(í)| = |2[xi(í)-X2(í)]-[x;(í)-x'(í)]| 

= | 2 [xi(í) - X2(í)] • [/(xi(í), t) - f(X2Ít), Í)]| 

^ 2A:|xi(í) — X 2 (í)|^ = 2k0(í), 

utilizando la condición de Eipschitz en/. En consecuencia, 

0'(í) ^ 2k(P{t). (41) 

Ignorando temporalmente el hecho de que 0(a) = 0 y comparando 0(í) con la solu¬ 
ción de la ecuación diferencial 


^'{t)=2k^it) (42) 

de tal manera que 0(a) = (p{a), es claro que 

<l)(í) = 0(a)e2'=d“"). (43) 

Asimismo, comparando (41) con (42), parece inevitable que 

0(í) ^ 0(í) para í ^ a, (44) 

lo cual es fácilmente demostrado (problema 18). Por tanto, 

0 ^ [xi(í) - X 2 (í)]^ ^ [xi(a) - X 2 (a)]^e^^*'““\ 
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Al extraer raíces cuadradas, se obtiene 

0 ^ |xi(í) - X2(í)| ^ |xi(a) - X 2 (a)\e’‘^‘~'‘\ (45) 

Pero xi(a) — X2Ía) = 0, de tal manera que (45) implica que Xi(t) = X 2 (f)- 


Ejemplo 1 


El problema de valor inicial 


— = 3x2/^ x(0) = 0 (46) 

dt 

tiene tanto la solución obvia Xi(f) = 0 como la solución X 2 (f) = que se encuentra 
fácilmente por separación de variables. Por tanto, la función/(x, í) debe/a//ar en 
satisfacer la condición de Lipschitz cerca de (0, 0). De hecho, el teorema del valor 
medio obtiene 


|/(x,0)-/(0,0)| = |/,(x, 0)1-1^-01 

para alguna x entre 0 y x. Pero/r(x, 0) = 2x~ está acotada conforme x ^ 0, de tal 
manera que no puede satisfacer la condición de Lipschitz. ■ 


Problemas bien comportados y modelos matemáticos 


Además de la unicidad, otra consecuencia de la desigualdad dada en (45) es el hecho 
de que las soluciones de la ecuación diferencial 


dx 

dt 


f(x, t) 


(47) 


dependen continuamente del valor inicial x(a); esto es, si Xi(í) y X 2 (í) son dos solu¬ 
ciones de (47) en el intervalo a = í = T de tal manera que los valores iniciales xi(a) 
y X 2 (a) son suficientemente cercanos uno del otro, entonces de la misma manera los 
valores Xi(í) y X 2 (í) permanecen cercanos uno del otro. En particular, si |xi(a) — 
X 2 (a)| = á, entonces (45) implica que 


|xi(í)-X2(í)l ^ = e ( 48 ) 

para toda t con a = t^T. Obviamente, puede hacerse e tan pequeña como se quiera 
seleccionando S suficientemente cercana a cero. 

Esta continuidad de soluciones con respecto a los valores iniciales de (47) es 
importante para aplicaciones prácticas donde no se conoce con absoluta precisión el 
valor inicial xq = x(a). Por ejemplo, supóngase que el problema de valor inicial 

dx 

— = /(x, í), x(fl) = xo (49) 

dt 

modela una población para la cual se conoce solamente que la población inicial está 
en un rango á > 0 del valor considerado xq. Entonces, aunque la función/(x, t) es 
precisa, la solución x(í) de (49) sólo será una aproximación a la población real. Pero 
(45) implica que la población real en el tiempo t estará dentro de de la pobla¬ 

ción aproximada x(í). De este modo, en un intervalo cerrado dado [a, T\ x{t) será una 
aproximación cercana a la población real siempre que á > 0 sea suficientemente 
pequeña. 

Un problema de valor inicial se considera normalmente bien comportado como 
modelo matemático para una situación real sólo si la ecuación diferencial tiene solu- 
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ciones únicas que son continuas con respecto a los valores iniciales. De otra manera, 
es difícil que el problema de valor inicial refleje adecuadamente la situación real. 

Con frecuencia es recomendable una “dependencia continua” de soluciones más 
fuerte. Además de una posible inexactitud en el valor inicial, la función/(x, t) puede 
no modelar con precisión la situación física. Por ejemplo, puede involucrar paráme¬ 
tros físicos (tales como coeficientes de la resistencia) cuyos valores no sean factibles 
de medirse con absoluta precisión. Birkhoff y Rota generalizan la demostración del 
teorema 4 para establecer el resultado siguiente. 


TEOREMA 5 Dependencia continua de soluciones 

Sean x(í) y y(í) soluciones de las ecuaciones 

^ = f(x, í) y ^ = g(y, t) (50) 

dt dt 

en el intervalo cerrado [a, T\. Sean además f y g continuas en a = f = T y para x 
y y en una región común D del espacio n, y considérese también que f satisface la 
condición de Lipschitz dada en (20) en la región D. Si 

|f(z, í) - g(z, í)l ^/r (51) 

para toda t en el intervalo [a, T\ y toda z en D, entonces se concluye que 

|x(í) - y(í) I ^ |x(a) - y {a) \ • ^ - l] (52) 

en el intervalo [a, T\. 


Si /r > 0 es pequeño, entonces (51) implica que las funciones f y g que apare¬ 
cen en las dos ecuaciones diferenciales, aunque diferentes, están “cercanas” una de 
la otra. Si se proporciona e > 0, entonces es claro de (52) que 


|x(í)-y(í)l (53) 

para toda t en [a, T\ si tanto |x(c) — y(a)| como /r son suficientemente pequeñas. Así, 
el teorema 5 dice (de manera burda) que si tanto los dos valores iniciales como las 
dos ecuaciones diferenciales en (50) están cerca una de la otra, entonces las dos so¬ 
luciones permanecen cercanas entre sí en el intervalo a = t= T. 

Por ejemplo, supóngase que un cuerpo cayendo está sujeto tanto a la acelera¬ 
ción gravitacional constante g como a la resistencia proporcional a alguna potencia 
de su velocidad, de tal manera que (con el eje positivo dirigido hacia abajo) su velo¬ 
cidad V satisface la ecuación diferencial 

^ = g - cv^. (54) 

dt 

Considérese, sin embargo, que sólo se conocen una aproximación c a la resistencia 
real c y una aproximación p al exponente real p. De esta manera, el modelo matemá¬ 
tico estará basado en la ecuación diferencial 

du _ - 

en lugar de en la ecuación dada en (54). Así, si se resuelve la ecuación (55), se obtie¬ 
ne sólo una aproximación u(t) de la velocidad real v(t). Pero si los parámetros cy p 
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son suficientemente cercanos a los valores reales c y p, entonces los lados derechos 
de (54) y (55) serán cercanos uno del otro. Si es así, entonces el teorema 5 implica 
que las funciones de velocidad real y aproximada v(t) y u(t) están cercanas una de la 
otra. En este caso, la aproximación dada en (55) será un buen modelo de la situación 
física real. 



Problemas 


En los problemas 1 al 8, aplique la fórmula de aproximaciones 
sucesivas para calcular yjx) para w S 4. Luego escriba la 
serie exponencial para la cual estas aproximaciones son su¬ 
mas parciales (tal vez con los primeros términos o faltando 
dos de ellos; por ejemplo, 


para cualquier entero positivo n.) 

15. Para el problema de valor inicial dyfdx = 1 + y^, y(l) = 1, 
muestre que la segunda aproximación de Picard es 

y 2 (x) = \+2{x-\) + 'i(x-\f + A{x-\f+2(x-\)\ 


e’^ - \ = X + \x^ A- W + A -). 


dy 


2.^= -2y, y(0) = 4 
dx 

4. = 3x^y, y(0) = 2 

dx 

6 . ^ = X + y, y(0) = 0 
dx 


1. = y, y(0) = 3 

dx 

dy 

3. — = -2xy, y(0) = 1 
dx 

dy 

5. ^ = 2y + 2, y(0) = 0 
dx 

1. ^=2x(l+y),y(0) = 0 
dx 

8. ^ = 4x(y + 2x^), y(0) = 0 
dx 

En los problemas 9 al 12, calcule las aproximaciones sucesi¬ 
vas yjyc) para n S 3; luego compárelas con las sumas parcia¬ 
les apropiadas de la serie de Taylor de la solución exacta. 


dy 

9. — = X + y, y(0) = 1 
dx 

11 . ^ = y\ y(0) = 1 
dx 


dy 

10 . = y-\-e\y{0) = Q 

dx 

12. g = ly3,3,(0)=l 


13. Aplique la fórmula iterativa dada en (16) para calcular las 
primeras tres aproximaciones sucesivas a la solución del 
problema de valor inicial 


dx 


^(0) = 1; 


Calcule después y 2 (l.l) y y2(1.2). El método de Runge- 
Kutta de cuarto orden, con tamaño de paso h = 0.005, ob¬ 
tiene quey(l, 1) ~ 1.2391 y y(1.2) w 1.6269. 

16. Para el problema de valor inicial dyjdx = x^ -I- y^, y(0) = 
0, pruebe que la tercera aproximación de Picard es 


1 , 1 7 2 

yo(x) = -X -I-X -I- 

^ 3 63 2079 


x" -P 
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Encuentre y 3 (l). El método de Runge-Kutta de cuarto 
orden obtiene y(l) w 0.350232 con tamaños de paso h = 
0.05 yh = 0.025. 

17. Demuestre cómo se indica la desigualdad jAxj S ||A|| • |x|, 
donde A es una matriz de m X m con vectores renglón ai, 
a 2 ,..., a„, y X es un vector m dimensional. Note primero 
que los componentes del vector Ax son ai • x, a 2 • x,..., 
a„, • X, de tal manera que 


|Ax| 


XI (A • x)^ 



Entonces utilice la desigualdad de Cauchy-Schwarz (a • 
x)^ S |ap|xp para el producto punto. 

18. Suponga que (/>(f) es una función derivable con 

f'(t) ^ kcj)(t) (k > 0) 


— = 3x-2y, y(0) =-1. 

dt 

14. Utilice la serie de la matriz exponencial dada en (19) para 
resolver (en forma cerrada) el problema de valor inicial 


x'(í) = 


1 1 
0 1 


X, x(0) 


1 

1 


(Sugerencia: Muestre primero que 


■ 1 

1 ■ 

n 

1 n 

0 

1 


0 1 


para t ^ a. Multiplique ambos lados por e después 
trasponga para mostrar que 

4[í(,).-"]so 

para f g a. Luego aplique el teorema del valor medio para 
concluir que 

0(0 ^ (p{a)e'‘^‘-‘‘'> 


para t^ a. 


RESPUESTAS A 

PROBLEMAS SELECCIONADOS 


Capítulo 1 
Sección 1.1 

11. Siy = >1 = x~^, entonces y'(x) =— 2x~^ y y"(x) = 6x~‘^, 
de tal manera quex + 5xy’ + 4y = x^(6x”'‘) + 5x(—2x“^) 

+ 4(x“^)= 6x“^ — 10x“^ + 4x“^ = 0. Siy = yi = x“^Inx, 
entonces y'(x) = x~^ — 2x“’ Inx yy"(^) =~ Sx"** + óx”'* Inx, 
de tal manera que x^y" + 5xy' + 4y = 

x^(-5x-'' +6x“‘‘lnx) +5x(x“^ -2x“Mnx) +4(x-Mnx) = 0. 

13. r = I 14. r =± i 15. r =-l,\ 

16. r = i (-3 ± V^) 

17. C = 2 



X 


19. C = 6 



X 


20. C = 11 



-10 -5 o 5 10 

X 


18. C = 3 



X 


21. C = 7 



X 
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22. c = 1 


26. C = —jt 



-20 -10 0 10 20 


23. C = -56 



X 


24. C = 17 



X 


25. C = jr/4 



X 



X 


27. 

29. 

32. 


35. 


39. 

42. 


43. 


y' = x +y 
y = x/{l-y) 
dP/dt = k-/P 
dN/dt = k{P - N) 


28. y' = 2y¡x 

31. y' = (y-x)l{y\x) 
33. dv/dt = kv^ 

51. y = l o y = X 
41. y = i.- 


y = eos X o y = sen x 

(b) La función idénticamente cero x (0) = 0 


44. (a) Las gráficas (fig. de abajo) de soluciones típicas con k = -^ 
sugieren que (para cada una el valor x(f) se incrementa sin cota 
conforme t se incrementa. 



t 

(b) Las gráficas (fig. de abajo) de soluciones típicas con 1 = —-I 
sugieren ahora que el valor x(t) se aproxima a 0 conforme 
t se incrementa sin cota. 



t 


45. P(t) = 100/(50 -t);P = 100 cuando í = 49 y P = 1000 
cuando t = 49.9. Así, se aprecia que P(í) crece sin cota 
conforme t se aproxima a 50. 






740 Respuestas a problemas seleccionados 


46. v{¡) = 50/( 5 + 2í); V = l cuando t = 22.5, y u = ^ cuando 

t = 247.5. Así, se observa que v{t) se aproxima a 0 conforme t 
se incrementa sin cota. 

47. (a) C = 10.1; (b) No es C, pero la función constante y{x) = 0 
satisface las condiciones y' = y yCO) = 0. 


Sección 1.2 


1. y{x) = x'^ + X + 3 
3. y{x) = i(2x3'2 - 16) 

5. y(x) = 2^/x + 2 — 5 
7. y{x) = 10tan"‘ x 
9. y(x) = sen"* x 
11. x(í) = 25t** + lOf + 20 
13. x(í) = + 5t 

15. x(í) = |(í +3)'* -37f -26 

16. x(í) = ¡{t +4)^'^ -5/ - f 

17. x(í) = i[(í + l)-'+í-l] 


2. y{x) = i(x-2)2 + 1 
4. yix) =- 1/x +6 
6 . y(x) = i[(x2 +9)2'2 - 125] 
8 . y(x) = i sen2x + 1 
10 . ^(x) =-(x + l)e-' +2 
12. x(f) =- 10í2 - 15f +5 
14. x(f) = fí** + ií 2 _ 7 f +4 


19. x(í) 


5f si 0 < f < 5, 

10? - - f si5<t<10. 


40 

30 

^ 20 

10 

0 

0 2 4 6 8 10 









’(5, 

25) 













20. x(?) 


i?2 si0<?<5, 

5? - f si 5 < / < 10. 



21. x(?) 


i?2 si0<t<5, 

10?-|?2-25 si5<t<10. 


40 

30 

=■ 20 

10 

0 

0 2 4 6 8 10 













(5,12 

5 ). 









22. x(?) = 


5? - - 
2 


si 0 < / < 3, 
si 3 < r < 7, 


i(-5f2 + 100? - 290) si7<?<10. 


40 

30 

=■ 20 

10 

0 

0 2 4 6 8 10 











27.5) 



/ 




•(3 

7.5) 




23. u(?) = — (9.8)? + 49, de tal manera que la bola alcanza su altura 
máxima (v = 0) después de ? = 5 s. Su altura máxima es entonces 
y(5) = 122.5 (m). 

24. u(5) = —160ft/s 

25. El carro se detiene cuando ? ~ 2.78 (s), de tal manera que la distancia 
que recorre antes de pararse es de aproximadamente x(2.78) ~ 38.58 (m). 

26. (a) y ~ 530 m (b) ? ~ 20.41 s (c) ? ~ 20.61 s 

27. >0 ~ 178.57 (m) 

28. u(4.77) ~ - 192.64 ft/s 

29. Después 10 s el cairo ha recorrido 200 ft y viaja a 70 ft/s. 

30. a =22 ft/s^; patina por 4 s. 

31. uo = 10 V30 (m/ s), cerca de 197.18 km/ h. 

32. 60 m 33. 20 Vio ~ 63.25 (ft/ s) 

34. 460.8 ft 36. Cerca de 13.6 ft 


35. Si Uq = 0 y yQ = /? entonces la velocidad y la altura de la piedra están 


dadas por v = —gt y y = —0.5 por lo que, si y = 0 cuando ? = ■. — 
2h 


entonces v = —g-\ — = — V 2gh 

V 8 

37. 25 (mi) 38. 1:10 pm 

39. 6mph 40. 2.4 mi 

41. ^ Sí 181.33 ft/s 42. 25 mi 

43. Tiempo: 6.12245 X 10'* s 194 años; 

Distancia: 1.8367 X lO*’ m ~ 19.4 años luz. 


44. Cerca de 54 mi/hora 
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11. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 1. 

12. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 1. 

13. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 0. 

14. Se garantiza existencia pero no unicidad en alguna vecindad de 
X = 0. 

15. No se garantiza ni existencia ni unicidad en la vecindad de 

X = 2. 


23. Su figura debe sugerir que y{2) ~ 1; el valor real es cercano a 
1.004. 


2 

1 

^ 0 

-1 

-2 

- 2-10 1 2 


- / / / / /- / / 7 
III///// 
III/////. 
! i //// y y . 

■ 1 / / / / ^ -- 

]/// y ^ ^ ■ 

) / / ^ -- \ • 

/ 11 i 1 I I ¡r 
//// 1 1 1 1 ¡ 
////////;' 

■ y y //// 1 l¡ 

-- ^ 

^ - - y // / :/ 

, \ ^ ^ / / / / 

y X 


/ // y ~ ^ ^ \ ' 

I // / / ^ ^ X ' 

Ir /// y -- • 

- ; / / / / ^ " - ■ 
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;l 1 I ///// . 
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. X -- 'y / / / 

• - y /// / 

- /. /. .f.f 

■ y y ////! ! 

//////II 
//lililí 
■/■ / ■/■ ■/ ■ /■ 11 1- 


X 


24. X2)~1.5. 

25. Su figura debe sugerir que la velocidad de saturación es de 
alrededor de 20 ft/s (con bastante posibilidad de sobrevivir) y 
que el tiempo requerido para alcanzar 19 ft/s es un poco 
menor a 2 s. Una solución exacta proporciona que v(t) = 19 
cuando f = -f In 20 ~ 1.8723. 
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16. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 2. 

17. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 0. 

18. No se garantiza existencia ni unicidad. 

19. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 0. 

20. Existe una solución única en alguna vecindad de x = 0. 

21. Su figura debe sugerir que y(—4) ~ 3; una solución exacta de la 
ecuación diferencial proporciona que y(—4) = 3 + e~^ ~ 
3.0183. 


t 

26. Una figura sugiere que hay 40 venados después de 60 meses; un 
valor más exacto es í ~ 61.61. La población de saturación es de 
75 venados. 

27. El problema de valor inicial y' = 2^, y(0) = b no tiene 
solución si < 0; posee solución única si & > 0, e infinitas 
soluciones si ¿ = 0. 


5 
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2 
1 

^ 0 
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t \ / / - 

\ \ \ \ 

i \ \ \ ' 

\ \ \ 

1 i \ \ 

\ \ A . 


22. y(-4)Rí-3 



X 


28. El problema de valor inicial xy' = y, y(a) = b tiene solución 
única si a 7^ 0, e infinitas soluciones si a = fe = 0; no tiene 
solución si a = 0 pero fe 7^ 0. 

29. El problema de valor inicial y' = 3y^^^, y(d) = fe siempre tiene 
infinidad de soluciones definidas para todo valor de x. No 
obstante, si fe 7^ 0, entonces tiene solución única cerca de x = a 
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30. El problema de valor inicial y' = — y^, y(a) = b tiene 

solución única si |¿)| < 1; no tiene solución si |¿| > 1, y 
tiene infinidad de soluciones (definidas para todo valor de x) 
si b = ±1. 

31. El problema de valor inicial y' = —^1 — y^, y{a) = b tiene 
solución única si |¿)| < 1; no tiene solución si |¿| > 1, y 
tiene infinidad de soluciones (definidas para todo valor de x) 
si b = ±1. 


-1- 

-1- 

/ 

/ ./ / 

/ z' 

/ / ¡ 

! ! ! ! 

/ / / 

/ / / 

V 




-k/ 2 nl2 

X 


32. El problema de valor inicial y' = ^x.Jy, y{a) = b tiene 
infinidad de soluciones (definidas para todo valor de x) si 
fe s 0, y no tiene solución si fe < 0. Por tanto, si fe > 0, 
entonces tiene solución única cercana a x = a. 

33. El problema de valor inicial j^y' + y^ = 0, y(a) = fe tiene 
solución única con punto inicial (a, fe) si a 0; no 

tiene solución si a = 0 pero b^0,y tiene infinidad de 
soluciones si a = fe = 0. 



34. (a)Siy(—1) = —1.2, entonces y(l) ~—0.48. Si y(—1) = —0.8, 
entonces y(l) ~ 2.48. (b) Siy(—3) = —3.01, entonces 
y(3)Ri-1.0343. Siy(-3) = -2.99, entonces y(3) fs 7.0343. 

35. (a) Siy(-3) = -0.2, entonces y(2) 2.019. Siy(-3) = ±0:2, 

entonces y(2) ~ 2.022. En cualquier caso, y(2) ~ 2.02. (b) Si 

y( —3) ~0.5, entonces y(2) ~ 2.017. Si y(—3) ~ +0.5, entonces 
y(2) Rí 2.024. En cualquier caso, y(2) ~ 2.02. 


Sección 1.4 


1. 

y(x) = C exp(—x^) 

2. y(x) 

= l/(x2 + C) 

3. 

y(x) = C exp(— cosx) 

4. y(x) 

= C(1 +xy 

5. 

y(x) = sen(C + 

6. y(x) 

= ix^'^ + Cf 

7. 

y(x) = (2x'‘/3 + 

8. y(x) 

= sen“'(x^ + C) 

9. 

y(x) = C(l+x)/(l-x) 



10. 

y(x) = (l+x)/[l + C(l + 

x)]-l 


11. 

y(x) = (C -x^)-*/" 



12. 

y" + 1 = CZ' 



13. 

ln(y'‘ + 1) = C + 4senx 



14. 

3y + 2y’/^ = 3x + 2x^/^ + 

C 


15. 

l/(3y3)-2/y = l/x + ln| 

X1 + C 


16. 

y(x) = sec-‘(Cx/l +x2) 



17. 

In |1 + y| = X + ix^ + C 



18. 

y(x) = tan -x^ 



19. 

y(x) = 2exp(e‘) 

20. y(x) 

= tan(x^ + jr/4) 

21. 

y2 = 1 + Vx2 - 16 

22. y(x) 

= —3 exp(x‘' — x) 

23. 

y(x) = i (1 +£2^-2) 

24. y(x) 

= 1 sen X 

25. 

y(x) = X exp(x^ — 1) 

26. y(x) 

= 1/(1 -x^ -x^) 

27. 

y = InOe^^ - 2) 

28. y(x) 

= tan“'(./x — 1) 

29. 

(a) Solución general y(x) = 

-l/(x - ( 

C); (b) solución singular 


y(x) = 0. (c) En la siguiente figura se observa que existe una 
solución única en cada punto del plano xy. 


6 
4 
2 

0 

-2 

-4 

—6 

-6 -4 -2 0 2 4 6 

X 

30. Solución general y(x) = (x — Cf", solución singular y(x) = 0. 

(a) No tiene solución si fe < 0; (b) tiene infinidad de soluciones 
(para todo valor de x) si fe & 0; (c) tiene dos soluciones 
cercanas a {a, fe) si fe > 0. 

31. El método de separación de variables proporciona la misma 
solución general y = (x — C)^ que el problema 30, pero la 
restricción de que y' = 2 .Jy s 0 implica que solamente las 
mitades derechas de las parábolas se consideran curvas 
solución. En la figura de abajo se observa que pasan a través del 
punto (a, fe), (a) No tienen curva solución si fe < 0; (b) tienen 
curva solución única si fe > 0; (c) tienen infinidad de curvas de 
solución si fe = 0. 
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32. Solución general jCjc) =± sec(x — C); soluciones singulares 
y(x) = ± 1. 

(a) Sin solución si l¿l < 1; (b) solución única si l¿l > 1; 

(c) infinidad de soluciones si ¿ = ± 1. 

33. Cerca de 51,840 personas 34. í ~ 3.87 h 

35. Cerca de 14,735 años 36. Alrededor de 686 años de edad 

37. $21,103.48. 38. $44.52 

39. 2,585 mg 40. Alrededor de 35 años. 

41. Hace aproximadamente 4.86 X 10^ años. 

42. Cerca de 1,250 millones de años. 

43. Después de un total aproximado de 63 min transcurridos. 

44. Cerca de 2.41 min. 

45. (a) 0.495 m; (b) (8.32 X 10-’')/o; (c) 3.29 m 

46. (a) Aproximadamente 9.60 in.; (b) cerca de 18,200 ft 

47. Después de alrededor de 46 días 

48. Cerca de 6,000 millones de años 

49. Después de aproximadamente 66 min 40 s. 

50. (a) A(t) = 10 • 3^"'’; (b) cerca de 20.80 pu; (c) alrededor de 

15.72 años. 

51. (a) A{t) = 15 ■ (b) aproximadamente 7.84 su; (c) después 

de alrededor de 33.4 meses. 

52. Hace aproximadamente 120 mil años 

53. Hace aproximadamente 74 mil anos. 

54. 3 h. 55. 972 s. 

56. En el tiempo t = 2048/1562 ~ 1.31 (en h). 

58. 1:20 P.M. 

59. (a) y{t) = (b) a las 1:08:34 P.M. 

'■ = (in.) 

60. Cerca de 6 min 3 s. 

61. Aproximadamente 14 min 29 s. 

62. El tanque estará vacío alrededor de 14 s después de las 2:00 P.M. 

63. (a) 1:53:34 P.M.; (b) r 0.04442 ft 0.53 in. 

64. r = ;^ V3 ft, cerca de ¿ in. 

65. Aproximadamente a las 10:29 A.M. 


Sección 1.5 

1 . y{x)=2il-e-n 
3. y{x) = e-^^x^ + C) 
5. y{x) = X + 4x“^ 

7. y{x) = 5x‘'^ + Cx-*'^ 
9. y{x) =x(7 +lnx) 

11. y{x) = 0 


2. y(x) = (3x + C)e^ 
4. y{x) = (x + C)e^" 
6. y(x) =x^ +32/x^ 
8. y(x) = 3x + Cx-‘'’ 
10. y(x) = 3x^ + Cx^'^ 
12. y(x) = ix= - 56x-^ 


13. y{x) = (e' + e-y 2 14. yix) = xHnx + lOx^ 

15. y(x) =[ 1 — 5exp(—x^)]/2 

16. y{x) = 1 

17. j'(x) = (1 + senx)/( 1 +x) 

18. y(x) = x^(senx + C) 

19. y{x) = i senx + C cscx 

20. ^(x) = — 1 + exp (x + ix^) 

21. j'(x) = x^ senx 

22. ^(x) = (x^ + 5)e^^ 

23. ^(x) = x^(2 + Ce“^) 

24. ^(x) = |[1 + 16(x2 +4)-^'2] 

25. ^(x) = [exp (-|x^)] [3(x^ + 1)^'^ - 2] 

26. x{y) = 1/2/ + C// 

27. x{y) =ey{C + {y^) 

28. x(y) = i[j, + (1 + /)(tan-‘ >> + C)] 

29. y(x) = [exp(x2)] [C + i /r erf(x)] 

30. y{x) = x^^'^ f" cosí dt 

31. (a) / = Py, = 0; (b) yp'= -Py^ + Q; 

32. (a) y(x) = senx — cosx; (b) y(x) = Ce~^ + senx — cosx; 

(c) y(x) = 2e“^ + senx — cosx 

33. Después de cerca de 7 min y 41 s. 

34. Cerca de 22.2 días 

35. Cerca de 5.5452 años 

36. (a) x{t) = (60 — t) — (60 — t)’/ 3600; (b) cerca de 23.09 Ib. 

37. 393.751b 

38. (a) x(í) = 50e-"2“; (b) y(t) = 150e-"‘“ - 100?-"™; 

(c) 56.25 Ib 

39. (b) y^„ = 100?-‘ Ri 36.79 (gal). 

41. (b) Aproximadamente $1,308,283 

43. -50.0529, -28.0265, -6.0000, 16.0265, 38.0529 

44. 3.99982, 4.00005, 4.00027, 4.00050, 4.00073 

45. x(í) = 20(1 — ?-"“); X = 10 después de í= 101n2 ~ 6.93 meses. 

46. x(í) = ^(101 — 102?-"“ +cosf + 10sení);x = 10 después de 
t = 6.47 meses. 


Sección 1.6 


1. 

x^ — 2xy — y’’- = C 

2. 


= x2(lnx + C) 

3. 

y{x) = X (C + In Ixl)^ 




4. 

2tan-'(y/x) — ln(y^/x^ + 

1) = 21n 

X + C 

5. 

In Ixy 1 = C + xy-‘ 

6. 

2y 

In y = X + Cy 

7. 

/ = 3x/C +lnlxl) 

8. 

y 

= — X ln(C — Inx) 

9. 

y(x) = x/ (C - In Ixl) 

10. 

x2 

+ 2y2 = Cx" 

11. 

y = C{x^ + y2) 




12. 

4x2 _,_y2 +c)2 




13. 

y + 7x2 + yi = cx2 

14. 

X - 

= C 

15. 

x2(2xy + y2) = C 




16. 

x=2VJ^+y + l“21n(l 

+ aJx + 

y + l)+C 

17. 

y(x) = — 4x +2 tan(2x + C) 


18. 

y = ln(x + y + 1) + C 




19. 

y2 = x/( 2 + Cx’) 

20. 

f 

= 3 + C?-2'' 

21. 

y2 = l/( C?-2^ - 1) 

22. 

y^ 

= 1x1(1 Cx’’ + 15) 

23. 

y(x) = (x + Cx2)-3 

24. 

y^ 

= ?2'/( C + Inx) 

25. 

2x2y2 = 3 Vi + X-* + C 

26. 

/ 

= ?-'(x +C) 

27. 

y(x) = (x'* +Cx)"2 

28. 

y -- 

= ln(Cx2 +x2?2') 

29. 

sen2 y = 4x2 _|_ 

30. 

X2 

- 2x?^ - ?2^ = C 

31. 

x2 + 3xy + y2 = C 

32. 

2x 

2 - xy + 3y2 = C 

33. 

x2 + 2xy2 + 2y2 = C 

34. 

X2 

+ x 2 y 2 + y-* = c 

35. 

3x'‘ +4y2 + 12y Inx = C 




36. 

x+e^y +y^ =C 




37. 

sen x+xlny+?^ = C 
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38. + 2x tan ' y + ln(l + y^) = C 

39. 5x’y3 + 5x/ + y^ = C 

40. sen y + x tan y = C 

41. x^y-‘ + y^x“^ + 2y‘r^ = C 

42. xy^^/’ + x-^'^y = C 

43. y(x) = Ax^ + B 

44. x(y) = Ay2 + B 

45. y(x) = Acos2x + B sen2x 

46. y(x) = x^ + A Inx + B 

47. y(x) = A - ln|x + B| 

48. y(x) = Inx + Ax“^ + B 

49. y(x) = ±(A + Be^)'/^ 

50. y(x) = In I sec(x + A)| — |x^ + B 

51. x(y) = -|(y3 + Ay + B) 

52. Ay^ - (Ax + B)^ = 1 

53. y (x) = A tan(Ax + B) 

54. Ay^iB -x) = 1 

58. y = exp(x^ + C/x^) 

59. x^ — 2xy — y^ — 2x — 6y = C 

60. (x + 3y + 3)^ = C(y — X — 5) 

61. X = tan(x — y) + sec(x — y) + C 

64. y(x) = X + [C + I^TT erf(x)] * 

65. y(x) = X + (C — x)“' 

69. Aproximadamente 3.68 mi 


Capítulo 1 Problemas de repaso 


32. Separable y Bernoulli 

33. Exacta y homogénea 

34. Exacta y homogénea 

35. Separable y lineal 

36. Separable y Bernoulli 


Capítulo 2 
Sección 2.1 




0 1 2 3 4 5 

t 


1. Lineal: y(x) = x^(C + Inx) 

2. Separable: y(x) = x/(3 — Cx — x Inx) 

3. Homogénea: y(x) = x/(C — Inx) 

4. Exacta: x^y’ + e' — eos y = C 

5. Separable: y(x) = C exp(x“^ — x“^) 

6. Separable: y(x) = x/(l + Cx + 2x Inx) 

7. Lineal: y(x) = x“^(C + Inx) 

8. Homogénea: y(x) = 3Cx/(C — x^) = 3x/(l + íTx’) 

9. Bernoulli: y(x) = (x^ + Cx“')^ 

10. Separable: y(x) = tan (C + x + |x^) 

11. Homogénea: y(x) = x/(C — 3 Inx) 

12. Exacta: 3x^y^ + 2xy‘^ = C 

13. Separable: y(x) = 1/(C + 2x^ — x^) 

14. Homogénea: y^ = x^/(C + 21nx) 

15. Lineal: y(x) = (x^ + C)e-^^ 

16. Sustitución: v = y — x\ solución: y—x — 1 = (y — x + 1) 

17. Exacta: e'' + = C 

18. Homogénea: y^ = Cx^(x} — y^) 

19. Separable: y(x) = x^/(x^ + Cx^ + 1) 

20. Lineal: y(x) = 2x-^/^ + Cx-^ 

21. Lineal: y(x) = [C + ln(x — l)]/(x + 1) 

22. Bernoulli: y(x) = (2x'' + Cx^ 

23. Exacta: xe^ + ysenx = C 

24. Separable: y(x) = x'/^/(6x^ + Cx'^^ + 2) 

25. Lineal: y(x) = (x + l)“^(x’ + 3x^ + 3x + C) 

— x 4 -l + ír(x + l) ^ 

26. Exacta: Sx’/^y'*/^ — 5x'’/^y’/^ = C 

27. Bernoulli: y(x) = x^^(C+ \axy^/^ 

28. Lineal: y(x) = x“'(C + e^^) 

29. Lineal: y(x) = (x^ + x + C)(2x + 1)-*/^ 

30. Sustitución: i; = x + y; solución: 

X = 2(x + yf'^ - 21n[l + (x + yf'^} + C 

31. Separable y lineal 


2 . 


x(f) = 


10 

1 + 9e-“' 



3. 


x(f) = 


2 + e-2' 
2 - e-2' 



_lX _iX_I 

1 2 3 

t 






746 Respuestas a problemas seleccionados 


4. x(í) 


5. x(í) 


6. x(í) 


3(1 

2(1 +e-i2') 



40 

8 - 



¡ I_1_I_1_I 

0 0.25 0.5 


t 


10 

2 + 3e‘5' 



I_i_I_i_I 

0 0.25 0.5 


t 


7. 


8 . 


9. 

11 . 

12 . 


13. 


14. 


16. 

19. 


20 . 

21 . 

22 . 


23. 


24. 

25. 


26. 

27. 


28. 


29. 


31. 


37. 


38. 


x(í) = 


77 

11 -4e-28' 



A\J SClllallab 


(b) P(t) = {\t + 10)' 
240 

P(t) = 


P(t) = 


20-t 
180 
30-í 
Po 


P(t) = 

1 + kPot 

Cerca de 27.69 meses 
Cerca de 24.41 meses 
Cerca de 42.12 meses 
200 


17. Cerca de 44.22 meses 


153.7 millones 


1 + e-6/5 

Cerca de 34.66 días 

(a) lím x(í) = 200 gramos 


(b) iln3 : 


: 1.37 segundos 


Cerca de 9.24 días 

(a) M = 100 y í: = 0.0002; (b) En el año 2035 
501n I 5.89 meses 

(a) 100In I 58.78 meses; (b) 100ln2 69.31 meses 

(a) Los lagartos eventualmente desaparecen, (b) La extinción se 

presenta después de aproximadamente 9 años y 2 meses. 

(a) P(140) 127.008 millones; (b) Cerca de 210.544 millones; 

(c) En 2000 se obtiene que P ^ 196.169, mientras que la 
población real en 2000 fue cercana a 281.422 millones. 

O! 0.3915; 2.15 x 10*^ células 


k ^ 0.0000668717, M 338.027 
k ^ 0.000146679, M ^ 208.250 
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39. P(í) = Poexp 


kt + — sen2jr/ 
2jr 


la curva coloreada en la 


figura de abajo muestra la gráfica con Po = 100, k = 0.03, 
y b = 0.06. Las oscilaciones cercanas a la curva en negro 
representan el crecimiento natural con Po = 100 y k = 0.03. 

Se observa que las dos coinciden al final de cada año completo. 


P 



Sección 2.2 

1. Punto crítico inestable: x = 4; 



0 1 2 3 4 5 

t 


3. Punto crítico estable: x = 0; punto crítico inestable: x = 4; 


x(í) = 


4xo 

Xo + (4 - Xoje"' 



t 


4. Punto crítico estable: x = 3; punto crítico inestable: x = 0; 


x(t) = 


3xo 

Xo + (3 -Xo)c"^' 



t 

5. Punto crítico estable: x = — 2; punto crítico inestable: x = 2; 


2. Punto crítico estable: x = 3; 

x(í) = 3 + (xo — 3)e~' 



_ L _ ¿ _^^_ 

0 1 2 3 4 5 


í 


2[xo + 2 + (xq - 2)e*'] 
Xo + 2 - (xo - 2)e* 



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 


t 
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6. Punto crítico estable: x = 3; punto crítico inestable: x = — 3; 

^ ^ 3[xo - 3 + (xo + 3)e'^'] 

x(t) = -:— 

3 — Xo + (xo + 3)e®' 



0 1 2 3 4 5 


9. Punto crítico estable: x = 1; punto crítico inestable: x = 4 
4(1 -Xo) +(xo-4)e^' 

^(í) = -;— 

1 - Xo + (xo - 4)e^' 



-2 — I- ,-1-^-L- 

0 1 2 3 4 5 


7. 


Punto crítico semi estable (véase problema 18); 
punto crítico: x = 2; 


x(í) = 


(2í — l)xo — 4f 
íxo — 2f — 1 



t 


10. Punto crítico estable: x = 5; punto crítico inestable: x = 2 


2(5 - Xo) + 5(xo - 2)e^' 
5 — Xo + (xo — 2)e^' 



0 1 2 3 4 5 


t 


8. Punto crítico semi estable: x = 3; 


x(í) = 


(3í + l)xo — 9t 
txo — 3f + 1 


11. Punto crítico inestable: X = 1; 


(X(í) - 1)2 (Xo - 1)2 
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12. Punto crítico estable: x = 2; 


1 

(2-x(0)2 


1 

( 2 - x „)2 


+ 2t 



_L._^_I_^_ I _1_ 

0 1 2 3 4 5 


t 


En cada uno de los problemas 13 al 18 se muestra una gráfica de 
isoclinas y curvas de solución típicas. Las soluciones de equilibrio 
de la ecuación diferencial dada están etiquetadas, y la estabilidad o 
inestabilidad de cada una debe observarse claramente en la figura. 


13. 


14. 


4 

2 

0 

-2 

-4 

0 12 3 4 

t 

x' = x{x^ — 4) 

4 

2 

0 

-2 

-4 

0 12 3 4 

t 



x' = (x + 2)(x — 2)2 



x' = (x2 - 4)2 



1 1 1 
-III 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 t 

1 1 1 

lili 

lili 

lili 

lili 

11 1 1 

11 1 1 

11 1 1 

11 11 

! II Jé 

Mil 
11 11 
Mil 
Mil 
! II } 

1 1 1 
111- 
1 1 1 

1 1 1 

\ \ \ r 

lili 

Mil 

- "A 

\ \ \ \ 
Mil 
Mil 

l \ 11 
M 11 
Mil 

\ \ \ 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 
\ \ \ 

1 1 1 

1 1 1 

V.' ' ' 

Mil 

lili 

s',' 

11 MI 11 1 
11 li! 11 1 
\ 1 l\\ \ \ 

1 1 1 

1 1 1 
-III 

1 1 1 

'C' ' ' 

lili 
Mil 
11 11 
11 11 

7 / / / 
11 1 1 
11 1 1 
11 1 1 
11 1 1 

T ! ! / 
11 11 
Mil 
11 11 
11 11 

'T / / 

1 1 1 

1 1 1 
111- 
1 1 1 


0 12 3 4 

t 


17. 


18. 


4 

2 

0 

-2 

-4 


II 

1 

1 1 1 

-MI 

1 1 1 

1 1 1 

/ / Ij 

11 1 1 

Mil 
lili 
M M 

1 1 1 Ij 

Mil 

Mil 

Mil 

Mil 

1 1 1 Ij 

11 11 
M M 
1 1 1 

I 1 1 
III 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 
M=t2 

\ \ \\\ \ \ \ \ \ \\ \\ \\\\\ 

. \ \ \ V\ \ \\ \ \ \ \ vVs \ \ 

. \ \ 

\ \ \ 

\ \ \ \ \ \N. \ \ \ 

N,\\\\\\\\\\\V\\ 

X 1=1-1 
i 1 1 

1 1 1 
-MI 

1 1 1 

III 
M M 
Mil 
11 1 1 
Mil 

'lili 

Mil 
Mil 
Mil 
11 11 

irrTi 

1 1 1 
Mil 
Mil 
Mil 

7TTT 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 


2 3 

/ 



0 12 3 


t 


19. Existen dos puntos críticos úh < 2 ^, un punto crítico si 
h = 21, y no existen puntos críticos si > 21. El diagrama 
de bifurcación es la parábola (c — 5)^ = 25 — lO/i en el 
plano he. 
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20. Existen dos puntos críticos si í < ; un punto crítico si i = -¡U , 

y puntos no críticos si í> iV . El diagrama de bifurcación es 
la parábola (2c — 5)^ = 25(1 — 16i) en el plano se. 

Sección 2.3 

1. Aproximadamente 31.5 s. 

3. 400/(ln 2) = 577 ft. 

5. 400 In 7 «i 778 ft. 

7. (a) 100 ft/s; (b) cerca de 23 s y 1,403 ft para alcanzar 
90 ft/s. 

8 . (a) 100 ft/s; (b) cerca de 14.7 s y 830 ft para alcanzar 
90 ft/s. 

9. 50 ft/s. 

10. Cerca de 5 min y 47 s. 

11. Tiempo de caída: cerca de 12.5 s. 

12. Aproximadamente 648 ft. 

19. Aproximadamente 30.46 ft/s; exactamente 40 ft/s. 

20. Alrededor de 277.26 ft. 

22. Aproximadamente 20.67 ft/s; cerca de 484.57 s. 

23. Alrededor de 259.304 s. 

24. (a) Cerca de 0.88 cm; (b) cerca de 2.91 km. 

25. (b) Cerca de 1.389 km/s; (c) = 100 R/19 ~ 5.26 R 

26. Sí. 

28. (b) Después de alrededor de 8 y min golpea la superficie con 
cerca de 4.116 km/s. 

29. Casi 51.427 km. 

30. Aproximadamente 11.11 km/s (comparado con la velocidad de 
escape de la Tierra, de cerca de 11.18 km/s.) 

Sección 2.4 

En los problemas 1 al 10 se redondearon a 3 cifras decimales los 
valores indicados. 

1. Valores aproximados, 1.125 y 1.181; valor real, 1.213. 

2. Valores aproximados, 1.125 y 1.244; valor real, 1.359. 

3. Valores aproximados, 2.125 y 2.221; valor real, 2.297. 

4. Valores aproximados, 0.625 y 0.681; valor real, 0.713. 

5. Valores aproximados, 0.938 y 0.889; valor real, 0.851. 

6 . Valores aproximados, 1.750 y 1.627; valor real, 1.558. 

7. Valores aproximados, 2.859 y 2.737; valor real, 2.647. 

8 . Valores aproximados, 0.445 y 0.420; valor real, 0.405. 

9. Valores aproximados, 1.267 y 1.278: valor real, 1.287. 

10. Valores aproximados, 1.125 y 1.231; valor real, 1.333. 

Los problemas 11 al 24 requieren tablas cuyos valores ocuparían 
demasiado espacio para incluirlos aquí. En los problemas 11 al 16 se 
proporciona primero el valor final x, luego la aproximación 
correspondiente del valor y obtenido con dos tamaños de paso 
h = 0.01 y h = 0.005, y después el valor final correcto y. (Todos los 
valores de y están redondeados con una precisión de 4 cifras 
decimales.) 

11. 1.0, -0.7048, -0.7115, -0.7183. 

12. 1.0,2.9864,2.9931,3.0000. 

13. 2.0, 4.8890, 4.8940, 4.8990. 

14. 2.0, 3.2031, 3.2304, 3.2589. 

15. 3.0, 3.4422, 3.4433, 3.4444. 

16. 3.0,8.8440,8.8445,8.8451. 

En los problemas 17 al 24 se proporciona primero el valor final x y 
después el valor aproximado correspondiente y, obtenido con 
tamaños de paso h = O.l, h = 0.02, h = 0.004 y h = 0.0008, 
respectivamente. (Todas los valores de y están redondeados con una 
precisión de 4 cifras decimales.) 

17. 1.0, 0.2925, 0.3379, 0.3477, 0.3497. 

18. 2.0, 1.6680, 1.6771, 1.6790, 1.6794. 

19. 2.0, 6.1831, 6.3653, 6.4022, 6.4096. 


20. 2.0, -1.3792, -1.2843, -1.2649, -1.2610. 

21. 2.0, 2.8508, 2.8681, 2.8716, 2.8723. 

22. 2.0, 6.9879, 7.2601, 7.3154, 7.3264. 

23. 1.0, 1.2262, 1.2300, 1.2306, 1.2307. 

24. 1.0, 0.9585,0.9918,0.9984,0.9997. 

25. Con ambos tamaños de paso h = 0.01 y h = 0.005 la velocidad 
aproximada después de 1 s es de 16.0 ft/s (80% de la 
velocidad limitante de 20 ft/s); después de 2 s es de 

19.2 ft/s (96% de la velocidad de saturación). 

26. Con ambos tamaños de paso h = \ y h = 0.5 la población 
aproximada después de 5 años es de 49 venados (65% de la 
población de saturación de 75 venados); después de 10 años es 
de 66 venados (88% de la población de saturación). 

27. Con tamaños de paso sucesivos/t = 0.1,0.01,0.001,... las 
primeras 4 aproximaciones de y(2) que se obtienen son 0.7772, 
0.9777, 1.0017 y 1.0042. Por tanto, y(2) rí i.00. 

28. Con tamaños de paso sucesivos h = 0.1,0.01, 0.001,... las 
primeras 4 aproximaciones de y(2) que se obtienen son 1.2900, 
1.4435, 1.4613 y 1.4631. Por tanto, y(2) ~ 1.46. 

29. 


X 

h =0.15 

y 

h = 0.03 

y 

h = 0.006 

y 

-1.0 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

-0.7 

1.0472 

1.0512 

1.0521 

-0.4 

1.1213 

1.1358 

1.1390 

-0.1 

1.2826 

1.3612 

1.3835 

0.2 

0.8900 

1.4711 

0.8210 

0.5 

0.7460 

1.2808 

0.7192 


30. 



h = 0.1 

h = 0.01 

X 

y 

T 

1.8 

2.8200 

4.3308 

1.9 

3.9393 

7.9425 

2.0 

5.8521 

28.3926 


31. 



h = 0.1 

h = 0.01 

X 

y 

T 

0.7 

4.3460 

6.4643 

0.8 

5.8670 

11.8425 

0.9 

8.3349 

39.5010 
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Sección 2.5 


Sección 2.6 


X 

y Euler 
mejorado 

y 

Real 

0.1 

1.8100 

1.8097 

0.2 

1.6381 

1.6375 

0.3 

1.4824 

1.4816 

0.4 

1.3416 

1.3406 

0.5 

1.2142 

1.2131 


Nota: En los problemas 2 al 10 se proporciona el valor de x; el valor 
obtenido por medio del método de Euler mejorado correspondiente y, 
y el valor real de y. 


2. 

0.5, 

1.3514, 

1.3191. 

3. 

0.5, 

2.2949, 

2.2974. 

4. 

0.5, 

0.7142, 

0.7131. 

5. 

0.5, 

0.8526, 

0.8513. 

6. 

0.5, 

1.5575, 

1.5576. 

7. 

0.5, 

2.6405, 

2.6475. 

8. 

0.5, 

0.4053, 

0.4055. 

9. 

0.5, 

1.2873, 

1.2874. 

10. 

0.5, 

1.3309, 

1.3333. 


En los problemas 11 al 16 se proporciona el valor final de x; el valor 

correspondiente de y con h = 0.01 y h = 0.005, y el valor real de y. 

11. 1.0, -0.71824, -0.71827, -0.71828. 

12. 1.0, 2.99995, 2.99999, 3.00000. 

13. 2.0,4.89901,4.89899,4.89898. 

14. 2.0, 3.25847, 3.25878, 3.25889. 

15. 3.0, 3.44445, 3.44445, 3.44444. 

16. 3.0,8.84511,8.84509,8.84509. 

En los problemas 17 al 24 se proporciona el valor final de x y el 

valor correspondiente de y, con /í = 0.1, 0.02, 0.004 y 0.0008. 

17. 1.0, 0.35183, 0.35030,0.35023, 0.35023. 

18. 2.0, 1.68043, 1.67949, 1.67946, 1.67946. 

19. 2.0, 6.40834, 6.41134, 6.41147, 6.41147. 

20. 2.0, -1.26092, -1.26003, -1.25999, -1.25999. 

21. 2.0, 2.87204, 2.87245, 2.87247, 2.87247. 

22. 2.0, 7.31578, 7.32841, 7.32916, 7.32920. 

23. 1.0, 1.22967, 1.23069, 1.23073, 1.23073. 

24. 1.0, 1.00006, 1.00000, 1.00000, 1.00000. 

25. Con tamaños de paso h = 0.01 y h = 0.005 la velocidad 
aproximada después de 1 s es de 15.962 ft/s (80% de la 
velocidad de saturación de 20 ft/s); después de 2 s es de 
19.185 ft/s (96% de la velocidad de saturación). 

26. Con tamaños de paso h = l y h = 0.5 la población aproximada 
después de 5 años es de 49,391 venados (65% de la población 
de saturación de 75 venados); después de 10 s es de 66,113 
(88% de la población de saturación). 

27. Con tamaños de paso sucesivos h = O.l, 0.01, 0.001,... las 
primeras 3 aproximaciones obtenidas paray(2) son 1.0109, 
1.0045 y 1.0045. Por tanto, y(2) ~ 1.0045. 

28. Con tamaños de paso sucesivos h = 0.1, 0.01, 0.001,... las 

primeras 4 aproximaciones obtenidas paray(2) son 1.4662, 
1.4634, 1.4633 y 1.4633. Por tanto, y(2) 1.4633. 

29. La velocidad de impacto es aproximadamente de 43.22 m/s. 

30. La velocidad de impacto es aproximadamente de 43.48 m/s. 


1. y(0.25) 1.55762; y(0.25) = 1.55760. 

y(0.5)f« 1.21309; y(0.5) = 1.21306. 
Solución', y = 2e~^ 


En los problemas 2 al 10 se proporciona la aproximación y(0.5), su 
valor real y la solución. 


2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 


1.35867, 1.35914 
2.29740, 2.29744 
0.71309, 0.71306 
0.85130, 0.85128 
1.55759, 1.55760 
2.64745, 2.64749 
0.40547 , 0.40547 
1.28743, 1.28743 
1.33337, 

Solución'. y{x) 


y = 2e‘‘ — 1 
y = 2e“' + X - 1 
y = + X + 2 

u = 2exp (—x^) 
y = 3 exp (—x’) 
y = ln(x + 1) 
y = tan |(x + jt) 
y = (l-x2)-‘ 


1.33333: 

= 2-e^. 


JC 

h = 0.2 

y 

h =0.1 

y 

Exacto 

I" 

0.0 

1.00000 

1.00000 

1.00000 

0.2 

0.77860 

0.77860 

0.77860 

0.4 

0.50818 

0.50818 

0.50818 

0.6 

0.17789 

0.17788 

0.17788 

0.8 

-0.22552 

-0.22554 

-0.22554 

1.0 

-0.71825 

-0.71828 

-0.71828 


En los problemas 12 al 16 se proporciona el valor final de x; las 
aproximaciones de Runge-Kutta correspondientes con h = 0.2 y 
/t = 0.1; el valor exacto de y, y la solución. 

12. 1.0, 2.99996, 3.00000, 3.00000; 
y = l + 2/(2-x) 

13. 2.0, 4 89900 , 4.89898, 4.89898; 
y = V8 d-x'* 

14. 2.0, 3.25795, 3.25882, 3.25889; 
y = l/(l-lnx) 

15. 3.0, 3.44445, 3.44444, 3.44444; 

y = X + 4x“^ 

16. 3.0, 8.84515, 8.84509, 8.84509; 

y = (x« - 37)73 


En los problemas 17 al 24 se proporciona el valor final de x y el 
valor correspondiente de y con h = 0.2, 0.1, 0.05 y 0.025. 


17. 1.0, 0.350258, 0.350234, 0.350232, 0.350232 

18. 2.0, 1.679513, 1.679461, 1.679459, 1.679459 

19. 2.0, 6.411464, 6.411474, 6.411474, 6.411474 

20. 2.0, -1.259990, -1.259992, -1.259993, 
-1.259993 

21. 2.0, 2.872467, 2.872468, 2.872468, 2.872468 

22. 2.0, 7.326761, 7.328452, 7.328971, 7.329134 

23. 1.0, 1.230735, 1.230731, 1.230731, 1.230731 

24. 1.0, 1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000 


25. Con tamaños de paso de h = 0.01 y h = 0.05, la velocidad 
aproximada después de 1 s es de 15.962 ft/s (80% de la 
velocidad de saturación de 20 ft/s); después de 2 s es 
19.185 ft/s (95% de la velocidad de saturación). 
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26. Con tamaños de paso h = 6 y h = 3,1a población aproximada 
después de 5 años es de 49.3915 venados (65% de la población 
de saturación de 75 venados); después de 10 años es de 66.1136 
venados (88% de la población de saturación). 

27. Con tamaños de paso sucesivos h = 1,0.1,0.01,... las primeras 
cuatro aproximaciones ^axay{2) obtenidas son 1.05722, 
1.00447, 1.00445 y 1.00445. De este modo, y{2) ~ 1.00445, 
siendo exacta con cinco cifras decimales. 

28. Con tamaños de paso sucesivos h = 1, 0.1, 0.01,... las primeras 
cuatro aproximaciones paray(2) obtenidas son 1.48990, 
1.46332, 1.46331 y 1.46331. Por tanto, >>(2) ~ 1.4633, siendo 
exacta con cinco cifras decimales. 

29. Tiempo en el aire: aproximadamente 9.41 s. 

30. Tiempo en el aire: aproximadamente 9.41 s. 


Capítulo 3 

Sección 3 .1 

1. y(x) = - le”-" 

2. y(x) = 2e^' — 

3. y{x) = 3 eos 2x + 4 sen 2x 

4. y(x) = 10cos5x — 2sen5x 

5. y(x) = 2e^ — 

6. j’(x) = 4e^^ + 3e~^^ 

1. y{x) =6- 8e“^ 

8 . y(x) = i(14-2e^-') 

9. y(x) = 2e~^ + xe~‘‘ 

10 . y{x) = 3e^^ - 2xe^’ 

11 . y(x) = 5e^ sen x 

12. y(x) = e~^‘(2 eos 2x + 3 sen 2x) 

13. y(x) = 5x — 2x^ 

14. y(x) = 3x2 _ 

15. y{x) =lx — 5x Inx 

16. y(x) = 2cos(lnx) +3sen(lnx) 

21. Linealmente independiente 

22. Linealmente independiente 

23. Linealmente independiente 

24. Linealmente dependiente 

25. Linealmente independiente 

26. Linealmente independiente 

28. y(x) = 1 — 2cosx — senx 

29. No hay contradicción porque la ecuación diferencial dada se 
divide entre x^ para obtener la forma de la ecuación (8); 
entonces las funciones de los coeficiente resultantes 

p{x) = —4/x y q{x) = ó/x^ no son continuas en x = 0. 


33. 

yM 

= cic^ +C2e^ 

34. 

y{x) 

= CiC 

+ C2e2^ 

35. 

y(x) 

= Cl + C2e“^'‘ 

36. 

y(x) 

= Cl + C2e 

37. 

y(x) 

= CiC“'‘'2 + C 2 C' 

38. 

y{x) 

= CiC 

■-''2 + C2C“2"^'2 

39. 

y{x) 

= (Ci + C2 X)c"^'2 

40. 

y{x) 

= (C| 

+ C2X)e2*'2 

41. 

y(x) 

= ClC"'*-'” +C2 c’-‘'2 

42. 

y(x) 

= Cíe 

+ C2e2^'^ 

43. 

y" + 

lOy' = 0 

44. 

y" - 

lOO^ 

= 0 

45. 

y" + 

20y' + lOOy = 0 

46. 

y" - 

noy 

+ lOOOy = 0 

47. 

y” = 

0 

48. 

y"- 

2 y- 

y =0 

49. 

El punto más alto es (in |, 

f)- 




50. 

(-ln2, -2) 

52. 

y{x) 

= CiX 

+ C 2 I X 

53. 

y(x) 

= CiX ■* + C2 x2 

54. 

y{x) 

= c,x 

-3/2 +g^^l/2 

55. 

y{x) 

= Cl + C 2 In X 

56. 

y{x) 

= x2(ci + C 2 Inx) 


Sección 3.2 

1. 15 • (2x) — 16 • (3x2) _ g , ^ Q 

2. (-4)(5) + (5)(2 - 3x2) = q 

3. 1 • 0 + 0 • sen X + 0 • e' = 0 

4. (6)(17) + (-51)(2sen2x) + (-34)(3cos2x) =0 

5. 1 ■ 17 — 34 • cos2 X + 17 • eos 2x = 0 

6. (—!)(£'') + (l)(coshx) + (l)(senhx) = 0 

13. y(x) = - |e- 2 .. 

14. y(x) = i(3e^ - 6e2' + 3e^^) 

15. y(x) = (2 — 2x + x2)e-' 

16. y(x) = -12e' + 13e2^ - 10 xe 2 « 

17. y(x) = i(29 — 2cos3x — 3sen3x) 

18. y(x) = e'(2 — cosx — senx) 

19. y(x) =x+ 2x2+ 3x2 

20. y{x) = 2x — x^^ + x^^lnx 

21. y(x) = 2cosx — 5 senx + 3x 

22. y(x) =4e2^ -e-^ -3 

23. y(x) = e-^ + 4e^' - 2 

24. y (x) = e^(3 eos x + 4 sen x) + x + 1 

38. y2(x) = ^ 

39. y2(x)=xe"‘^2 

40. y2(x) = xe^ 

41. y2(x) = X + 2 

42. y2(x) = 1 + x2 


Sección 3.3 

1 . y(x) = cie 2 ^ + C 2 e-^ 

2 . y(x) = ci + C 2 e 2^/2 

3. y(x) = cie2^ + C 2 e-^^ 

4. y(x) = Cie''^2 -I- cjg’-» 

5. y(x) = Cie-2^ + C 2 xe- 2 ^ 

6 . y(x) = e“ 2 j :/2 1 ^^^ gxp (^lx\/5^ +C 2 exp (^-3x\/5^j 

7. y(x) = Cie 2+2 _|_ C 2 Xc 2+2 

8 . y(x) = (Cí eos 2x + C2 sen 2x) 

9. y(x) = e“‘*^(ci cos 3 x + C2 sen 3 x) 

10. y(x) = Cl + C 2 X + C 3 x 2 + C 4 e“ 2 j ^/5 

11 . y(x) = Cl + C2X + + C4xe‘'' 

12 . y(x) = Cl + C 2 e^ + Cjxe^ + C 4 x 2 e^ 

13. y(x) = Cl + C2e“2'/3 -I- C3Xe“2t/3 

14. y(x) = cic' + C 2 e * + C 3 eos 2 x + C 4 sen 2 x 

15. y(x) = Cie^" + C 2 xe 2 ^ + + C 4 xe“ 2 « 

16. y (x) = (ci + C 2 x) eos 3x + (C 3 + C 4 X) sen 3x 

17. y(x) = Cl eos ^x/\/ 2 ^ + C 2 sen (x/v/ 2 ) + C 3 eos ( 2 X/V 3 ) + 

C4 sen^ 2 x/\/ 3 ^ 

18. y(x) = Cie 2 ^ + C 2 e“ 2 « -p gos 2 x + C 4 sen 2 x 

19. y(x) = CiC^ + C 2 e“^ + c^xe^” 

20 . y(x) = 

£“""^2 _|_ C 2 X) eos (^ixVS^ + (C 3 + C 3 X) sen(^ixV3^ j 

21. y(x) = 5e^ + 2e^‘ 

22. y(x) = 1^3 eos ^x/V3^ + 5\/3 sen^x/\/3^ j 

23. y(x) = e 2 j^( 3 cos 4 x — 2 sen 4 x) 

24. y(x) = l(-7 + e2* + 8 e-^/ 2 ) 

25. y(x) = i (-13 + 6x + 9 e- 2 ‘/ 2 ) 

26. y(x) = ;(24 - 9e-2^ - 25x6-^-^) 

27. y(x) = CiC^ + C 2 e-^ + C3xe-2^ 

28. y(x) = Cie2^ + C 2 e-’‘ + 

29. y(x) = cic -|- e3jr/2 gos ^|x\/3^ + C 3 Sen (1x73)] 

30. y(x) = cic^' + C2e^ + C3 cos(x'\/ 3 ) + C4 sen(x\/ 3 ) 

31. y(x) = cic'^ + e 2'(c2 cos2x + C3 sen2x) 
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32. y(x) = Cie^’’ + (C 2 + Cj,x + CiX^)e^’‘ 

33. y{x) = + e^^’‘(c 2 cos3x + C3 sen3x) 

34. y(x) = + C2 eos 2x + C3 sen 2x 

35. y(x) = + C2e“''^^ + C3 eos 2x + C4 sen 2x 

36. y(x) = _|_ g-jí(c2 cosx + C3 senx) 

37. y{x) = 11 + 5x + 3x^ + 7e^ 

38. >'(x) = 2e^^ — 2eos lOx 

39. - 6y" + 12 >-' - 83 ' = 0 

40. - 2y" + 4y' - Sy = 0 

41. yW - 163 = 0 

42. y® + 12>-<'‘> + 48j" + 64y = 0 

44. (a) X = ¡, —2í (b) X = —¡, 3í 

45. y(x) = + C 2 e’“ 

46. >'(x) = + C2e“^“ 

47. >'(x) = Ci exp (^1^1 + ¡ Vsj x^ + C2 exp [l + /V3]x) 

48. ^(x) = 

I + exp 1^1 ^-1 + í\/3^ xj + exp ^-1 - ¡\/3^ xj^ 

49. ^(x) = 2e^^ — + 3eosx — 9senx 

52. y{x) = Ci eos(3 Inx) + C2 sen(3 Inx) 

53. jíCx) = x“^[ci cos(41nx) + ci sen(41nx)] 

54. y(x) = Ci + C2Inx + C3X“^ 

55. ^(x) = ci + x^(c2 + C3 Inx) 

56. >'(x) = Ci + C2 Inx + C3(lnx)^ 

57. >'(x) = C1 + X^ (c2X“'^ + C3X+'^) 

58. >'(x) = x“'[ci + C2Inx + csClnx)^] 

Sección 3.4 

1. Freeueneia; 2rad/s (1/jr Hz); periodo: jt s 

2. Freeueneia; 8 rad/s (d/jr Hz); periodo: jr/ 4 s 

3. Amplitud: 2 m; freeueneia: 5 rad/s; 
periodo: 2 jr/ 5 s 

4. (a) x(í) = i| cos(12í — a) eon 

a =2jt - tan'‘(5/12) ss 5.8884; 

(b) Amplitud; -Jl m; periodo: n/ 6 s. 

6 . Cerea de 7.33 mi. 

7. Cerea de 10,450 ft. 

8 . 29.59 in. 

10. Amplitud: 100 em; periodo: eerea de 2.01 s. 

11. Cerea de 3.8 in. 

13. (a) x(í) = 50(e"^"^ — e“"^); (b) 4.096 exaetamente. 

14. (a) x(í) = 25e~"^ eos(3f — a) eon a = tan"'(3/4) ~ 0.6435; 
(b) eurvas envolventes x = ± 25e~'^^\ pseudoperiodo 2nl 2 

15. x(í) = 4e“^' — 2 e“‘'', sobreamortiguado; u(t) = 2 eos (2 V 2 í) 



16. x(í) = 4e — 2e , sobreamortiguado; 
u{t) ^ 2yÍfeos(V2Tf -0.2149) 



17. x(í) = 5e *(2e + 1), erítieamente amortiguado; 
u(f) ~ I V5eos(4f — 5.8195) 



18. x(í) = 2e eos (4f — y), subamortiguado; 
u(t) = I eos (5t — y) 



19. x(í) ~ i V313 e eos(6í — 0.8254), subamortiguado; 
ií(í) ~ -jl eos (f í - 0.5517) 



20. x(í) ~ 13e eos(2í - 1.1760), subamortiguado; 
cos(2 V5 í - 0.1770) 



-In 
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21. x(í) ~ lOe cos(10f — 0.9273), subamortiguado; 
¡í(f) 2 Vl4 cos(5 VS t - 0.6405) 



22. (b) La amplitud variante en el tiempo es | vtt, la frecuencia es 4v5 
rad/ s, y el ángulo de fase es jr/ 6 . 

23. (a) ^~70181b/ft; (b) después de alrededor de 2.47 s. 

34. Constante de amortiguación: c ~ 11.51 Ib/ft/s; constante del resorte: 
k ~ 189.68 Ib/pie 

Sección 3.5 

1 . y,{x) = 

2. yp{x) =- i(5 + 6 x) 

3. yp{x) = i(cos3x -5sen3x) 

4. yp{x) = i(-4e"= + 3xe"^) 

5. yp(x) = i(13 + 3cos2x — 2sen2x) 

6 . yp{x) = ¿(4 - 56x + 49x2) 

7. yp(x) =—gCe'— e“^) =—I senhx 

8 . yp(x) = fxsenh 2 x 

9. y,(x)=-i + ¿(2x2-x)e" 

10. yp{x) = i(2xsen3x — 3xcos3x) 

11 - ypM = ^(3x2 - 2 x) 

12. yp(x) = 2 x + ixsenx 

13. yp(x) = ¿e"‘(7senx — 4cosx) 

14. yp(x) = ¿(-3x2e' +x^e^) 

15. yp(x) = -17 

16. yp{x) = i(45 + - (>xe^’‘ + 9xV^) 

17. yp(x) = i(x2senx — xcosx) 

18. yp(x) =- j^(24xe^ - 19xe^‘ + 6xV‘) 

19. yp(x) = i(10x2 -4x2 

20. y,(x) =-l 4 \xe‘ 

21. yp{x) = xe^(Acosx + B senx) 

22. yp{x) = Ax2 + Bx^ + Cx2 + Dxe^ 

23. y^Cx) = Ax cos2x + Bx sen2x + Cx2 cos2x + Dx^ sen2x 

24. yp(x) = Ax + Sx2 + (Cx + Dx2)e-2^ 

25. yp{x) = Axc"' + Bx'^e~’‘ + Cxe“2* + Dx^e''^ 

26. y^Cx) = (Ax + Bx^)e^‘ eos 2x + (Cx + Dx^)e^* sen 2x 

27. yp(x) = Ax cosx + Bx senx + Cx cos2x + Dx sen2x 

28. yp(x) = (Ax + Sx2 + Cx2) eos 3x + (Dx + Ex^ + Fx^) sen 3x 

29. yp{x) = Ax\‘ + Bx''e‘ + Cxe^ + Dxe“2* 

30. yp(x) = (A + Bx + Cx2) cosx + (Z) + Ex + Fx^) sen2x 

31. y(x) = cos 2 x + I sen 2 x + |x 

32. y(x) = j(15e"-' - 16e-2^ + e^) 

33. y(x) = cos3x — sen3x + | sen 2 c 

34. y(x) = cosx — senx + |x senx 

35. y(x) = e'( 2 cosx — | senx) + |x + 1 

36. y(x) = -¡15(234 + 240x - 9 e“ 2 »: - 33 ^ 2 * - 12x2 _ 4 ^ 4 ) 

37. y(x) = 4 - 4e^ + 3xe' + x - ix2e^ + '-x^e^ 

38. y(x) = i[e“^(176cosx + 197 senx) — (6cos3x +7sen3x)] 

39. y(x) = — 3 + 3x — 5 x 2 + ix2 + 4e“^ + xe~^ 


40. y(x) = |(5e“^ + 5e' + 10cosx - 20) 

41. yp(x) = 255 - 450x + 30x2 20x2 lOx-* - 4x2 

42. y(x) = 10e“^ + 35^2-' + 210cosx + 390senx + yp(x) donde 
yp{x) es la solución particular del problema 41. 

43. (b) y(x) = Ci eos 2x + C 2 sen 2x 
+ i cosx — ^ eos 3x 

44. y(x) = e"''2 eos ^ix t/3^ + C 2 sen^^x V3^j + 

¿(—3 eos 2x + 2 sen2x) + ¿(15 cos4x + 4sen4x) 

45. y(x) = Ci eos 3x + C 2 sen 3x + ¿ — ¡¡j eos 2x — ^ eos 4x 

46. y(x) = C] cosx + C 2 senx + -¡^(Sx cosx + 3x2 ggj^x) + 

¿(3 sen3x — 4x eos 3x) 

47. yp{x) = 

48. yp(x) =- ¡L(6x + l)e"2' 

49. yp(x) = x^e^ 

50. yp(x) = ■¡^(4xcosh2x — senh2x) 

51. yp(x) =— i(cos2xcosx — sen2xsenx) + ^(cos5xcos2x + 
sen5x sen2x) =— icos3x (!) 

52. yp(x) =— ¿cos3x 

53. yp(x) = |xsen3x + |(cos 3x) In | eos 3x| 

54. yp(x) =— 1 — (cosx) In I esex — cotx| 

55. yp(x) = |(1 — xsen2x) 

56. ypix) =- ie'(3x +2) 

58. ypix) = x2(lnx — 1) 

59. ypix) = 

60. y,(x) =- fx«2 

61. ypix) = Inx 

62. yp(x) = — x2 + X In — 

Sección 3.6 

1. x(í) = 2cos2/— 2cos3í 



2 . x(f) = I sen2í — sen3í 



+ -(1 +x2)ln|l -x2| 
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3. x(í) = V138388 cos(10f — a) +5cos(5/ — P) con 
a =2ir - tan''(l/186) fa 6.2778 y 
p = tan“‘(4/3) fa 0.9273. 



4. x(í) = 2 Vl06 cos(5í — O!) + 10cos4í con 
a =Tt -tan-‘(9/5) fa 2.0779 



5. x(í) = (xo — C) eos cúat + C eos cDt, donde C = Fo/( k — meo^) 
7. Xsp(f) = cos(3l — a) con a = tt — tan“'(12/5) ~ 1.9656 



8. Xsp(í) = ^ cos(5í — a) con a = Ijr — tan '(3/4) ~ 5.6397 



10 . Xsp(f) = ^ cos(10í — a) con 
a =Tr + tan-‘(171/478) « 3.4851 



11. Xsp(f) = ^ cos(3í — a) con a = jt — tan '(3) ~ 1.8925 

^tr(t) = 7 V2e"^' cos(í — p) con p = 2jt — tan“*(7) ~ 4.8543 



12. Xsp(f) = cos(3í — a) con a = tt + tan ‘(2/ 5) fa 3.5221 
x„(í) = -^e-^'cos(2f-^)con p = tan-‘(5/2) « 1.1903 



13. Xsp(f) = cos(10í - ff) con 
a = TT -tan-‘(10/37) fa 2.9320 

e"' cos(5t - P) con 
P =2tt - tan“'(421/12895) fa 6.2505 



a=TT + tan-‘(199/20) fa 4.6122 



14. Xsp(f) = V485 cos(f — a) con a = tan '(22) fa 1.5254 
x„(í) = V3665 e”'*' cos(3í — P) con 
P=n +tan-‘(52/31)Ra 4.1748 



-30 
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15. C{ft)) =2/ V4 + (ü*', prácticamente no hay frecuencia de resonancia. 



16. CM = 10/ V25 + 6w^ + ft)'*; prácticamente no hay frecuencia 
de resonancia. 


C 

2 '-,, 

1 - 

_I_ i tij 

5 10 

17. C{ctí) = 50/ V2025^-34£uM-u?; se presenta resonancia en la 
frecuencia cu = 3 V3. 


C 



10 20 


18. C{cu) = 100/ V422500 — 1200cu^ + cu'*; se presenta resonancia en la 
frecuencia cu = 10 V&. 


C 



19. tú = V384 rad/s (aproximadamente 3.12 Hz) 

20. tú ~ 44.27 rad/s (aproximadamente 7.05 Hz) 

21. túo = ^f{^rLY'\njdln) 

22. túo = \/kl( m + // a^) 

23. (a) Frecuencia natural; VTO rad/s (aproximadamente 0.50 Hz); 
(b) amplitud: aproximadamente 10.625 in. 

Sección 3.7 

1 . /(í) = 4e-=' 

2. I(t) =4(1 

3. /(í) = -¡Ij/cosóOí + 12sen60í — e~^') 

4. I{t) = 5(6-*“' - e-2»'); /máx = /(¿ ln2) = 5/4. 


5. 


6 . 


7. 

8 . 

9. 


11 . 

12 . 


13. 


14. 

15. 


16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


21 . 


22 . 


/(í) = |e “ senóOí 

/sp(í) = ^(—21 eos 60f + 22sen60í) = (5/V37) cos(60í — a), 
donde a = jr — tan“*(22/21) 2.3329. 

(a) Q(í) = £oC(l - I(t) = (Eo/ 

(a) Q(t) = lOíe-^'; I{t) = 10(1 - 5t)e-^'\ 

(b) G„.áx = 2(1/5) = 2c-‘. 

(a) Q(t) = (cosl20f + 6senl20í -e-2“')/1480 
I(t) = (36 eos 120í — 6 sen 120í + e“™')/74 

(b) /sp = :^(6cos 120f — sen 120í) = cos(120í — o:) donde 
a = 2 jt — tan^' i. 

4p(í) = ^ sen(2f — S) donde S = In — tan“'(l/6) ^ 6.1180 
7sp(í) = ^ sen(10í — S) donde S = 2jr — tan“'(l/4) 6.0382 

Isp(t) = ^ sen(5f — á) donde S = 2?! — tan“'(2/3) «í 5.6952 
4p(í) «i 0.9990 sen(100í - 0.8272) 

4p(í) «i 0.1591 sen(60jrí - 4.8576) 

4p(í) «i 1.6125 sen(377í - 1.2282) 

I(t) = -25e-^' sen3í 

I(t) = - 18e-™' - £-') 

l{t) = lOe-™' - lOe-'"' - 50fe-“’' 

I{t) = cos/yn/2 + 27senív/n/2) + 

(eos 2í + 6 sen 2í) 




I(t) -e-“'(0.1574cos25f VÍM + 0.0262sen25í ^/T59) + 
(0.1574cos60jrí +0.0230sen60 jit) 
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Sección 3.8 


12. x(t) = Ae' + Be-\ y{t) = Ae' = Be"' 


1. Sólo eigenvalores positivos 4} y eigenfunciones 

asociadas {cos(íí7rv/2)} para n = 1,3, 5,... 

2. Eigenvalor Xg = 0 con eigenfunción yo(x) = 1, y eigenvalores 
positivos {íj^} con eigenfunciones asociadas {eos nx} para 

n = 1, 3, 5,... 

3. Sólo eigenvalores positivos {«^4} para n = 1,3, 5,... La 
n-ésima eigenfunción y„(^) es cos(nx/2) si n es impar, 
sen(íJx/2) si n es par. 

4. Eigenvalor Xg = 0 con eigenfunción yo(x) = 1 y eigenvalores 
positivos {fí^/4} para n = 1, 3, 5,La n-ésima 
eigenfunción y„(x) es sen(nx/2) si n es impar, cos(nx/2) 

si n es par. 

5. Sólo eigenvalores positivos ¡(A} para n= 1, 3, 5,... 

La ít-ésima eigenfunción y„(x) es cos(n7rx/8) + sen(íi7rx/8) 
si n es impar, cos(n7rx/8) — sen(n7rx/8) si n es par. 

7-8. En la figura de abajo, los puntos de intersección de la curva 
y = tan z con las rectas y = ±z están marcados con sus 
coordenadas z. Se observa que se encuentra justo a la 
derecha de la línea vertical z = (2 íí — 1 )n/2, mientras que 
se encuentra justo a la derecha de la recta z = (2« + l)7r/2. 



Sección 4.1 


1. X¡ = X 2 , xj = —Vxj — 3x2 + 

2. X¡ = X2, xj = X3, xj = X4, xj = — Xi + 3x2 — 6x3 4 - eos 3f 

3 . X¡ = X2, t^x'2 = (1 — í^)Xi — tXi 

4. x¡ = X 2 , x '2 = X 3 , í^xj = —5xi — 3 íX 2 + 2 f^X 3 -|- Iní 

5. Xj = X 2 , Xj = X 3 , xj = Xj -f COSXi 

6. x[ = X 2 , x '2 = 5xi — 4>’i, y'^ = y 2 , yj = —4xi -|- 5yi 

7. x¡ = X 2 , y¡ = y 2 , x '2 = -kxi ■ (xf + yf)"^^^ 

y' = -kyi ■ (x^ + ylT^'^ 

8. x¡ = X2, x'2 = — 4 xi + 2yi — 3x2 

y'\ = y 2 , yj = 3xi - yi - 2 y 2 + eos í 

9. x¡ = X 2 , y¡ = y 2 , zj = Z 2 , xj = 3xi - yi -h 2zi, 

y' = X] -b y, - 4zi, Z 2 = 5xi - y¡ - zi 

10 . x¡ = X2, xj = xi(l - yi) 

>’! = f' 2 ,yj = yi(l -Xi) 

11. x(t) = Acost + B sent, y(t) = B cosí — A sent 



X 


13. x(í) = Acoslt + B sen2í, y(í) =— Bcos2í + Asen2í; 
x(f) = cos2f, y(í) = sen2í 


5 
4 
3 
2 
1 

^ 0 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 

-5 -4-3 -2-1 0 1 2 3 4 5 

X 


y í^irrAr-^ 

/ / ^ ' 
/ / / ^ • 
i i 1 

fx A \ - 

^ ^ 'í t t- 

-i i ^ ^ 

-V V \ ^ ^ 
\ ^ ^' 

\ A r f T i 

^ A T'T^ 
, ^ ^ ^ / 
^ Al X7' ?_ 


14. x{t) = A eos 10? + B sen 10?, y(?) = B eos 10? — A sen 10?; 
x(?) =3 eos 10? + 4 sen 10?, y(?) = 4 eos 10? — 3 sen 10? 


5 
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


- / 

- T 7 7 A 2^ 

-V P A 

-f f f ^ y 

^ - v 

> L t 1 i 

S T 1 H N 

\ ^ ^ ^ 

^ ^ i i i- 
^ ^ ¿ í 
^ ///■ 
' ^ 1 / " 

"ía íA 


5 

4 

3 

2 

1 

. 0 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 


- T/7/7.Arz. 
f ñ ',/ 
íTíT^Tfr/7 

\ 

► \ t - 

■A A \ ^ \ 

fl ! 1 n H U'- 

/ A/- 
' - 

7 - 


-5 -4-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


X 


X 
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15 . x(í) = A eos 2t + B sen 2t, y(t) = 4B eos 2t — 4A sen 2t B = — y en la solueión partieular. 




16 . x(í) = A eos 4/ + B sen 4/, y(t) = ^B eos4f — i A sen4f 


. 

\-l \.L 





-t /t r-rz, 

i»'u, 

'\\\ <\^ 

: \ 

./ i 

>///- 

- i/. 


- ^ - 






-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


X 


19 . x(í) =—e sen3í, >>(í) =e ^'(3eos3í + 2sen3í) 



X 


17 . x(í) = Ae-^' + Be^, y(t) =- 3Aé'"’' + 2Be^'; x(í) = 

v(í) = 2e^‘ 



X 


18 . x(í) = Ae-^' + Be-^‘, y(t) = 2Ae-^' + 5Be-^'; A = f y 


20 . x(f) = (A + Bf)e^', y(0 = (3A + B + 3Bt)e^' 


5 
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

X 


27 . 2(/,' - /^) + 50/, = lOOsenóOf, 2(/^ - /,') + 25/2 = 0 

28 . /; =- 20(/, - h), /' = 40(/i - h) 
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Sección 4.2 


1 . x{t) = aye ' + í32^^^ yiO = « 2 ^^' 



X 


2 . x{t) = (ci + C 2 t)e y{t) = (c, - fcj + C 2 Í)e ' 


5 
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

X 


/ / /' 




y y// / 


f f T T i 


3. x(í) = |(e^' — e y(t) = |(6e^' — e ^') 


y V 7/' ^ 
-7/^ / T/T 
-/7 7/7 / T 
7/7' 7/7 y 

' // / 4 'V 
/tUV- 

dV/v 

'~\r 7/7 
,A\- iiHli/i 

2 // y / ^ 

/ 7/7/7- 

7/7 7/7 / 
/ 7/7 7/7' 


X 


4. x(t) = l(3e^‘ - e-^'), y(t) = {(3e^' -5e-^‘) 





5. x(t) = e '(«1 cos 2 f + «2 sen 2 f), 

^(í) =— |e“' [(ííi + « 2 ) eos 2 í + (02 “ « 1 ) sen 2 /] 

5 

4 

3 
2 
1 

^ 0 
-1 
-2 
-3 

-5 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

X 

6. x(í) = e~^'{3 cos3f + 9 sen3í), ^(í) = e“^'(2cos 3t — 4sen3f) 

5 

4 
3 
2 
1 

^ 0 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

X 

7. x(í) = «le^' +« 26 ^' - >(0 =- 2 aie^' - a^e^' - \t - \ 

8 . x(í) = Cíe' + C 2 e^' + e^', y{t) = — c¡e' + C 2 e^‘ 

9. x(í) = 3aie' + a 2 e~' — |(7cos2í +4sen2/), 
y(t) = üie' + flje"' — |(2cos2í + 4sen2f) 

10 . x(í) = e', y(t) = — e' 

11. x(í) = a¡ eos 3t + «2 sen 3t — ^e' — 

3 '(í) = 5 [(«1 -a2)cos3í +(ai +a2)sen3f] + j^e' 

12. x(í) = Cje^' + C 2 e~^' + c^e^' + C 4 e“^', 
y(t) =-Cie^' -C 2 e~^' + |c 3 e^' + |c 4 e“^' 

13. x(í) = a¡ eos 2/ + «2 sen 2t + b¡ eos 3f + ¿>2 sen 3f, 

v(í) = ^(a¡ eos 2í + «2 sen2í) — 2(¿i eos 3t + ¿2 sen3í) 

14. x(í) = ci eos 2t + C 2 sen 2 í + | sení, 

y(í) = Ci eos 2t + C 2 sen 2t + C 3 eos 2t -42 + 

C 4 sen 2t V 2 + Yi sen f 
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15. xit) = ai eos / + «2 sen t + bi eos 2t + ¿2 sen 2í, 

y (í) = 02 eos t — ai sen t + bi eos 2t — bi sen 2t 

17. x(í) = ai cosí + 02 sení + bie^‘ + bie^^', 

y(t) = 302 cosí — 3oi sení + bie^' — bie^^ 

18. x(í) = |(4cie’' — 'ic 2 e^*‘), y(t) = Cie^' +C2e“‘*', 
z(í) = |(-4cie^' + 3c2e“‘'') 

19. x(í) = Oi + a2e'*' + 036*', y(t) — 2ai — 2o3e*', 

z(í) = 2oi — 2026“*' + 2o3e*' 

20. x(í) = Oie^' + a 2 e^‘ + \te^‘, y(t) = Oje^' + fo2e^' “ \te^‘, 
z(t) = aie^' - (02 + ¿>2 + I) - |íe“' 

23. Infinidad de soluciones 

24. No tiene solución 

25. Infinidad de soluciones 

26. Dos constantes arbitarias 

27. Sin constantes arbitarias 

28. No tiene solución 

29. Cuatro constantes arbitarias 

31. Ii(t) = 2 + 1^—2 eos ^10í/\/6^ + 4\/6sen^l0í/\/6^ j, 

i 2 it) = (20/Ve) e sen (lOí/Ve) 

32. /i(í) = -¡3^(1206-“'/^ - 120cos60í + 1778sen60r), 
hit) = ¿j(-240e-“'/^ + 240cos60r+ 1728sen60í) 

33. hit) = I(2+ hit) = |(1 -e-“) 

37. (a) x(í) = O] eos 5í + 02 sen 5í + ó, eos 5í V3 + ¿2 sen 5í V3, 

><(1) = 2oi eos 5í + 2 o 2 sen 5í — 2ói eos 5í V3 — 2¿2 sen 5r V3; 

(b) en el modo natural con frecuencia coi = 5, las masas se mueven 
en la misma dirección, mientras que en el modo natural con 
frecuencia 0)2 = óVS lo hacen en direcciones opuestas. En cada 
caso la amplitud del movimiento de raí es dos veces la de raí. 

39. x(r) = Oi eos í + 02 sení + b¡ cos2í + ¿2 sen2í, 

^(í) = 2oi cosí + 2 o 2 sení — h cos2í — sen2í. 

En el modo natural con frecuencia cui = 1 las masas se mueven 
en la misma dirección con amplitud de movimiento de la segunda 
masa al doble de la primera. En el modo natural con frecuencia 
0)2 = 2 se mueven en direcciones opuestas con la misma amplitud 
de movimiento. 



O 71 2ji 371 
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í 


40. x(í) = oi eos 5í + 02 sen5í + bi eos lOí + ¿2 sen lOf, 

^(í) = 2a| eos 5r + 202 sen 5í — bi eos lOí — ¿2 sen lOí. 

41. x(r) = o, eos í + 02 sen í + ó| eos 3í + ¿>2 sen 3 í, 

yit) = ai eos í + 02 sení — b¡ eos 3í — ¿>2 sen3í. 

En el modo natural con frecuencia íoi = 1 las masas se mueven 
en la misma dirección, mientras que en el modo natural con 
frecuencia 022 = 3 lo hacen en direcciones opuestas. En cada 
caso la amplitud de movimiento de las dos masas es igual. 



O 71 271 


t 


42. x(í) = oi eos í + 02 sení + b¡ cos 2 í + ¿>2 sen 2 í, 

^(í) = O] eos í + 02 sení ~ \bi cos 2 í — ^¿2 sen 2 í. 

43. x(í) = O] eos í + 02 sení + bi cosí Vs + Ó2 sen í VS, 

yit) = ai eos í + 02 sení — bi cosí Vs — ¿2 sen í V5. 
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En el modo natural con frecuencia m, = 1 las masas se mueven 
en la misma dirección, mientras que en el modo natural con 
frecuencia cuj = Vs lo hacen en direcciones opuestas. En cada 
caso la amplitud de movimiento de las dos masas es igual. 








0 



n 

t 

2 n 

44. 

x(í) 

= <3i 

eos i 

ía/2 

+ 

«2 

sení 

V2 


cos2f + ¿2 sen2í. 


yit) 

= (3i 

eos i 

íV2 

+ 

«2 

sení 

V2 

-b, 

cos2f — ¿2 sen2f. 

45. 

x(t) 

= fll 

eos i 

tV2 

+ 

«2 

sen/ 

V2 

+ 

cosíV8-l- íi 2 seníV 8 . 


y(t) 

= fll 

eos i 

tV2 

+ 

«2 

sen/ 

V2 

_ 1 

2 

¿>1 eos í VS — i ¿2 sení VS. 


En el modo natural con frecuencia tt), = V2 las dos masas 
se mueven en la misma dirección con igual amplitud de oscilación. 
En el modo natural con frecuencia aij = V® = 2 V2 las dos masas 
se mueven en direcciones opuestas, siendo la amplitud de oij 
la mitad de la de m¡. 



0 71 271 
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46. x(t) = a¡ eos 2/ + «2 sen2í + b¡ cos4f + ¿>2 sen4í, 
y{t) = a¡ eos 2t + «2 sen2í — bi cos4í — bi sen4í. 

Sección 4.3 

El formato para las primeras ocho respuestas es el siguiente: 

(v(í), y{t)) ent = 0.2 por los métodos de Euler, Euler mejorado 
y Runge-Kutta, y finalmente por los valores reales. 

1. (0.8800,2.5000), (0.9600,2.6000), (1.0027,2.6401), 

(1.0034, 2.6408) 

2. (0.8100,-0.8100), (0.8200,-0.8200), (0.8187,-0.8187), 
(0.8187, -0.8187) 

3. (2.8100,2.3100), (3.2200, 2.6200), (3.6481,2.9407), 

(3.6775, 2.9628) 

4. (3.3100,-1.6200), (3.8200,-2.0400), (4.2274,-2.4060), 
(4.2427, -2.4205) 

5. (-0.5200,2.9200), (-0.8400, 2.4400), (-0.5712, 2.4485), 
(-0.5793, 2.4488) 

6. (-1.7600,4.6800), (-1.9200, 4.5600), (-1.9029, 4.4995), 
(-1.9025,4.4999) 

7. (3.1200,1.6800), (3.2400, 1.7600), (3.2816, 1.7899), 

(3.2820, 1.7902) 

8 . (2.1600,-0.6300), (2.5200,-0.4600), (2.5320,-0.3867), 
(2.5270, -0.3889) 

9. En t = 1 se obtienen (x, y) = (3.99261, 6.21770) (h = 0.1) y 
(3.99234, 6.21768) {h = 0.05); el valor real es 
(3.99232,6.21768). 

10. En í = 1 se obtienen (x, y) = (1.31498, 1.02537) {h = 0.1) y 
(1.31501, 1.02538) {h = 0.05); el valor real es 

(1.31501, 1.02538). 

11. En í = 1 se obtienen (x, y) = (—0.05832, 0.56664) {h = 0.1) y 
(—0.05832, 0.56665) {h = 0.05); el valor real es 
(-0.05832,0.56665). 

12. Se resolvió x' = y, y' = — x + senf, x(0) = y(0) = 0. Con 

h = 0.1 y también con h = 0.05 se obtienen los valores reales 
x(l.O) 0.15058. 

13. Runge-Kutta, h =0.1: alrededor de 1,050 ft en cerca de 7.7 s. 

14. Runge-Kutta, h =0.1: alrededor de 1,044 ft en cerca de 7.8 s. 

15. Runge-Kutta, h = 1.0: alrededor de 83.83 mi en cerca de 168 s. 

16. A 40“: 5.0 s, 352.9 ft; a 45°: 5.4 s, 347.2 ft; a 50°: 5.8 s, 334.2 
ft (todos los valores son aproximados). 

17. A 39° el rango es cercano a 352.7 ft. A 39.5°, 352.8; a 40°, 
352.9; a40.5°, 352.6; a4r, 352.1. 

18. Justo debajo de 57.5°. 

19. Aproximadamente 253 ft/s. 

20. Altura máxima: alrededor de 1,005 ft, alcanzada en casi 5.6 s; 
rango: cercano a 1,880 ft; tiempo en el aire: alrededor de 11.6 s. 

21. Runge-Kutta con /? = 0.1 obtiene estos resultados: 

(a) 21,400 ft, 46 s, 518 ft/s; (b) 8,970 ft, 17.5 s; (c) 368 ft/s 
(en t~ 23). 
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Capítulo 5 

Sección 5.1 


,, r 13 -18] ,,, ro -r 

|_23 17 J’ |_2 19 J’ 

,, r -9 -11 ] ,,, r -10 - 37 ' 

(d 1^ 47 _9j. (d) 1^ J4 _g 


2. (AB)C = A(BC) = _2 

A(B + C) = AB + AC = 


-33 -7 

-27 103 


■-18 -4' 

68 -8 


AB=[4¿ BA= . 

_ 2t^ — eos t 

^ ~ 3í^ — 4 sen í + 5 eos t ’ 


11 -12 


2í + 3e-' 
-14í 
6í - 2e-‘ 


21 2 1 ] 

4 44 9 ; (b) 

-27 34 45 J 

0-6 1 ■ 

10 31 -15 ;(d) 

16 58 -23 


3-f 2 

(e) 0 4 — í 

-5 2 

det(A) = det(B) = 0 


9 21 

-5 -8 

-25 -19 


21 -13 

-8 24 


12 -10 


8. det(AB) = det(BA) = 144 


ri-8í+18í" 1 + 2f - 12í2 + 32f’■ 

(AB) - 3 3j 2 _ 4f3 gj 3 j2 4j3 

i>/,3 0 “3 0 

oJ’^« = Lo_ 

1 ^ r 2 4 ] r 3e' 

X= y ,P(í)= 5 _1 .f(0= _j2 


Olí] [o 

10 1 , f(í) = 0 

lio 0 


P(í) = 1 

0 


0 -3 


0 10 0 
0 0 2 0 
0 0 0 3 

4 0 0 0 


21. W{t) = e^'-, x(í) = 

22. ÍV(í) =-5e';x(í) 

23. ÍV(í) = 4;x(f) = ^ 

24. ÍV(í) = e^';x(í) = 

25. W(t) = le-^‘-,x(t) 


_ r 2cie' + C2e^‘ 
—3cie' — C2e^' 

_ r + 2c2e-"' 

‘ ~ [ 3cie3' + C2e-^' _ 




Cie^' + C2e^' 
—Cie^' — 2c2e' 
r ..2Í I 


_ 3ci 

“ _ 2ci 


3cie^' + C2e 
2cie^' + 3c2e“^' 

2cie‘ — 2c2e^' + 2c3e^' 
2 c¡e' — 2 c 
Cíe' + C2e^‘ + cse^' 



31. X = 2xi — X 2 

32. X = 7xi — 2x2 

33. X = 15xi — 4x2 

34. X = I (3xi — 2 x 2 ) 

35. X — Xi + 2 x 2 4“ X 3 

36. X = 7xi + 3x2 + 5 x 3 

37. X = 3xi — 3x2 - 5 x 3 

38. X = — 2 xi + 15x2 — 4x3 

39. X = 3xi + 7x2 + X 3 — 2 x 4 

40. X = 13xi + 41x2 + 3 x 3 — 12 x 4 

41 . (a) X 2 = /Xi, de tal manera que ninguna es un múltiplo 
eonstante de la otra, (b) lV(xi, X 2 ) = 0, mientras que el teorema 
2 impliearía que W 3 ^ 0 si Xj y X 2 fueran solueiones 
independientes de un sistema de la forma indieada. 


Sección 5.2 


1. Xi(l) = c¡e ' + C2e^‘, X2(t) = —Cic ' + C2e^' 



-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


2. xi(t) = Cíe ' + 3c2e'’', X 2 (í) = —Cie ' + 2 c 2 e‘'' 

3. Solución general Xi(í) = Cie^' +4c2e®', X 2 (f) = —Cic^' + 3c2e®' 
Solución particular xi(í) = ](—e“' + 8e®'), 

X2(í) = ](e-'+6e'i'). 


26. tV(í) = 16e®';x(í) = 
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15. xi(0 = 5e^'(ci cos4í — C 2 sen4í), 

^ 2(0 = + 4c2)cos4í + (4ci — 7 .C 2 ) sen4í] 

16. Xi(0 = Cíe-'"' + 2c2e-'""', X2(f) = 2cie-'"' - Scje-'”' 

5 
4 
3 
2 
1 


-1 
-2 
-3 
-4 
-5 

-5 - 4-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

17 . xi (0 = Cíe"' + C2e'’' + C3, 

X2(0 = Cíe"' — 2c2e"', 

X 3(0 = Cíe"' + C 2 e"' - C 3 

18. xi(í) = Cíe"' + 4 c3, 

X 2(0 = 2 cie"' + C 2 e"' — C 3 , 

XsCO = 2cie"' — C2e"' — C3 

19. xi(0 = Cíe"' + C2e"' + C3e''', 

X2(í) = Cíe"' — 2c2e^', 

XsCO = Cíe"' + C2e"' — c-^e^' 

20. Xi(í) = Cíe"' + C 2 e"' + C 3 e^', 

X2(0 = Cíe"' — 2c2e"', 

X3(0 = Cíe"' + C 2 e"' - C 3 e^' 

21. Xi(í) = 6ci + 3c2e' + 2c3e-', 

X2(0 = 2 ci + C2e' + Cse-', 

XsCO = 5ci + 2c2e' + 2c3e-' 

22 . xi (0 = C2e' + C 3 e"', 

X2(0 = Cie-^' — C2e' — C3e"', 

XsCO = —cie-^' + C3e^' 

23. xi(0 = cie^' + C 3 e"', 

-'^2(0 = —Cie^' + C2e-^' — C3e'', 

XsCO = -C2e-^' + C3e"' 

24. Xi(í) = Cíe' + C2(2 cos2í — sen2f) + c^icoslt + 2sen2í) 
X2(0 = —Cíe' — C2(3 cos 2 f + sen 2 í) + C3(cos2f — 3 sen 2 í) 
X3 (í) = C2 (3 eos 2 í + sen 2 í) + C3 (3 sen 2 í — eos 2 í) 

25. Xi (0 = Ci + e^' [(c2 + C3) eos 3 f + (—C2 + C3) sen 3 í], 

X2(í) = —Ci + 2e^'(—C2 eos 3 í — C3 sen 3 í), 

X3 (í) = 2 e^' (c2 eos 3 í + C3 sen 3 í) 

26. Xi (í) = 4 e'' — e -'(4 eos t — sen f), 

X2(í) = 9 e'' — e-'( 9 eosf + 2 sení), 

XsCO = 17 e-' eos t 

21 . xi(í) = 15 e-" 2 ', X2(í) = 15 (e-"' 2 ' - e-""'). 

La eantidad máxima en el tanque 2 es de X2(5 ln 2 ) = 3.75 Ib. 




28. Xi(0 = ISe-"*, X 2 (í) = dOí-e-""' + e-"“'). 

La eantidad máxima en el tanque 2 es de alrededor de 6.85 Ib. 



29. xi(í) = 10 + 5e-""', X 2 (í) = 5 - 5e-°"' 



30. Xi(í) = 5ci + C2e X2(í) = 8ci — C2e """' 



31. Xi(í) = 27e ', 

X2(í) = lie-' -27e-2', 

X 3 (í) = lie-' - 54e-2' + 27e-''. 

La eantidad máxima de sal en el tanque 3 es de X3(ln3) = 4 










Ib. 
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InS) «i 21.4663 Ib. 




32. xi(t) = 45e 

X2(t) = —135e“’' + 135e“^', 

X3(í) = 135e-^' - 270e-^' + 135^-'. 

La cantidad máxima de sal en el tanque 3 es X 3 (ln 3) = 20 
Ib. 



33. xi(í) = 45e 

X2{t) = 90 ^-“' -90e-^‘, 

X3(í) = -270e-'‘' + 135e-'*' + USg-"'. 

La cantidad máxima de sal en el tanque 3 es dex 3 ( 4 In 3) = 20 
Ib. 



34. xi(í) = 40e-^', 

X2(t) = 60e-^' -60e-^', 

X3(í) = -150e-’' + 75g-5' + 75e-'. 

La cantidad máxima de sal en el tanque 3 es de 


35. xi(f) = 10 - I (55e-‘*' - 216e-“'), 

X2{t) = 3 - i (l65e-‘*' - 144e-“'), 
x,{t) = 20 + i (220e-‘*' - 360e-“'). 

Las cantidades de saturación de sal en los tanques 1, 2 y 3 son 
10, 3 y 20 Ib. 



36. xi (í) = 4 + [ 14 cos(3í/10) - 2 sen(3í/10)], 

X 2 {t) = 10 - e-’'''^[10cos(3í/10) - 10sen(3í/10)], 

X 3 (í) = 4 - g-^75[4cos(3í/10) + 8sen(3í/10)]. 

Las cantidades de saturación de sal en los tanques 1, 2 y 3 son 
4, 10 y 4 Ib. 



37. Xi(í)=30 + g ^'[25 cos(t V2) + 10 V^sen(í V2)], 

X 2 (t) = 10 -e-^'[10cos(í V2) - f V2sen(íV2)], 

X 2 Ít) = 15 -e-^'[15cos(t V2) + f ^sen(íV2)]. 

Las cantidades de saturación de sal en los tanques 1, 2 y 3 
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38. 


39. 


40. 


41. 

42. 

43. 

44. 

45. 


46. 


47. 


48. 


49 . 


son 30, 10 y 15 Ib. 



xi(0 = Cíe', 

X2Ít) = —2cie‘ + C2e^‘, 

XsCO = 3cie‘ — 3c2e^ + c^e^', 

Xnít) = —4ciÉ'' + 6 c2é'^' — 4c3e’' + de*' 

Xiit) = 3cie' + , 

X 2 Ít) = —2cie' + c^e^' — 046“^', 

XsCO = 4cie' + C2e^‘, 

X4(í) = Cíe' 
xi(0 = cie^', 

^ 2(0 = —3cie^' + 3c2e“^' — C4e“^', 

X3(0 = C3e^', 

X4(í) = —C2e^^' — 3c3e^' 

Xi(t) = 2e“>' + = X4(í), X2(f) = -e'"' + 2e‘^' = x^Q) 


x(í) = Ci 

x(í) = Ci 

x(í) = Ci 


3 

-1 

2 

3 

-1 

5 

3 

-2 

2 



■ 1 


2 

+ Ci 

1 

e^' + C3 

-3 


1 


1 



■ 1 


1 

e +C 2 

1 

e*'+c. 

-1 


1 


3 


‘ 7 ‘ 


5 ■ 

e-^' + C 2 

1 

e^‘ + C 3 

-3 


5 


3 


x(í) = 



- 1 - 


- 1 - 


-2- 


■ 1 ■ 

Ci 

1 

1 

e-^' + C2 

2 

-1 

+ C 3 

1 

1 

e^' + Q 

-1 

2 


_ -1 _ 


1 _ 


_ 1 _ 


_ -1 _ 


x(í) = 



- 3 - 


■ 1 ■ 


■ 1 ■ 


■ 3 ■ 

Ci 

2 

-1 

e + C 2 

2 

2 

e"'+C3 

1 

-1 

e^' + C 4 

-2 

3 


1 _ 


_ -1 _ 


1 _ 


-3 


x(í) = 



- 2 - 


- 1 - 


-2- 


■ 1 ■ 

Cl 

2 

1 

e-^' + C2 

2 

-1 

e’' + C 3 

1 

1 

e^' + C 4 

-1 

2 


_ -1 _ 


1 _ 


_ 1 _ 


_ -1 _ 


x(í) = 



■ 1 - 


- 2 - 


- 3 - 


■ 1 ■ 

Cl 

2 

-1 

e“'+C 2 

5 

1 

e^^'+C 3 

-1 

1 

e‘‘*'+C 4 

1 

2 


2 


_ -1 _ 


2 


-3 


■ 1 ■ 


■ 0‘ 


■ 1 ■ 

0 


3 


7 

3 

e +C 2 

0 

+ C 3 

1 

1 


-1 


1 

1 


1 


1 


■0‘ 


■2‘ 

1 


0 

0 

c*’' + C5 

5 

1 


2 

_ 1 _ 


1 


■Q” 


■ 1 ■ 


■Q’ 

1 


0 


1 

1 

1 

e '" + C 2 

0 

0 

e * + C 3 

0 

1 

0 


1 


0 

1 


1 


1 


■Q” 


■ 1 ■ 


■ 0‘ 

0 


1 


0 

1 

0 

C^' + C5 

0 

0 

e"^' + Ce 

1 

-1 

1 


0 


-1 

0 


1 


0 


Sección 5.3 


1. Las frecuencias naturales son tuo = 0 y tUi = 2. En el modo 
natural degenerado con “frecuencia” Og = 0, las dos masas se 
mueven linealmente conxi(í) = X 2 (í) = Og + bgt, mientras que 
a la frecuencia íU] = 2 oscilan en direcciones opuestas con 
amplitudes iguales. 

2. Las frecuencias naturales son íUi = 1 y («2 = 3. En el modo 
natural con frecuencia íui las dos masas nii y m 2 se mueven en 
la misma dirección con amplitud de oscilación igual. En la 
frecuencia cü 2 lo hacen en direcciones opuestas con amplitudes 
iguales. 

3. Las frecuencias naturales son tUi = 2 y («2 = 2. En el modo 
natural con frecuencia loi las dos masas nii y m 2 se mueven en 
la misma dirección con amplitud de oscilación igual. En el modo 
natural con frecuencia ii >2 lo hacen en direcciones opuestas, con 
una amplitud de oscilación de nii que duplica la de m 2 . 

4. Las frecuencias naturales son Wi = i y ( 1)2 = V5. En el modo 
natural con frecuencia íU] las dos masas nii y m 2 se mueven en 
la misma dirección con amplitud de oscilación igual. En la 
frecuencia cü 2 se mueven en direcciones opuestas con 
amplitudes iguales. 

5. Las frecuencias naturales son Wi = -JT. y íi )2 = 2. En el modo 
natural con frecuencia wi, las dos masas nii y m 2 se mueven en 
la misma dirección con amplitud de oscilación igual. En la 
frecuencia cü 2 se mueven en direcciones opuestas con 
amplitudes iguales. 

6. Las frecuencias naturales son a>i = V2 y cU] = \/ 8 . En el modo 
natural con frecuencia wi las dos masas m¡ y m 2 se mueven en 
la misma dirección con amplitud de oscilación igual. En el 
modo natural de frecuencia cü 2 se mueven en direcciones 
opuestas con una amplitud de oscilación de nii que duplica la 
de «¡ 2 . 

7. Las frecuencias naturales son aii = 2 y íy 2 = 4. En el modo 
natural con frecuencia wi las dos masas m¡ y «12 se mueven en 
la misma dirección con amplitud de oscilación igual. En la 
frecuencia cü 2 se mueven en direcciones opuestas con 
amplitudes iguales. 

8. Xi(í) = 2 eos í + 3 eos 3t — 5 eos 5t, 

X 2 (t) = 2 eos f — 3 eos 3f + eos 5í, 

Se tiene una superposición de tres oscilaciones, en las cuales las 
dos masas se mueven: ( 1 ) en la misma dirección con frecuencia 
ft)i = 1 y amplitudes iguales; ( 2 ) en direcciones opuestas con 
frecuencia <02 = 3 y amplitudes iguales; (3) en direcciones 
opuestas con frecuencia £ 1)3 = 5 y amplitud de movimiento para 
rrii al quíntuplo de la de (« 2 . 
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9. Xi(f) = 5 eos í — 8 eos 2í + 3 eos 3í, 

X 2 (f) = 5 eos í + 4 eos 2t — 9 eos 3í, 

Se tiene una superposieión de tres oseilaeiones, en las euales las 
dos masas se mueven: ( 1 ) en la misma direeeión eon freeueneia 
cui = 1 y amplitudes iguales; ( 2 ) en direeeiones opuestas eon 
freeueneia C 02 = 2y amplitud de movimiento para m¡ al doble 
de la de (3) en direeeiones opuestas eon freeueneia 013 = 3 
y amplitud de movimiento para m 2 al triple de la de fMj. 

10. Xi(f) = eos 2t — 15 eos 4í + 14 eos í, 

X 2 (f) = eos 2í + 15 eos 4í + 16 eos t. 

Se tiene una superposieión de tres oseilaeiones, en las euales las 
dos masas se mueven: ( 1 ) en la misma direeeión eon freeueneia 
fUj = 1 y amplitud de movimiento para 1712 de 8/7 veees la de 
íMi; ( 2 ) en la misma direeeión eon freeueneia W 2 = 2y 
amplitudes iguales; (3) en direeeiones opuestas eon freeueneia 
(«3 = 4 y amplitudes iguales. 

11. (a) Las freeueneias naturales son uii = 6 y 012 = 8 . En el modo 
1 las dos masas oseilan en la misma direeeión eon freeueneia 

= 6y amplitud de movimiento para «Ji que dupliea la de 012 - 
En el modo 2 las dos masas oseilan en direeeiones opuestas eon 
freeueneia 0)2 = 8y amplitud de movimiento para m 2 que 
tripliea la de /Mj. 

(b) x(í) = 2 sen 6t + 19 eos 7f, y(t) = sen 6 í + 3 eos It 
Se tiene una superposieión de (sólo dos) oseilaeiones, en las 
euales las dos masas se mueven: ( 1 ) en la misma direeeión eon 
freeueneia íUi = 6 y amplitud de movimiento para nii al doble 
de la de m 2 \ (2) en la misma direeeión eon freeueneia ÍU 3 = 7 y 
amplitud de movimiento para de 19/3 veees la de m 2 . 

12. El sistema de tres modos naturales de oseilaeión tiene: (1) 
freeueneia natural wi = ^/2 e on razon es de amplitud 1 : 0 :- 1 ; 

(2) freeueneia natural 0)2 = -^2 + V2 e on razon es de amplitud 
1: —V^:!; (3) freeueneia natural wj = 'J2 — V2 eon razones 
de amplitud 1 :\/ 2 : 1 . 

13. El sistema de tres modos naturales de oseilaeión tiene: 

(1) freeueneia natural uii = 2 eon razon es de amplitud 1:0:-1; 

(2) freeueneia natural W 2 = \/4 + 2-j2 eon razon es de 
amplitud 1: — \/2:1; (3) freeueneia natural = V 4 - 2 V 2 con 
razones de amplitud 1:\/2:L 

15. Xi(í) = I eos5f — 2eos5\/3í + | eos lOí, 

X 2 (í) = I eos 5f + 4 eos 5\/3 í + y eos lOí. 

Se tiene una superposieión de dos oseilaeiones eon la 
freeueneia natural cü¡ = 5 y cü 2 = 5\/3, así eomo una oseilaeión 
forzada eon freeueneia cu = 10. En eada una de las dos 
oseilaeiones naturales la amplitud de movimiento de m 2 es del 
doble de la de mi, mientras que en la oseilaeión forzada la 
amplitud de movimiento de m 2 es euatro veees la de m¡. 
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2. Eigenvalor repetido 3. = 2, eigenveetor solo v = [ 1 1 ]^; 

Xi(f) = (cj + C 2 + C2Í)e^', X2(f) = (cj + C2t)e^‘ 



3. Eigenvalor repetido L = 3, eigenveetor v = [ — 2 2 ]^; 

^i(0 = (“2ci + C 2 — 2c2t)e^‘, X2(í) = (2ci + 2c2t)e^' 

4. Eigenvalor repetido X = 4, eigenveetor únieo v = [ — 1 1 ]^; 

Xi(í) = (-C, +C2 -C2Í)í’‘‘',X2(í) = (c, +C2t)e‘'' 

5. Eigenvalor repetido 3. = 5, eigenveetor v = [ 2 —4 ]^; 

Xi(f) = (2ci + C2 + 2c2Í)e^', X2(í) = (—4ci — 4c2Í)e^' 


20. x¡(í) = —uo, Xj/í) = 0, x¡(í) = uo para t > tt/ 2 

21. x¡(í) =— Uo, Xj/í) = 0, x¡(í) = 2uo para t > ir! 2 

22. x¡(í) =— 2uo, Xj/í) = Uo, x¡(f) = Uo para t > tt/ 2 

23. x¡(í) = 2uo, Xj/f) = 2uo, xí(í) = 3uo para t > tt!2 

24. (a) fs 1.0293 Hz; 0)2 ^ 1.7971 Hz. 

(b) ui ~ 28 mi/ h; U 2 ~ 49 mi/ h 


27. 

ü)l 

= 2 Vio, ui R 

: 40.26 (ft/ s (eerea de 27 mi/h). 


(JÚ2 

= 5 V5, U2 ~ 

71.18 ft/ s (eerea de 49 mi/h) 

28. 

Wl 

Rí 6.1311, u, ! 

= 39.03 ft/s (eerea de 27 mi/h) 


CÚ 2 

10.3155, U2 

~ 65.67 ft/s (eerea de 45 mi/h) 

29. 

ü)l 

5.0424, ui ! 

=» 32.10 ft/ s (eerea de 22 mi/h) 


CÚ 2 

~ 9.9158, U2 ! 

63.13 ft/ s (eerea de 43 mi/h) 


Sección 5.4 
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1. Eigenvalor repetido 3. =—3, eigenveetor v = [ 1 “1 ]^; 

Xi(í) = (c, + C 2 + C 2 t)e~^\ X 2 (f) = (-ci - C 2 t)e~^‘ 


6. Eigenvalor repetido 3. = 5, eigenveetor únieo v = [ —4 4 ]^; 
= (“4ci + C 2 — 4c2Í)e^', X2(í) = (4ci + 4í;'2Í)e^' 
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7. Eigenvalores X = 2,2,9 con tres eigenvectores linealmente 
independientes; X|(/) = cie^' +C 2 e^‘,X 2 {t) = C\e^‘ + c^e^', 
Xiit) = 

8 . Eigenvalores X =1, 13, 13 con tres eigenvectores linealmente 
independientes; X|(/) = 2 cie’' — c^e'^', X 2 (t) =— 'icie” + 
X3(f) = c,e’' + cie'^' 

9. Eigenvalores X = 5,5,9 con tres eigenvectores linealmente 
independientes x^{t) = Cje^' + Ic^e^' + 3cje‘^‘, Xiit) = 2 cie^', 
X3(f) = 2 c2£^' + c^e^' 

10. Eigenvalores X = 3,3,1 con tres eigenvectores linealmente 
independientes; X|(í) = Scje^' — 3 c 2 e^' + 2 c 3 e’", 

Xiit) = 2 c,+ c^e'”, x^it) = C 2 e^' 

11. Eigenvalor triple A, = — 1 de defecto 2; 

-tiCO = (-2 c 2 + C3 - 2c3Í)e“', 

Xl(t) = (C, - C2 + C2Í - C3Í + \c2f)e~', 

-trCO = (C2 + C2t)e~‘ 

12. Eigenvalor triple X = — 1 de defecto 2; 

-tiCO = e"'(ci + C 3 + Cjt + ÍC 3 Í^) 

X 2 (í) = e”'(C, +C 2 Í + |C 3 Í^), 

= e~'iC2 +C 3 Í) 

13. Eigenvalor triple A = — 1 de defecto 2; 

Xi(í) = (c, + C 2 Í + ¡C 3 t^)e~', 

X 2 (t) = (2 c2 + C 3 + 2 c 3 Í)e“', 

-^ 3(0 = (C 2 + C2t)e~‘ 

14. Eigenvalor triple A = — 1 de defecto 2; 

X 2 (t) = e~'(—25c¡ — 5 c 2 — 25c2t — 5 c 3 Í — 

X3(í) = e“'(—5ci + 4 c 2 — 5c2f + 4c3Í — |c3Í^) 

15. Eigenvalor triple A = 1 de defecto 1; 

Xi(t) = (3ci + C 3 — 3 c 3 Í)e', 

^Át) = (-c, + C 3 í)e', X 3 (í) = (C 2 + C 3 í)e' 

16. Eigenvalor triple A = 1 de defecto 1; 

X|(í) = e'(3ci + 3 c2 + C 3 ) 

= e'(-2ci - 2 c 3 í), 

X 3 (f) = e'(-2c2 + 2 c 3 Í) 

17. Eigenvalor triple A = 1 de defecto 1; 

Xi(í) = (2c, +C 2 )e',X 2 (í) =(- 3 c 2 +C 3 + 6 c 3 f)e', 

X 3(0 =- 9(c, + C 3 t)e‘ 

18. Eigenvalor triple A = 1 de defecto 1; 

xi(í) = e'(-c, - 2 c 2 + C 3 ), 

-t2(0 = e'{c2 + cit), 

X 3 (f) = e'(c, - 2 c 3 f) 

19. Eigenvalores dobles A=—lyA = l, cada uno con defecto 1; 

Xi(t) = CiC”' + C4C', 

X 2 (í) = C 3 e', 

X3(í) = C2C“' + 3 c4C', 

X4(t) = Cie“' — 2 c 3 e' 


20 . 


21 . 

22 . 


23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Eigenvalor A = 2 con multiplicidad 4 y defecto 3; 
x,(í) = (c, + C 3 + C 2 Í + C 4 Í + + ¡C 4 p)e^', 

= (C2 + Cit + ic4f^)e^', 

^ 3(0 = (c3 + C4t)e^’, X4(í) = C4e^' 

Eigenvalor A = 1 con multiplicidad 4 y defecto 2; 
x,(f) = (- 2 c 2 + C 3 - 2 c 3 Í)e', X 2 (í) = (C 2 + C 3 Í)e', 
X3(í) = (C 2 + C 4 + C 3 Í)c', X 4 (í) = (c, + C 2 Í + |c 3 Í^)c' 

Eigenvalor A = 1 con multiplicidad 4 y defecto 2; 

X,(í) = (c, + 3 C 2 + C 4 + C 2 t + 3 c 3 Í + |c 3 f^)e', 

^ 2 (í) =-( 2 C 2 -C 3 + 2 c 3 Í)e',X 3 (í) =(C 2 +C 3 Í)e', 
X 4 (í) =~ ( 2 c, + 6 c 2 + 2 c 2 Í + 6 c 3 Í + C 3 Í^)e' 


x(í) = civ,c ' + (C 2 V 2 +C 3 V 3 )e^' con v, = [ 1 —1 2 ]^, 

V2 = [4 o 9]^V3 = [0 2 1]"' 


x(f) = civ,c ' + (C 2 V 2 + C 3 V 3 )e^' con V, = [ 5 3 “3 ]^, 

V 2 = [4 o - 1 ]^V 3 = [2 -1 0 ]’' 

x(f) = [cv, + C 2 (v,í + V 2 ) + C 3 (jvií^ + Vjf + V 3 )] e^‘ con 

V, = [-1 0 - 1 ]^,V 2 = [-4 -1 0]^,y 

V 3 = [ 1 0 0 

x(í) = [cv, + C2(Vit + V2) + C3 ([vif^ + Vjf + V3)] c^' con 
V, =[0 2 2 ]^V 3 = [2 1 -3]^y 

V 3 = [ 1 0 0 

x(f) =[ c,v, + C 2 (v,í + V 2 ) + C 3 V 3 ]e^' con 

V, =[-5 3 8 ]^V 2 = [1 o 0]^V3 = [1 1 0]'' 

x(í) = [cv, + C2(v,t + V 2 ) + C 3 ([vif^ + V 2 f + V 3 )] con 

V, =[ 119 -289 0 ]^,V 2 = [-17 34 17 y 

V 3 = [ 1 0 0 

x(f) =[c,Vi +C 2 (v,í +V 2 )]e“' +[C 3 V 3 +C 4 (V 3 Í + V 4 )-é;^' con 

V, = [ 1 -3 -1 -2]'',V2 = [0 1 0 0]'’, 

V 3 = [0 -1 1 0 ]^, V 4 = [0 0 2 1 ]'' 

x(f) =[c,v, +C 2 (v,í +V 2 )]e“' +[C 3 V 3 +C 4 (v 3 f +V 4 )]e^',con 

V, = [0 1 -1 -3]'’,V2 = [0 0 1 2]^, 

V 3 = [-l 0 0 0 ]'',V 4 = [0 0 3 5 ]'' 

x(f) = [c,Vi +C 2 (V,Í +V 2 ) 

+ C3 (jv,?^ + \2t + V3) + C4V4] e' con 

V, = [ 42 7 -21 -42 ]^, 

V 2 = [ 34 22 -10 -27 ]'',V 3 = [-1 0 0 0 ]'', 

V 4 = [ 0 1 3 0 ]’’ 


x(í) = (c,v, + C 2 V 2 )e^' + (C 3 V 3 + C 4 V 4 + C 5 V 5 )e^' con 
V, =[8 0 -3 1 0]^,V2 = [ 1 0 0 0 3 ]^, 

V3 = [3 -2 -1 0 0]^ 

V 4 = [2 -2 0 -3 0 ]'’,V 5 = [ 1 -1 0 0 3 ]^ 

Xi(í) = [cos4í sen4í 0 

X 2 (t) = [ ~ sen4í cos4í 0 0]^e^', 

* 3(0 = [ ^‘¡os4í ísen4f cos4í sen4f]^e^', 

* 4(0 = [ “f sen4í ícos4f —sen4f cos4f]^e^' 
sen 3f 


x,(í) = 


X2(í) = 


X3(í) = 


3 eos 3t — 3 sen 3 1 
0 

sen 3f 

— eos 3í 

3 sen3í + 3 cos3í 
0 

— eos 3t 
3 eos 3í + f sen 3t 

(3f — 10) eos 3/ — (3/ + 9) sen 3f 
sen3í 
t sen 3f 
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— í eos 3í + 3 sen 3í 

, , (3f + 9) eos 3í + (3í — 10) sen3í 

X 4 (n — e 

— cos3r 

—ícos3f 

35. xi(í) = X 2 (í) = no(l — lím xi(í) = lím X 2 (í) = no 

í^oo í—»-oo 

36. Xi(í) = no(2 — 2e^‘ — 

X2(í) = no(2 — 2e^‘ — te^' — 
lím xi(í) = límx 2 (f) = 2no 


Sección 5.5 


- r 1 - 1 r 5e' + e^‘ ' 

' ~l-e' e^' J’ “ 2 [ -5e‘ + 

_ri e*i ,,_ir3 + 56“' ■ 

' “ [ 2 -2e“' J’ “ 4 [ 6 - lOe"' 

_ 5eos4í —5sen4í 

' ~ 2 eos 4í + 4 sen 4í 4 eos 4í — 2 sen 4f ’ 

_ 1 —5 sen4í 

~ í 4 eos 4í — 2 sen 4í 

_ 2eos3í —2sen3í 

—3 eos 3í + 3 sen3f 3 eos3f + 3 sen3í ’ 

_ 1 3eos3f — sen3í 
—3cos3í + 6sen3í 

_ 5 , eos 4í — 2 sen 4í 2 eos 4í + 2 sen 4t 
' ~ ^ 2 eos 4f 2 sen 4í ’ 


eos4í —2sen4í 2 eos 4í + 2 sen 4í 
2 eos 4f 2 sen 4í 

eos 4í + sen 4í 
sen4f 


, x(f) = 


-12+ 12e' +2e-' 
-4 + 46' + 6 “' 
-10 + 86' +2e-' 


x(í) = —e‘ + 6 


26'*' - e' -26^' + 26' 

6^' — 6' —6^' + 26' 

' -2 + 36 ^' 3 - 36 ^' 1 

-2 + 26 ^' 3 - 26 ^' 

' 36'*' - 26^' -36^' + 36^' ■ 

2e^‘ - 2e^‘ -2e^‘ + 36^' 

■ -3e‘ + 4e2< 4e‘ - 4e^' 1 

-36' + 36^' 46' - 36^' 

' 46'*' - 36' -46=" + 46' ■ 

36=*' - 36' -36=" + 46' 

— 86' + 9e^‘ 6e' — 6e^' 

-126'+ 126^' 9e‘-8e^‘ 

■ 5 ^ 2 ' - 46 ' - 1062 ' + 106 '' 

2e^' - 2e‘ -4e^‘ + 5e' 

' -96' + 106^' 156' - 156^' 

-66' + 66^' 106' - 96^' 


1 6"' + 6“ 

2 - 6 =' + 6 *" 

1 r 46“' + 6^' 
5 26“' - 26^' 


-6" + 6°' 
6 =' + 6 *=' 

26“' - 26^' 
6“' + 46^' 


ir 6^' + 46“' -26^' + 26“' ' 

5 -26^' + 26“' 46^' + 6“' 


■ 1 +í -t ' 
t 1 - f 

' 1 + 6 f 4í 
-9t 1 - 6 í 


1 + f —t —t — 

t 1 -í t 
0 0 1 _ 

1 + 3f 0 -3í 

5í + 18í= 1 It - 18í= 

3f 0 1 - 3f 


6^' 5Í6=' 1 Ai r 

o 6^' = n ^7 

’ o 1 ía _ A, r 5 ■ 

llí6’' e7iJ,X(í)-6 


é 2té (it + 2t^)é 
0 e‘ 2te‘ , x(í) = e'' 

0 0 6 ' 


(20í + 1507^)6^' 30 í6^' 


1 2t 3f + 6 f^ 4t + 6 í^ + 4( 


0 , x(í) = ( 


1 0 0 

6 í 1 0 

9í + 18f2 6 í 1 

12í + 54f2 + 36í=' 9í + 18í^ 6 í 


ci eosh í + 62 senh t _ 

ci senh í + 62 eosh t ' ~ 

‘1 2t 3f + 4f2 " 

0 1 4t 

0 0 1 

6^' ie^'-ié 136^' - (13 + 9í)6' 
0 é ité 

0 0 6 ' 


4ei0' _ 4e5< i5gio/ _ 

6“' 46“' - 46^' 

o 6^' 


ite‘ 126^'- (12 + 9í) 6' (51 + 18f)6'-(51-36í)62 
6' 36^' - 36' 66' - (6 - 9t)e^ 

0 6^' 46^' — 46^' 


476^' (4í + 8 í=) 6=' 1006=" - (100 + 96f + i2f)e^‘' 

6^' 4í6=' 206^' - (20 + 16í)6^' 

0 6=' 46=" - 46^' 

0 0 6 =" 
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Sección 5.6 


Capítulo 6 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 
27. 


^{t) = \,y(t) =- I 
x{t)='-(\ + \2t),y(t)=-'-{5+^t) 

x(t) = + Ae'“ - 868 + 840f - 504?^), 

y{t) = ;^(-864e-' + Se*-' + 861 - 882í + 378í^) 

x(í) = -'Áe-^ -le‘),y{t) = ¿(99e^' + A8e-^’- 63e') 

x(t) = i(-12 - y(t) = |(-6 - Víe"') 

=- ¿(91 + 16t)e',y(t) = ¿(25 + 16?^ 
x(í) = j¿(369e' + 166e“^' — 125cosí — 105 sení), 
y{t) = j|ñ(369e' - 249e“‘’' - 120cosí - 150sení) 

^(í) = |(17cosí + 2sen í), y{t) = i(3cosí + 5sen í) 
x(t) = i(sen2í + 2t eos 2t + t sen2í), y(t) = \ t sen2í 
x(í) = ¿e'(4cosí — 6sen f), y(t) = ¿e'(3cosí + 2sení) 
x(í) = i(l - 4í + e'*'), y{t) = j(-5 + 4f + e*‘) 
x(t) = í^ y(t) = -f 
x(í) = i(l +5íV,Kí) =- \te' 
x(í) = i(-2 + 4í - e**' + 2íe'''). y{t) = \t{-2 + e^') 

(a) x,(í) = 200(1 -e-""'),X 2 (í) =400(1 +e-"'° - 2e""^“) 

(b) Xi(í) —> 200 y X 2 (í) —> 400 conforme í —> +cxd 

(c) Tanque 1: alrededor de 6 min 56 s; tanque 2: alrededor de 24 min 34 s 

(a) xi(í) = 600(1 - X 2 (í) = 300(1 + e-"'° - 2e-'™) 

(b) xi(í) — > 600 y X 2 (í) — > 300 conforme í —>oo 

(c) Tanque 1: alrededor de 8 min 7 s; tanque 2: alrededor de 17 min 13 s 

x,(í) = 102 - 95e-' - 7e^', X 2 (f) = 96 - 95í>“' - e^' 

Xi(í) = 68- llOí -75í>-' +7e5',X2(í) = 74-80í -75e-' + e^' 

xi(í) =- 70 - 60í + 16e-’' + 5Ae^’, 

X2(í) = 5 - 60/ - 32e-^' + 27e^' 

x,(í) = 3e^' + 60/^2' - 3 c-3', X 2 (f) =- 6c^' + 30te^' + 

xi(/) =-«-'- lAe^ + 15e^',X2(t) =-56"' - lOe^' + 15e3' 

xi(í) =- lOe"' - 7te-‘ + lOe^' - 5fe^', 

X 2 (/) =— 15e“' — 35te~‘ + I5e^‘ — 5te^‘ 

xi(í) = 3 + 11/ + 8í^ X 2 (í) = 5 + 17/ + 24/2 


Sección 6.1 

1 . 6.1.13 2 . 6.1.15 3 . 6.1.18 4 . 6.1.12 

5 . 6.1.11 6 . 6.1.17 7 . 6.1.14 8 . 6.1.16 

9. Soluciones de equilibrio x(/) = 0, ±2. El punto crítico (0, 0) en el 
plano de fase se observa como un centro, mientras que los puntos 
(±2,0), como puntos silla. 



-5 


0 


10. Solución de equilibrio x(í) = 0. El punto crítico (0, 0) en el plano 
de fase se observa como una espiral convergente. 



1 

Xi(í) = 2 + / + Iní, X 2 (í) = 5+3/ — -+31n/ 

Xi(í) = — 1 + 8/ + eos / — 8 sen/, 

X 2 (/) = — 2 + 4/ + 2 eos / — 3 sen / 

Xi(í) = 3 eos / — 32 sen / + 17/ eos í + 4/ sen/, 
X 2 (/) =5 eos / — 13 sen / + 6/ eos / + 5/ sen / 
Xi(í) = 8/2 + 6 í'2, X2(/) = 3/2 — 2/2 + 3/"* 


11. Soluciones de equilibrio x(/) = ..., —2ji,-jt,0,n,2jT,... El plano 
de fase mostrado en el manual de soluciones sugiere que el punto 
crítico {nit, 0) en el plano de fase es una espiral convergente si n 
es par, pero es un punto silla si n es impar. 

12. Solución de equilibrio x(r) = 0. El punto crítico (0, 0) en el plano 
de fase se observa como una espiral divergente, con curvas solución 
emanando de ésta hacia afuera, hasta una curva de trayectoria 
cerrada. 


28. Xi(r) =-7 + 14/-6/2+4í2lnr, 

X 2 (í) = — 7 + 9/ — 3/2 + In / — 2/ In í + 2/2 In í 

29. Xi(/) =/cos/ — (lncosí)(sen/), 

=ísent + (lncos/)(cosí) 

30. x¡(t) = 1/2eos2/,X 2 (í) = |í2sen2í 

31. x,(í) = (9/2 +4í2)e',x2(í) = 6 /2e',x3(/) = 6 te‘ 

32. x,(/) = (44 + 18í)e' + (-44 + 26í)e2', 

X 2 (/) = 6e' + (—6 + 6 t)e^‘, x^it) = 2te^' 

33. x,(/) = 15/2 60f3 + 95 t * + 12/2, = j5j2 55^3 15^4^ 

X3(/) = 15/2 _|_ 20/2^ X4(í) = 15/2 

34. Xi(í) = 4/2 + (4 + 16/ + 8í2)e2', 

X2(/) = 3/2 +(2 +4í)e2', 

X3(í) = (2 + 4/ + 2í2)e2', X4(í) = (1 + t)e^’ 
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13. Solución x(t} = xoe ^, y(t) = yae ^. El origen es un nodo 
propio estable, similar al ilustrado en la figura 6.1.4. 

14. Solución x{t) = X(¡e^, y(t) = yoe~^'. El origen es un punto 
silla inestable. 



X 


15. Solución x(t) = x^e y(t) = y^e ‘. El origen es un nodo estable. 


El origen es un centro estable. 


T ./ ,/> ^ 
r r 

í f f f A 

^ \l N 

' \ ^ \ 

' ^ \ \ V 

^ \í 1 1 

TTAinr 

\ \ \ ^ 

\ \ , 
\ \ 

\ ^ 

^ ^í' l l 
^ sí d 

- '¿'X' ^'V 

"X 1^ ,x ./A 


X 


18. Solución x{t) = Acos2í + B sen2/, 

y(t) = — 2B eos 2t + 2A sen 2t. El origen es un centro estable. 

19. Solución x(t) = Acos2f + B sen2f, y{t) = B eos 2t — A sen2í. 
El origen es un centro estable. 

20. Solución x{t) = e~^'(Acost + B sen t), 

y{t) = 2/1 + B) cosí - (A + 2B) sen í]. El origen es 

un punto espiral estable. 



i /V 

iX y. 

T 

/ f 



^ _ I_ 

-5 0 5 


X 



-5 0 5 


X 


16. Solución x(t) = X(¡e', y{t) = yae^'. El origen es un nodo 
impropio inestable. 


\ \ 'i ilt 

\ '\\'í t 

\\ \\ 

III ! 

T r/r f r 

T f T f / 
T/ / y / J 

/ / y -// i 
//í i H 

7/ / / ; li 1 

i w V \ ^ 

'i' w ^ \ 

J_ \ \ \ \ V 


-5 0 5 


JC 


23. El origen y las circunferencias + y^ = C > 0; el origen 
es un centro estable. 

24. El origen y las hipérbolas y^ — x^ = C\ el origen es un punto 
silla inestable. 



2 

-5 0 5 


X 


17. Solución x{t) = A cosí + B sení, y(í) = B eos í — A sen í. 


25. El origen y las elipses x^ + 4y^ = C > 0; el origen es un 
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centro estable. 


3. Punto silla inestable. 



X 



26. El origen y los óvalos de la forma x”* + y'' = C > 0; el origen 
es un centro estable. 


4. Punto silla inestable. 



X 


5. Nodo asintóticamente estable. 



X 


Sección 6.2 

1. Nodo asintóticamente estable. 


■\\ \ 
\l\ \l \\> 

Si 

Ni 'mN. -XiX 

\ \ Í 

\\ 

'A 

^ /f\"\ \ 
./ T '\\ \ ^\ 

X 


_I__i_L 

-5 0 5 


X 


6. Nodo inestable. 

7. Punto espiral inestable. 



X 


2. Nodo impropio inestable. 


8. Punto espiral asintóticamente estable. 
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9. Centro estable, pero no asintóticamente estable. 


15. Punto espiral asintóticamente estable: (1, 1). 



10. Centro estable, pero no asintóticamente estable. 


16. Punto espiral inestable: (3, 2). 


11. Nodo asintóticamente estable: (2, 1). 


17. Centro estable: (II) 



12. Nodo impropio inestable: (2, —3). 


18. Centro estable, pero no asintóticamente estable: ( — 2, — 1). 


13. Punto silla inestable: (2, 2). 


19. (0, 0) es un nodo estable. También hay un punto silla en 
(0.67, 0.40). 



14. Punto silla inestable: (3, 4). 


20. (0, 0) es un nodo inestable. También hay un punto silla en 
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( — 1, — 1), yun espiral convergente en (—2.30, —1.70). 


silla en (-1.08, -0.68). 




21. (0, 0) es un punto silla inestable. También hay un espiral 
convergente en (—0.51, —2.12). 


24. (0, 0) es un punto espiral divergente. No hay otros puntos críticos 
visibles. 



22. (0, 0) es un punto silla inestable. También hay nodos convergentes 
en (± 0.82, ±5.06), y nodos divergentes en (±3.65, +0.59). 


6 
4 
2 
0 
-2 
-4 
-6 

-6 -4 -2 0 2 4 6 


25. El teorema 2 implica solamente que (0, 0) es convergente estable —ya sea 
en un nodo o en un punto espiral—. El plano de fase para — 5 < x, y s 5 
muestra también un punto silla en (0.74, —3.28), y una espiral convergente 
en (2.47, —0.46). El origen se ve como un nodo convergente en un segundo 
plano de fase para —0.2 < x, y s 0.2, el cual también revela un segundo 
punto silla en (0.12, 0.07). 



X 



23. (0, 0) es un punto espiral convergente. También hay un punto 
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26. El teorema 2 implica sólo que (0, 0) es inestable. El plano de 
fase para — 3 < x, y < 3 muestra también puntos silla en 
(0.20, 0.25) y (—0.23, —1.50), así como un nodo convergente 
en (2.36,0.58). 


28. El teorema 2 implica sólo que (0, 0) es un centro o un punto 
espiral, pero no determina su estabilidad (aunque en el plano 
de fase se vea como centro). El plano de fase para 
—0.25 s X < 0.25, — 1 < y s 1 también muestra puntos 
silla en (0.13, 0.63) y (-0.12, -0.47). 



\r, !/ // _ I w \ __ Li. 

-3 0 3 


X 



27. El teorema 2 implica solamente que (0, 0) es un centro o un 
punto espiral, pero no determina su estabilidad. El plano de 
fase para — 2 < x, y < 2 muestra también puntos silla en 
(—0.25, —0.51) y (—1.56, 1.64), además de un nodo 
convergente en (—1.07, —1.20). El origen se observa como 
centro en un segundo plano de fase para —0.6 < x, y < 0.6. 



X 


29. Hay un punto silla en (0, 0). El otro punto crítico (1, 1) está 
indeterminado, pero se observa como un centro en el plano 
de fase. 



X 
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30. Hay un punto silla en (1, 1) y un espiral convergente en (— 1, 1). 


Sección 6.3 



-3 0 3 


X 


31. Hay un punto silla en (1, 1) y un espiral convergente en (—1, —1). 


1. Linealización en (0, 0): x' = 200x, y' = — 150y; plano 
de fase: 



Linealización en (75, 50): u' = —300u, v' = lOOu; plano 



u 


32. Hay un punto silla en (2, 1) y un espiral convergente en (—2, — 1). 


5. La ecuación característica es + 453. + 126 = 0. 
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Plano de fase para el sistema no lineal de los problemas 4 al 7; 


plano de fase; 




9. La ecuación característica es + 587. — 120 = 0. 

10 . La ecuación característica es (7, + 36)(7. + 18) — 576 = 0; 
plano de fase: 


IcT i 

'■r ' ‘e' is' 

^ ^ ^ 

« tí' 4^^ 

ir- 

t ^ ^ .,5 


-5 0 5 


u 


15. La ecuación característica es 7.^ + 27, — 24 = 0. 

17. La ecuación característica es 7.^ — 47. + 6 = 0; 
plano de fase; 



u 


Plano de fase para el sistema no lineal de los problemas 8 al 10: 


19. La ecuación característica es 7.^ + 10 = 0; plano de fase: 



( 12 , 6 ) 

( 20 , 0 ) 


¿'/'V 

(¡ ,// ¿ /i/ f '( 

'C' 

ITTd'is. vn^ 

; ti 

■\ t. 1. 


/i /‘ ;/' /í 

/y7 

> —> 


-5 0 5 

u 


12. La ecuación característica es 7.^ + 27. — 15 = 0. 


21. La ecuación característica es 7.^ — 7. — 6 = 0. 


13. La ecuación característica es 7.^ + 27. + 6 = 0; 


22. La ecuación característica es 7.^ — 57. + 10 = 0; 
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plano de fase; 



24. La ecuación característica es + 5>. — 14 = 0. 

25. La ecuación característica es + 5X + 10 = 0; 

plano de fase: 



II 


26. Crecimiento natural de poblaciones en competencia. 

Puntos críticos: nodo divergente en (0, 0) y punto silla en (3, 2). 
Coexistencia de poblaciones no nulas en x(t) = 3, y(f) = 2. 

27. Decrecimiento natural de las poblaciones en cooperación. 

Puntos críticos: nodo convergente en (0, 0) y punto silla en (3, 2). 
Coexistencia de poblaciones diferentes de cero en x(f) = 3, 

y(t) = 2. 



X 


28. Decrecimiento natural de la población del depredador y 
crecimiento natural de la población de la presa. Puntos 
críticos: punto silla en (0, 0) y aparente centro estable en (4, 8). 


Coexistencia de poblaciones diferentes de cero en x(t) = 4, y(f) = 8. 



29. Crecimiento de las poblaciones logística y naturalmente en 
competencia. 

Puntos críticos: nodo divergente en (0, 0), nodo convergente en 
(3, 0) y punto silla en (2, 2). 

Coexistencia de poblaciones diferentes de cero en x(f) = 2, y(f) = 2. 



X 


30. Crecimiento de las poblaciones logística y naturalmente en 
cooperación. 

Puntos críticos: punto silla en (0, 0), nodo convergente en (3, 0) 
y punto silla en (5, 4). 

Coexistencia de poblaciones no nulas en x(f) = 5, y(f) = 4. 

31. Logística de la presa y natural decrecimiento de la población del 
depredador. 

Puntos críticos: puntos silla en (0, 0) y (3, 0), y espiral convergente 
en (2, 4). 

Coexistencia de poblaciones diferentes de cero en x(í) = 2, y(f) = 4. 



X 


32. Poblaciones logísticas en cooperación. 

Puntos críticos: nodo divergente en (0, 0); puntos silla en (10, 0) y 
(0, 20), y nodo convergente en (30, 60). 

Coexistencia de poblaciones no nulas en x(f) = 30, y(í) = 60. 

33. Poblaciones logísticas depredador-presa. 

Puntos críticos: nodo divergente en (0, 0); puntos silla en (30, 0) y 
(0, 20), y nodo convergente en (4, 22). 
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Coexistencia de poblaciones no nulas en x(t) = 4, y(t) = 22. 



34. Poblaciones logísticas depredador-presa. 

Puntos críticos: nodo divergente en (0, 0); puntos silla en (15, 0) 
y (0, 5), y espiral convergente en (10, 10). 

Coexistencia de poblaciones no nulas x(t) = 10, y(t) = 10. 


Sección 6.4 

1. Eigenvalores: —2, —3; nodo estable. 



2. Eigenvalores: 1,3; nodo inestable. 

3. Eigenvalores: —3, 5; punto silla inestable. 



4. Eigenvalores: —1 ±2¡; punto espiral estable. 


í ^ ilf/^ 

^ K '\ V- 

:rY^t t 
i' J 'h 

'j" ^ if n.j 

A. \i Ni ^ 

w / ? 

/ T 
T T 

_-a_e2 


-4 0 4 


X 

5. Puntos críticos: (0, nn), donde n es un entero; un punto silla 
inestable si n es par; un punto espiral estable si n es impar. 



X 


6. Puntos críticos: (n, 0), donde n es un entero; punto silla 
inestable si n es par; un punto espiral estable si n es impar. 

7. Puntos críticos: (m, nn), donde n es un entero; un punto silla 
inestable si n es par; un punto espiral estable si n es impar. 



8. Puntos críticos: (nn, 0), donde n es un entero; un nodo inestable 
si n es par; un punto silla inestable si n es impar. 

9. Si n es impar, entonces {nn, 0) es un punto silla inestable. 

10. Si n es impar, entonces {nn, 0) es un nodo estable. 

11 . {nn, 0) es un punto espiral estable. 

12. Puntos silla inestables en (2, 0) y ( — 2, 0); un centro estable en 
(0, 0). 

13. Puntos silla inestables en (2, 0) y ( — 2, 0); un punto espiral estable 
en (0, 0). 

14. Centros estables en (2, 0) y (—2, 0); un punto silla inestable 
en (0, 0). 


X 
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15. Centro estable en (0, 0) y punto silla inestable en (4, 0). 

16. Centros estables en (2, 0), (0, 0) y (—2, 0); puntos silla inestables 
en ( 1 , 0 ) y (- 1 . 0 ). 

17. ( 0 , 0 ) es espiral convergente. 



X 


18. ( 0 , 0 ) es espiral convergente; los puntos (± 2 , 0 ) son puntos silla. 



X 


19. ( 0 , 0 ) es espiral convergente. 



X 


20 . (njr, 0) es un punto espiral convergente si n es par, y un punto 
silla si n es impar. 

Capítulo 7 

Sección 7.1 

1. 1/ s^, i > o 2. 2 / i > 0 

3. e/{ s — 3), s > 3 4. s/{ + 1), s > 0 

5. l/( — 1), j > 1 

6. j[l/s — í/( + 4)], i > 0 

7. (1 — e“*)/ s, s > 0 


8 . 

10 . 

11 . 

12 . 


13. 

14. 

15. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
22 . 
24. 


26. 

28. 


30. 


ie-‘-e-^y s, s>0 9. -se-ys^, s>0 

(5 — 1 + e“')/ s^, s > 0 
I + 3s~^, s > 0 

(457r - 192 s ^' y { 85’'^), 5 > 0 
-2(j -3)-‘, j>3 
3 Vti7( 4i5'2) + l/( i + 10), i > 0 
í“‘ + s{s^ - 25)-', s >5 16. (í + 2)/( í" + 4), i > 0 

cos^2í = i(l+cos4t); | [ 5 “' + i/( + 16)], 5>0 


3/( + 36), i > 0 

í"' + 3^-^ + 6 ^-^ + 6s~*, s > 0 
Vis - l)^ í > 1 

1 [i/( s^ - 36) - i"'] 

2 sjthf 
e-^‘ 


3cos2í + I sen 2 f 
— cosh 2 f — ? senh 2 f 


21. (í^ - 4)/( s^ + 4)^ j > 0 

23. {V 
25. 1 - 


27. Se"' 

29. 

31. I senh5í — 10cosh5t 


I sen3í — 3cos3f 


32. 2u(t - 3) 

37. f(t) = 1 — u{t — a). Su figura debe indicar que la gráfica 
de/contiene el punto (a, 0 ) pero no el punto (a, 1 ). 

38. f(t) = u{t — a) — u{t — b). Su figura debe indicar que la 
gráfica de/contiene los puntos (a, 1 ) y (¿, 0 ), pero no los puntos 
ia, V)y(b, 1). 

39. La figura 7.2.8 muestra la gráfica de la función escalón unitaria. 


Sección 7.2 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 
19. 


20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 


x(í) = 5 eos 2l 
xit) = \(e^' -e-') 
x(í) = ](2 sen í—sen 2 í) 
x{t) = I (9 eos t — eos 3í) 
x(í) = \{2-3e-‘ +e-y 
xit) = i(2f - 3 + 12e-' - 


2 . x(f) = 3cos3í + I sen3f 
4. xit) = \ile-^‘ -3e-y 
6. x(í) = ](cost — cos 2 í) 
8 . x(f) = 5(1 — eos 3t) 

.- 2 ,) 


xit) = l,y(f) =-2 

-t(0 = |(e^’ — e"' — 3te~'), yit) = i(e^' — e~‘ +6te~') 

xit) =— (21 s¡3^ senh ^í/V3^, 

yit) = cosh ^í/ + ^ 1 / V5^ senh {^1 V5^ 

x(í) = i(2f — 3 sen2f), yit) =— i(2t +3 sen2í) 

xit) = 5(2 + e-^"^ [cos(rf/ 2 ) + r sen(rí/ 2 )]), 

yit) = ^ (28 - 9e' + 2e-^"^ [cos(/-í/2) + Ar sen(rí/2)]) donde 

r = V3 

x(t) = cosí + sen í, yit) = e' — eos f, z(f) = — 2 sení 


fit) = \ie^' - 1 ) 

/(í) = |(1 -e-"') 

/(í) = ](1 -cos 2 í) = i sen^f 
/(O = 5 ( 6 sen 3 í — cos3í + 1 ) 
fit) = t — sen t 
/(O = ¿(-l +cosh3f) 
fit) = — t + senh t 


fit) = {ie-^‘-2e-' + \) 
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Sección 7.3 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

27. 

28. 


24/( i - jry 

Sir/ [(i + 2)^ + 97 t ^] 

2*^ 
te~ 


-2t 

e^' (3cos4f + I sen 4/) 
I senh2í 
3e-^' - 5e-^' 

-1 - 5f) 

^(senh2/ — sen2f) 


2. |V^(.+4)-^'^ 

4. V2 (2s + 5)/( 4s^ + 4í + 17) 

6 . (í - 
8. e~^'cost 

10. (Seos jí - 5 sen|í) 

12. 2 + 3e3' 

14. 2 + e^ - 3e-' 

16. ¿[e"'(5í-2)+í?-^'(5f+2)] 
(1 + 12í + 241^ + f í^) 


18. e 

|(2cos2/ + 2sen2í — 2cos/ — sen í) 
l^le^-{2t - l) + e-^'{2t + l)] 

^e~'(5 sení — 3í cosí - 2t sení) 

¿e"^[(4f + 8) eos f + (4 — 3f) sení] 
je“^'(8cos4f + 9sen4f) 

|(1 -2e^' +<?■*') 29. i(-6f +3senh2í) 


30. ^ [2e“' — e“^'(2 eos 2í + sen 2í)] 

31. jj(6e^'— 5 — e“^') 32. |(coshí + eosf) 

33. x(í) = r(eoshrí senrf—senh íteosrí) donde r = 1/ V5 

34. i sen2í + I sen3í 35. ■¡L(sen2í — 2íeos2í) 

36. ¿ [2e^ + (lOí - 2) eos í - (5í + 14) sen í] 

37. ¿[(5í — l)e~' +e“^'(eos3í +32sen3í)] 

38. jjje“’'(489eos3í+307sen3í) + |^(7eos2í + 6sen2f) 



Sección 7.4 


32. + 25)X'(x) + (4í + 4)X(i) = 0; 

x(í) = C(1 - í - e-^' - C7= 0 

33. (s^ + l)X'(s) + 4iX(i) = 0; x(í) = C(sen í — í eosí), 0 

34. x(í) = Ce“^'(sen3í — 3íeos3í), Ct^ 0 


Sección 7.5 

1. /(í) = n(í-3)-(í-3) 


M 



2. /(í) = (f-l),/(í-l)-(í-3)M(f-3) 

m 



1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
22 . 
23. 
25. 
27. 

29. 

30. 

31. 


2 . 

i(sen í - f eosí) 4. 

te'" 6 . 

- 1 ) 8 . 

^(sen3í — 3íeos3í) 10. 

j(sen2í + 2í eos2í) 12 . 

-¿(3e^'— 3 eos í + sen f) 14. 

6 s/{ + 9)^ i > 0 16. 

(s^ — 4s — 5)/( 5^ — 4x + 13)^, s 
2{3s^ +6s +7) 

-, í > 0 

(í + l)2(x2 +2s +5)2 

Ijt — aretanx = ai'etan(l/i), s > 0 

i ln(í2 + 4) — Ini, i > 0 21. Inx — ln(i — 3), i > 3 


{e"' -at - l)/a2 
2(í — sen í) 

{e"' - e^O/C a-b) 
i(l -eos2í) 

(kt — sen kt)l P 

|[1 - e“2'(cosí + 2 sen í)] 

i (cosí — cos2f) 

(2^2 -24s)/i +4)\ j > 0 

> 0 


ln(i + 1) — ln(í — 1), X > 1 
-(2senh2í)/í 24. 

e"2' + g3i _ 2 cQs (y ( 26. 

2(1—cosí)/í 28. 

(s + l)X'(i) +4X(j) =0;x(f) 
X{s) = A/( i + 3)2; x(í) = Ct^e 
(s -2)X'{s) +3A'(í) =0;x(í) 


2(cos 2í — eos í)/ í 
(e"2' sen3í)/í 
i(í sení — í2 eos í) 
= Cí^e"', 0 

'-^',C7=0 
= CPe^,C7=0 


m 
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5. f{t) = u(t — Tt) ■ sen(f — n) =— u(t — ir) sení 



6. /(í) = u{t — 1) ■ cos7r(/ — 1) =— u{t — 1) eos jrf 



7. /(í) = senf — u{t — 2jr) sen(í — 2jt) =[ 1 — u(t — 2jr)] sen/ 

m 



8. /(/) = cosjT/ — u{t — 2)cosjr(/ — 2) =[ 1 — u{t — 2)]cos7r/ 

m 



9. /(/) = COSJT/ + u{t — 3)cosjr(/ — 3) =[ 1 — »(/ — 3)]cos7r/ 

m 



10. /(/) = 2 m(/ — jr) eos 2(/ — jr) — 2 ií(/ — 2//) eos 2(/ — 2jr) 
= 2[/¡(/ — Tt) — u(t — 2jt) ] eos 2/ 

m 



11 . /(/) = 2[1 -/< 3 (/)]; F ( í ) = 2(1 

12. F(í) =(«-■’-/■-'‘O/í 

13. F(í) = (1 + 1) 

14. F(i) = 5(1 - í’"^*)/( 5^ + JT^) 

15. F(s) = (1 +e-^’'*)/(5^ + 1) 

16. F(5) = 2(e-'‘' - + 4) 

17. F(5) = n(e-^ + e-^‘)l( + jt^) 

18. F(s) = 2jr(e"’“ + 45^ + jr^) 

19. F{s) = e“'(5“* +5"^) 

20. F(s) = (1 -e-’-y 

21. F{s) = (1 -2e-* +e-'^)l 

28. F(5) = (1 - e-“ - ase--^)! [5^(1 - 
31. //(/) = I [1—«(/— jr)] sen^ / 

x{t) 


t 


32. x{t) = g{t) — u(t — 2)g(t — 2) donde 
g(/) = ¿(3-4e-'+e-'''). 




x{t) 


0.1 

1a 



/ \ 




Il\ /27I 

0.1 


\ / 

\ / 
vy 
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34. x(t) = g(t) — u{t — l)[g(í — 1) + h{t — 1)] donde 
g{t) = t — sen t y h{t) = l — eos t. 

xit) 



35. x(í) = i {-1 + f + (/ + + 

ii{t - 2) [1 - /+ (3/ - 5)e-2('-2)]} 


Sección 7.6 

1 . x(í) = i sen 2/ 


X 



2 . x(í) = i[l + «(/— jr)] sen2f 



36. ¡(0 = e“‘“' - u(t - 

37. i(t) = [1 — ii{t — 2jr)] sen lOOf 

38. ¡(0 = 55[1 “ (« — 7r)](cos 10/ — eos 100/) 

39. i(/) = ¿ [(1 - - uit - 1)(1 + 

40. i(t) = 55 [(1 - - 50/e-*') - u{t - 1)(1 - e’**'-** 

+ 2450/e-**'-*')] 

41. x(/) = 21 sen/1 sen/ 


x(t) 



42. x(/) = g(t) + 2 ''^{ — \Yu{t — njT)g(t — mi) donde 

n = l 

g{t) = 1 — |e-'(3eos3/ + sen 3/) 
x(/) 



3. x(/) = i[l - e-^' - 2/e-2'] + «(/ - 2)(/ - 2)e-2<'-2' 



4. x(/) = -; 


+ 3/e 



5. x(/) = 2u(t — 7T)e *' sen(/ — ji) 


X 



r\ 

i \ 



\ 


\ 

, 

\ 


n 2n 3n 
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6 . x(í) = i(/ — 2u{t — Stt)) sen3f 


X 



7. x(í) = [2 — — Tt) + e^^uít — 27r)] e sen t 


X 



8 . x(í) = (2 + 5t)e-' - u(t - 2)(í - 2)e-<'-2' 


21 . i{t) = — ííjt/ 10)e^"’'e sen f 

n=0 


i(t) 



22. x(í) = u{t — 2mx) sen t 

n=a 


x(t) 



X 

3r 



2 4 


- t 

6 


9. x(í) 

10. x(í) 

11 . x(í) 

12. x(í) 


/'= 

f 

í 

u:< 


2 (sen 2 r)/(í — r)dr 
Te“^'/(í — t) dr 

senh r)/(í — r) dr 


2 I (e 2'sen2T)/(/ -t)í/t 


13. (a) mx¿(t) = p[t^ — Ug{t){t — e)^]/(2e); 

(b) Si f > e, en consecuencia mx 5 (í) = p(2et — e^)/( 2e), 
entonces mx¡(t) —>• pt conforme e —» 0; 

(c) mv = (mx)' = (pt)’ = 0. 


15. La transformada de cada uno de los dos problemas de valores 
iniciales dados es (ms^ + k)X(s) = mvo = p^. 

17. (b) ¡(0 =£-‘“>''-‘>«,(0 

Si f > 2, entonces i{t) =— (e™ — Pe™*'"'* < 0. 


18. i(t) =[ 1 — u(t — tt)] sen lOí 


19. i(t) = u(t — nir/ 10) sen lOf 

n=0 


20. i(t) = y~^( —l)"u(f — njr/ 5) sen 10/ 

n=0 


Capítulo 8 

Sección 8.1 


1. y(x) =Co(l+x + y + |y + -- - 

, , 4x 4^x2 4^x^ 

2. _v(x) = Co ( 1 + — + + 


p = oo 


3. ^(x) = Co ( 1 - y + 


CflC 


3x 

-3j:/2; p =+oo 
X^ 

TI 


2! 3! 

4! 

(3x)^ (3x)^ 

(3X)'' 

4!24 

2!22 3123 

x** x'^ 

2! TI " 

^ = CoC” 

x*" x"* 

\ 

2132 ^ 3133 

■ - 


= coc^; p =+00 
4''x‘' 

+ • 


5. y(x) = Co ^1 + y + 

p =+00 

/ X x^ x^ x'* 

V 2 4 8 16 

7. y{x) = co(l + 2x + 4x^ + 8x^ + •■•) = 


2co 
2 -X 


;p =2 


Co 


1 — 2x 


\P = { 


„ / X x^ x^ 5x'' V /- 

8. v(x)=Co(^l + --y + -- — +---)=coVr+7; 
p = 1 

9. y(x) = co(l + 2x + 3x^ + 4x^ + • • •) = 

v 2 .v -3 


(1 -X) 




10. y(x) — Co I 1 ~ — + — + — + - + ' 

V 2 8 16 128 

P = 1 

f x^ x* x'’ 

11 . y(x) -'^o(^l + y + y + ^ + ' 

/ x^ x’ x’' 

V 3! 5! 7! 

= cocoshx + ci senhx; p =+oo 


= Co(l -xf- 
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, ( 2 x)^ ( 2 a: )“ ( 2 a)'^ 

12 . y(x) = c„ 1 + ^ ^ + • 


2 ! 


4! 


6 ! 


Cj / (2x)^ (2x)^ (2x)’ 

— (2x) + + • 

2 V 3! 5! 7! 

Ci 

CoCosh2A: + — senh2x; p = oo 

^ (. Oxf , (3xr (3X)'' , 

13. y(x) = Co 1-- 1 - - -t;— + • 


2 ! 

ci f (3x)^ (3x)^ 

3 


4! 6 ! 

(3x)’ 


7! 


+ • 


= CqCosSx + |ci sen3x; p = +oo 

14. yCx) = x + co(l-1-1-' 

V 2! 4! 6 ! 

/ x^ x^ x’ 

“{“(ci — l)(x — — 4“ — — — 4“ • 

' 'V 3! 5! 7! 

= X 4- Co cosx 4- (ci — 1) senx; p = oo 

15. (n + l)c„ = 0 para todo valor de « ^ 0 , como c„ = 0 
para todo valor de n ^ 0 . 

16. 2nc„ = c„ por lo quen ^ 0 , como c„ = 0 para todo valor de íx ^ 0 . 

17. Co = ci = o y c„+i =- nc„ paran ^ 1 , entonces c„ = 0 
para todo valor de n ^ 0 . 

18. c„ = 0 para todo valor de n ^ 0 

19. (í 2 + l)(n +2 )c„+2 =-4c„; 


y(x) = 


^ (2x)^ , (2x)5 

(2x) - 4- 


3! 


5! 


(2x)' 

7! 


4- ■ 


20. (n + l)(n + 2 )c „+2 = 4c„; 
y(x) = 2 


(2x)2 (2x)'' (2x)*’ 

1 + + ■ 


= - sen 2ii: 
2 


= 2 cosh 2x 


2! 4! 6 ! 

21. n(n + l)c„+i = 2nc„ — c„_i; 

y(x) = x+x^4- — 4-— 4- — 4--- - =xe^ 

2! 3! 4! 

22 . n{n + l)c„+i =- nc„ + 2c„-¡; y = 

23. Como Co = Ci = 0 y («^ — n + l)c„ 4- (n — l)c„-i = 0 para « ^ 2, 
c„ = 0 para todo valor de n ^ 0 


Sección 8.2 

oo oo 

1. c „+2 = C„; y(x) = Co ^x^" + X! 

/I=0 n=0 

2. C/j-i-2 — ^CíM P — 2, 

,, ^ (-D-x^" , ^ (-irx^"+‘ 

>’(x) = Co 2 ^ -- + Ci 2 ^ ■ 


2 n+í _ CQ + ClX _ 

“ 1 -X^ ~ 


n=0 

3. (n 4- 2 )c „+2 = -c„ 


2 " 


(-Ifx^" (-l)”x2"+‘ 

>>(x) = Co 2^ + ci 2^ ;p = +'» 


t^o (2n + l)!! 


4. (n 4- 2 )c „+2 = -{n + 4)c„; p = 1; 

OO OO 

y(x) = Co 2^(-l)"(n 4- l)x^" 4- jCj (-l)"(2n 4- 3)x^' 

n=0 n=0 

oo n- . 1 

5. 3(n 4- 2 )c „+2 = nc„\ p = V3; yCx) = cp 4- Ci 2^ 


^ (2n + 1)3» 


6 . {n 4- l)(n 4- 2 )c „+2 = {n — 3)(n — 4)c„; p = oo; 
y(x) = co(l 4- 6 x^ 4- x*) 4- Ci(x 4- x^ 

7. 3(n 4- l)(n 4- 2 )c „+2 = —(« — 4)^c„; 

/ 8x2 g^4X 

>’(x)-co(^l- —+ —j + 

^ g(-l)»(2n-5)!!x- 

' 9 190 ^ 


(2n 4- 1)!3» 


8 . 2(n + l)(n 4- 2 )c „+2 = (n - 4)(n 4- 4)c„; y(x) = Co(l - 4x2 _j_ 


2x‘') 4- ci I X — 


5x2 7^5 


4- 


32 


+E 


(2« -5)!!(2« 4- 3)!!x2' 
(2n 4- 1)!2" 


(« 4- l)(n 4- 2)c„+2 = (n 4- 3)(xx 4- 4)c„; p = 1; 

<4 
3 


y(x) = Co 2^(n 4- 1)(2« 4- l)x2“ 4 - -2 ^(n + l)(2n + 3)x^ 


10 . 


3(n 4- l)(n 4- 2 )c „+2 = —(« — 4)c„ 

/ 2x2 ^4X 

- <20 í 1 + ^ ^ j + 




+ 3 E 


(-l)”(2n -5 )!!x2' 
(2n 4- 1)!3» 


11 . 


5(xx 4- l)(n 4- 2 )c „+2 = 2(n - 5)c„; 

/ 4x2 4^5 N 


coll-x + ^ 
12. C 2 = 0; (« 4- 2 )c „+3 = c„ 
y(x) = Co ( 1 4- 


4- 15 22^ 


^ 2 • 5 • • • (3n - 1) 


(2n -7)!!2»x2' 

”l2ñ)l5»“ 

C 

+ciE 


— ^2h+1 

ntF 


11=0 


13. 


14. 


C 2 = 0; (« 4- 3 )c „+3 = -c„; 

, ^ ^ (-l)»x2" , ^ (-l)»x2«+‘ 

^w = -oE^¡í^+-2Et:t::: 


n =0 n =0 

C 2 = 0; (« 4- 2)(« 4 - 3)c„+ 3 = -c„; 

/ (-l)»x2" 

y(x) - Co 1^1 + ^ 3 " • n! • 2 • 5 • • • ( 3 n - 1 ) 
(-l)»x 2 "+‘ 

E 3" • n! • 1 ■ 4 • • • 


(3« 4- 1) 


15. 


(3n + 1) 

C2 = C3 = 0 ; (« 4 - 3 )(« 4 - 4)c„+ 4 = -c„; 
/ (-l)»x‘‘» 

“ (-l)»x‘‘»+‘ 

2-, 4” . « I . 5 . 9 ... 


^ 4” • n! • 5 ■ 9 • ■ ■ (4n 4- 1) 
y(x) = X 
y(x) = 1 4 -x2 

y(x) = 2 E^=^ —; converge para todo valor de x 

n=0 

00 

y(x) = I 22 (2n + 3)(x — 1)2“+'; converge si 0 < x < 2 

11=0 

y (x) = 2 — 6(x — 3)2; converge para todo valor de x 
y (x) = 14 - 4(x 4 - 2)2; converge para todo valor de x 
y(x) = 2x 4- 6 

2c2 4- Co = 0; (n + l)(n 4- 2)c„+2 + c„ 4- c„_i = 0 para n 1; 
x2 x2 x2 x"* 

x2 x2 X® 

yi (x) — 1 4“ — 4“ — 4“ — 4“ '' ■; 

x2 x'* x2 

yiix) = x4- — 4 - — 4 - — 4---- 

3 D 5 

25. C 2 = C 3 = 0, (n 4- 3)(n 4- 4 )c „+4 4- (n 4- l)c„+i 4 - c„ = 0 para 

x" x’’ 

« > 0; yi (x) = 1-1- !“•••; 

- ^ 12 126 
x'' x2 

y2(x) = X-1- • • • 

12 20 


16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 
23. 


24. 
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26. y(x) = <^0 (1 - + ^ + ■ ■ ■ j + c, 


X 

X — - + - + ' 

42 90 


27. y(.^) — 1 ~x — — + — — — + — +-+-—-+ ‘ 

2 3 24 30 720 630 40320 

v(0.5)í=í 0.4156 

/ \ / x^ x** 

28. 3 ,(x)=co(^l-- + -+---j+c.(x-- + -+.. 

29. ,,(x) = l-lx^ + ^x^ + -..; 

/ x^ x^ \ / - - 

30. y{x) = co ( 1 - — + — H-) ■ 


X X 

X — — + — 

2 18 


2 6 

33. La siguiente figura muestra los ceros entrelazados de los polinomios 
de cuarto y quinto grados de Hermite. 



34. La figura de abajo es resultado de usar n = 40 términos en cada 
suma. Pero con n = 50 se obtiene una gráfica igual a la de la 
figura 8.2.3 del texto. 



Sección 8.3 

1. Punto ordinario 2. Punto ordinario 

3. Punto singular irregular 4. Punto singular itregular 

5. Punto singular regular; r¡ = 0, rz = —1 

6. Punto singular regular; ri = l,r 2 = —2 

7. Punto singular regular; r = — 3, —3 

8. Punto singular regular; r = i, —3 

9. Punto singular regular x = 1 

10. Punto singular regular x = 1 

11. Puntos singulares regulares en x = 1, — 1 

12. Punto singular irregular en x = 2 

13. Puntos singulares regulares enx =2, —2 

14. Puntos singulares irregulares enx = 3, —3 

15. Punto singular regular x = 2 

16. Punto singular irregular en x =0, punto singular regular enx = 1 

17. yi(x) = eos Vx, y 2 (x) = sen yx 

18. yi(x) = ¿ ^ y 2 (x) = x“"" ¿ ^—— 

^n!(2n + l)!! ^n!(2n-l)!! 


19. y,(x) 
y2(x) 

20. yi(x) 

y2(x) 

21. yi(x) 

y2M 

22. y¡{x) 
y2(x) 

23. yi(x) 

y2M 

24. yi(x) 

y2M 

25. yi(x) 

y2(x) 

26. y¡{x) 
y2{x) 


1 + 3 E 


f^n!(2n +3)!!/’ 


1 -X 

x-£ 


n!(2n -3)!! 
(-l)''2”x'' 


n\ 4 - 7 ■ • •(3n + 1)’ 
^ (-l)"2"x" 

^n!-2-5--T3n-l) 


= x(1 + V- 

\ ^ -7 ■ 11 ■ • ■ 


(4n + 3) /’ 


= x“"^ 1 + 


E a 

n! • 1 - 5 ■ ■ •(4n -3) 


1 + f" (- 1 )"^^ " 

2^ .q . n ■ • 4 


^ n! -9 ■ 13 ■ • ■(4n +5) /’ 


-x-‘ (l + ^ 


{-iy-'x^‘ 


f^n!-3-7---(4n-l) 


' 2" ■«! ■ 19 -31 • 

> .^.2/1 
X 

■ -(Un +7) 

2“ -n! - 5 • 17- ■ 

• •(12n -7) 

(-irx^" \ 

' 2" -n! - 7 ■ 13 ■ ■ 

■{6n + \)J’ 

i-iyx^" 


i! -5 ■ 11 • • -(ñn - 

■ 1) 


= 1 + 


°° r — 1r” 




n\ -2" 
(-l)"x" 


^(2n-l)!! 

oo In 

/i=0 

oo on V-2/J 

= 1 + V . 

f^3-7---(4n-l) 


27. yí{x) = - cos3x, y 2 {x) = — sen3x 

X X 
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28. yí{x) = - cosh 2 x, y 2 {x) = - senh 2 x 

X X 


, 7x^ 19x* 

y2(x) = 1 -- +- + • • 

' 24 3200 




Sección 8.4 

^ 1 + X 

1 - yiix) = —^ 


, >> 2 (x) = 1 + 2 ^ 


^{n+2y. 


2 . y,(x) = ^ fl+x + y + ^ ),>> 2 (x) = 1+24^ 


1 / 9x^ 9x3 

3. ,.(x) = ^(l-3x + — - — 


y2{x) = 1 + 24^ 


(-l)"3»x” 
^ («+4)! 


:y 2 (x) = 1 + 120 


yiix) = x^ í 1 + 120 ^2 


^ (« +4)! 


^ 1 / 3x 9x2 9^3 27x‘'\ 

4. y¡(x) = — I 1 “ — +- “- +- I, 

x^ \ 5 50 250 5000/ 


(-l)»3"x" 

^ (n5)!-5" 

3x x2 x3 
5. vi(x) = 1 + — + — + —, 

' 4 4 24 

{n + l)x" 
n- ('2+5)! 

. .2 ,/ 8.^(2«+5)!!x" 

7. yyx) = 1(2 - 6x + 9x2), ^ g ^ (IV 2) T 




32. >>1(X) = X + y , 

,,, / 5x 15x2 

,,( 2 :)=x- 


5x3 

48" 

10x3 


y2{x) =x‘'2 1 + 


1 Ix 

la 


/ , 10x3 \ 

33. Vl(x) = X M + 5x2 _|_ __ + . . . j 


11x2 g7J^3 

- + - + • ' 

224 24192 


34. vi(x) = X I 1 — — +-+ ■ 

• ^ ' 42 1320 


8 . ytix) = 3 + 2x + x2, y 2 {x) = 


9. yi{x) = 1 + - + : 


(1 -X )2 
^6 


+ 


+ • 


22 22 -42 x2 • 42 ■ 62 

/ x2 5x'' 23x'’ 

y 2 (x) = yr(x) ■ I Inx — — +- —- 

^ 2 XIV 3 ^ 4 j28 3456 

,.6 


10. >.W=x(l-l+yly 


22 ■ 42 ■ 62 


, x2 5x'' 23x'’ 

yiix) = yi(x) ■ I Inx + — + — +-+ ■ 

^ 2 XIV ; 1 ^ j28 3456 


3x2 


2x3 


11. yi(x) = x2 I 1 — 2 x +- —- + 


/ 11 x 2 49^3 

^ 2 ( 2 ^) = yÁx) ■ (Inx + 3x + + yy + ■ 

, / X 3x2 J,3 ^4 

12. yi(x) = x2 ( 1 — - +- — — +- - 

■ ^ ' V 2 20 30 168 

/I 1 X 

>' 2 ( 2 :) = yi(x) ■ I ——- +-+ — + ■ 

^ ^ ^ 21 V V 3^3 20 x 700 

/ A-x^ 

13 . yiCx) = x3 ( 1 — 2x + 2x2 _ _|_.. 

/ 1 2 4x 

yiix) = ytix) ■ 21 nx - “ ^ + xr + ■ 

\ 2 x 2 j. 3 

, ^ , / 2 x x 2 2x3 J ,4 

14. Vi(x) =x2(l- — + — - - + - - ■ 

' V 5 10 105 336 

> 2 ( 2 ) contiene términos no logarítmicos. 

16. > 1 ( 2 ) = x3'2 


13 

1750x 


^ ^ (-l)"x 2 " 

9» . „ I . 5 . 7 . . . 


2 » .5 . 7 . . .( 2 „ + 3)/’ 

- 3/2 I (- 1 )'' 22 " 

> 2 ( 2 ) =2 3'2 j 1 + - 

^ 2"-n!-(-I) • 1 •3-• ■(2ri-3) 
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Sección 8.5 



5. J 4 {x) = -24)Jo(x)+ 

12 . La siguiente figura corrobora el valor calculado yCO) = 3. 



13. x^Ji(x)+xJi(x) — J Ji¡(x) dx + C 

14. (x^ — 4x)Ji{x) + 2x^Jo{x) + C 

15. (x'^ — 9x^)Ji{x) + {3x^ — 9 x)Jq{x) + 9 j Jo{x)dx + C 

16. —xJi{x) + j Jo(x) dx + C 

17. 2xJi{x) — x^J(¡{x) + C 

18. "ix^Ji{x) + (2>x — x^)Ja{x) — 2! j Jo{x)dx + C 

19. (4x’ — 16x)/i(x) + (8x^ — x'')7o(x) + C 

20. -27i(x) + j Jo(x)dx + C 

21. Ux) - ^ Ji(x) + C 

X 



Sección 8.6 

1. j(x) = X [ciyo(x) + CjFoCx)] 

2. y(x) = - [ci7i(x) + cjFiCx)] 

3. y(x) = X [ciyi/2(3x^) + C2y_i/2(3x^)] 

4. y(x) = x’ [ciy2(2x'/2) + C272(2x‘r")] 

5. y{x) = x-‘/^ [ciyi /3 {\x^'^) + C 2 J- 1 P (|x^r^)] 

6. y(x) = x-'/'' [cM2x^l^) + C 2 y„( 2 xV 2 )] 

7. j(x) = X“‘ [Cl7o(x) + C 2 yo(x)] 

8. y(x) = x^ [ciyi(4x‘/2) + C27,(4x‘r")] 

9. j(x) = x‘/^ [ciyi/2(2x^r^) + C2y_i/2(2x^r^)] 


10. y(x) = X-‘/4 [ciy3/2 (|xV2) + C2y_3/2 (fx^^)] 

11. y{x) = x‘r^ [ciyi/6 (|x’) + 027-1/6 (l-r^)] 

12. y(x) = x‘/^ [ciyi/5 (|x^/^) + 027-1/5 (fx^''^)] 


Capítulo 9 


Sección 9.1 
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7. No periódica 


1 1000 

1 

f 

1 

\ 

1 

1 

\ 

/ 

\ 


v„. 

y 

-3 

3 


8. No periódica 


300 




9. jr 




13. - + — í sen t + - sen 3 í + - sen 5 í + ■ 

2 jr V 3 5 


3;t 


571 


_ 1 10 / 1 1 

14. - — — I sen f + - sen 3 f + - sen 5 f + ■ 

2 7T \ 3 5 


3 




-TT 

2 

71 ?>n 571 




/ 1 1 
15. 2 sen í — - sen2í + - sen3í —• 
2 3 



_ , 1 1 
16. jr — 2 sen í + - sen2í + - sen3í+■ 
2 3 


17. 



jr 4 

- + - 

2 TT 
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io ^ 1 -(-1) ^, 1 ^, 

1 !». «o = —; «„ = - - -para n ¿ 1; o„ = — - para « ¿ 1. 

4 tv-Tt n 



1 2 / 1 1 

20. - + — eos f — - eos 3í + - eos 5f ■ 
2 jr V 3 5 


l - 



24. ¿i„ = 0 para ri ^ 1; a„ = 0 si ri es impar'; 
4 

n = 0, 2, 4,... 

7T(n^ — 1 ) 





Sección 9.2 


1 . 


8 / jTí 1 Bjrí 1 5jTt 

— sen— + - sen- + - sen- + ■ ■ • 

TT V 3 3 3 5 3 




/ JTÍ 1 3jr/ 1 Sirí 

sen— + - sen- + - sen- + ■ • • 

V 5 3 5 5 5 


-5 


5 


10 ¡*5 ^0 25 ‘ 



6 

jr 


/ í 1 3í 1 5f 

sen- + - sen— + - sen— +■•■ 

V 2 3 2 5 2 


-2ji 


-1 


2 ji 


óTt lOrt 

































I 
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í TTl 

1 

Int 

1 

371/ \ 

2 8 

/ jr/ 

1 

2jtt 

1 

3;// \ 

sen— - 

- — 

sen- 

+ — 

sen- — . . . 

10- - ^ 

eos — - 

- - eos 

— 

+ - eos 

- — ’ ' * 1 

V 2 

2 

2 

3 

2 y 

3 TT^ 

V 2 

4 

2 

9 

2 ; 




9 . 


1 

3 


4 

TT^ 


(eos Tit — ^ eos 2jrí + ^ eos 37tt — ■'j 


1 4 
14. - sen f + — 

2 71 


1 f 1 3/ 1 5í 

- eos - — - eos — — — eos — — ■ 

3 2 5 2 21 2 
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Sección 9.3 

1. Serie de cosenos: /(/) = 1 






-K 

7t 271 37t 4;t 


Serie de senos: 


4/1 1 1 \ 

/(í) = — sen t + - sen 3 í + - sen 5 í + - sen 7 í H- 

jr \ 3 5 7 / 


1 




K 3k 5k 




2 . 


Serie de cosenos: /(í) = 

1 4 / cos37rf 

2 jr^ V 32 


+ 


cosSirí 

52 


COSlTTt 

72 



Serie de senos: 

/(O = - í 


senTjrí sen37rí sen47rí 
senjr/ + - +- +- +■ 
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3. Serie de cosenos:/(/) = 

8 / Ttt 1 Srrf 
- eos- +-eos — 


1 5nt 1 litl 

+ — eos- + — eos- 

52 2 72 2 



Serie de senos: 

4 /senjTf sen2jrí senSirí sen4jrí 

/(O ~ — I - 4" - 4" - + - + ' 

■' JT \ 2 4 6 8 



4. Serie de cosenos: /(í) = 

16 /cosjrí cosSttí cosSttí cosVjtí 
1 — — I - +- +- + - + ' 

7r2 V 22 62 1 02 142 



Serie de senos: /(í) = 

8 / jrí 1 3jrí 1 5jrí 1 7jrí 

— sen— — — sen- 4- — sen- — — sen- 4- ■ 

jr2 V 2 32 2 52 2 72 2 


2 

- sen 
9 



6 . Serie de cosenos: f(t) = 

7r2 / 1 1 1 

— — 4 eos t — — eos 2í 4- — eos 3í 4- — eos 4f 4- ■ 
3 \ 22 32 42 


■) 



Serie de senos: 

f(t) = Itt i sen/ — - sen2/ 4- - sen3f — - sen4/ 4- ■ 

jy / y 2 3 4 

8/1 1 1 
— sen t + — sen 3/4- — sen 5/4- — sen lt + - 
tt \ 32 52 T 



7. Serie de cosenos: 

7/2 /eos 2/ eos 4/ eos 6/ eos 8/ 

“ T ~ ( 22 42 62 82 


+ • ■ 



_ 1 2v^ /I Int 1 4?// 

5. Serie de cosenos: /(/) = - —- - eos- — - eos-+ 

3 7/ V2 3 4 3 

1 87 // 1 IOtt/ 

- eos — — eos —-— 



Serie de senos: 

2 / jTt 2 37// 1 5/// 1 luí 

f(t) = — sen— — - sen- 4- - sen- 4- - sen-— 

■' JT \ 3 3 3 5 3 7 3 




Serie de cosenos: /(/) = 

1 4 /cos27r/ cos47r/ 

42 


eos 67// eos 87// 


6 7/2 V 22 

Serie de senos: 
8 

m = 

7/2 


62 


82 


sen 37// sen SjTt senljil 
senjlt + -- -I- -- + ■ 


32 


52 


72 







































































794 Respuestas a problemas seleccionados 


Las gráficas de estas dos series parecen ser las mismas del 
problema 7, excepto por la escala de — 1 a 5 (en lugar de 
—jr a Sjr) en el eje t, y con arcos de 1/4 de altura (en lugar 
de 7r2/4). 


Serie de cosenos: 

2 4 / eos 2í 

/(d = r - - ( 


eos 4í eos 6í eos 8í 
+- +- + - + • 


10 . 


..2 V 3 15 35 63 

Serie de senos: _/(f) = sen t 

Las gráficas de estas dos series parecen esencialmente las 
mismas que la del problema 7, excepto que tienen arcos 
formados por senos en lugar de arcos cuadráticos. 

Serie de cosenos 
1 4 

f(t) = --- 
n jr 

1 5í 1 7í 2 8í 

— eos — + — eos — + — eos — + 

21 2 45 2 60 2 


1 í 1 3f 2 4f 

— - eos - + - eos — + — eos — + 

3 2 5 2 12 2 



Sección 9.4 

12 


1 . x„(í) = 


12/ sen / 
jr V 4 


E 

mpai 

sen3f 

l2~ 


sen nt 


JT ^—' n(5 - n^) 

n impar ' ' 


sen 5 1 sen 7 1 


100 


308 



48 


2. Xsp(í) 


íijrí 


n impar 

ir 


eos — 

«(40 — n^rP-) 2 


-1 - 


V” V 


Serie de senos: 

1 4 / I f 1 3f 1 5f 

f(t) = - sen f — — I - sen- + - sen— — — sen— + 

2 V3 2 5 2 21 2 

1 7í 1 9í 

— sen— — — sen— + ■ 

45 2 77 2 


(-1)" ‘ sen nt 

3. x,p(í) = 4> ---— = 

^ n{3 — « 2 ) 

«=i ' 

/senf sen2í sen3í sen4/ 

4 I - +- —- +- 

\ 2 2 18 52 



11 . 


(st 


sen nt 


7t3 —' n{2 - n^) 

n impar ' ' 

4 / sen 3 í sen 5 1 sen 7 1 

— sen t — - —- —- 

71 \ 21 115 329 


, - 4 / sen t sen 3 1 sen 5 1 sen 7 1 

12 . x(í) =- - - +- + - +- 

jr V 5 39 145 371 


2 (-Ifsennirí 

13. x(í) = — > , „ 

71 n(n^7t^ — 1 ) 

16(-1)" sen(«jrí/2) 

14. x(í) = — > ^ " - 2 

7t n{n^7t^ — 8) 

JT 4 eos nt 

15. x(í) = - + - > - = 

4 7T n^{n^ — 2) 

TV 4 / cos3í cos5í eos 7/ 

— + — ( — eos t +- +- +- 

4 JT \ 63 575 2303 


17. Sugerencia: Sustituya u = —t en la integral del lado izquierdo. 



_ 1 64 cosnjrí/2 

4. x,„ = ^ y] 


2 jr^ 4 -^ 7r^«^(16 — 

n impar ' ' 



r ® 

5. Xsp(í) - ^ 


sen nTTt 


7T^ 4—‘ «^(10 — «^jr^) 

n impar ' ' 
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6 . 


4 4 eos nt 

{n^ - 1)(«^ - 2) 


1 - 


eos 2í eos 4/ eos 6 / 


210 1190 



4 senní 

7. Las senes de FourierF(í) = — > -contienen un termino 

n n 

n impar 

sen 3í, por lo que se presenta resonancia. 

8 . No se presenta resonancia. 

4 sennt 

9. Las series de Fourier F(t) = — -no contienen el término 

TT n impar ^ 

sen 2t, por lo que no hay resonancia. 

10. Se presenta resonancia. 

jr 4 eos nt 

11. Las series de Fourier F{t) = — — — > —-— no contienen el 

2 71 

n impar 

término sen í4, por tanto, no hay resonancia. 

12. Se presenta resonancia. 

13. x,p(í) ss (L2725)sen(í - 0.0333) + (0.2542)sen(3í - 
3.0817) + (0.0364)sen(5f -3.1178) + ■ ■ • 

14. x,p(í) ss (0.2500)sen(í -0.0063) - (0.2000)sen(2í - 0.0200) + 
(4.444)sen(3í - 1.5708) - (0.0714)sen(4f - 3.1130) + • ■ • 

15. Xsp(t) 

(0.08150)sen(jrf-L44692)+(0.00004)sen(3n'f-3.10176)+ • • ■ 

16. x,p(í) ss 0.5000 + 1.0577 cos(jrí/2 -0.0103) - 

0.0099cos(3n'í/2 - 3.1390) - 0.0011 cos( 57 rí /2 - 3.1402) • • ■ 

17. (a)Xsp(í)~ 

(0.5687)sen(7rí -0.0562) + (0.4721)sen(3jrt -0.3891) + 
(0.01396)sen(5jrí -2.7899) +(0.0318)sen(77rf -2.9874) + ■ • ■ 

18. x,p(t) ss 0.0531 sen(í -0.0004) - 0.0088 sen(3í -0.0019) + 
1.0186 sen(5t - 1.5708) - 0.0011 sen(7t -3.1387) + • • • 

Sección 9.5 


1. «(x,f) 

2. u{x, t) '■ 

3. «(x, y) 

4. m(x,í) 

5. u{x, t) 

4exp ^ 

6. u{x, í) 

7. u{x, t) 

8 . «(x,f) 

9. i<(x, f) 

10. í/(x, í) 

11. í/(x, í) 

12. í/(x, í) 


= 4e sen 2t 
= 7 

= 5exp(—2jr^í) senrrx — | exp( — 187 r^f) sen3jrx 
= 2e~‘'' sen 2 x + 2e~^‘ sen 6 x 


{27tx\ l 32jt^t\ ( 

—j-2exp(^- —jcos(^ 

- exp(—27r^f) sen2jrx + i exp(—87r^í) sen4jrx 
16 jr^í' 


8jr^í 


4jrx 


1 1 


cos 47 rx 


■ 5 exp(—4jr^í) eos 2nx + 5 exp( —lOrr^f) cos 47 rx 

100 1 ( 

-> - exp 

80 (-1)«+' 

^ -exp 


n 71 t \ UTtX 

- - 1 sen- 

250 ] 5 


/ nVt\ 

I —- 1 í 

V 500 } 


IITIX 


160 1 




80000 
7t 


500 
\ 


10 

nTTX 

5 - 

10 


(00 1 / n^TT^t 

n impar x. 


nitx 
, sen- 

J 100 


400 V 1 / n^7t^kT\ nirx 

13. (a) u(x, t) = - > - exp —- sen-; 

7T ^ n ^ V 1600 / 40 

n impar x / 

(b) conít = 1.15, ¡/(20, 300) 15.16°C; 

(c) alrededor de 19 h 16 min 

14. (b)»(10, 60)« 25.15‘>C;(c)6min54.3s 
16. (b) 15 h 

Sección 9.6 

1. y(x, f) = i cos4f senZx 

2. y(x,t) = ^ cosjTf senrrx — ^ eos 3jrí sen37rx 

o W í 

3. ^(x, t) = — I eos - + 2sen- senx 

• 10 V 2 2/ 

4. y(x,y) = -jh cosjrí sen27rx 

5. y(x, t) = - eos 57rf sen ttx + — sen 10 TXt sen27rx 

4 7t 

^ V- 8 

6. y(x,t) = > —r eos lOnf sennx 

n impar 

OO + l 

7. v(x, r) = 7 -——- sen 10«7rr sen «TTX 

Sn^n?- 

n = \ 

4 sen2nísennx 

8 . y(x, f) = eos 2í senx + — > - . 

n 

n impar 

_ 4 sen 2njrf seno TTX 

’■ -■ 

n impar 

„„ 8 (5« cos5ní + sen5/if) 

10. .vi,. ,)--£ » -. 

n impar ' '' 

11. Frecuencia fundamental: 256 Hz; velocidad: 1024 ft/s. 

Sección 9.7 

IITTX HTty 

1. u(x,y) = > c„ senh-sen-donde 

b b 

2 C ! \ vi 

j g(v)sen-^r/y 




¿senh(«jra/¿i) Ja 


n7t{a-x) nTiy 

Z. í/(x, }') = > c„ senh-sen-donde 

i ^ h h 


Cn = 


n = \ 

2 /■* nTty 

- / ^(yisen- ay 

bseah(n 7 ralb) Ja b 


3. u{x, y) = Cn sen-senh-donde 

77Í a a 

" 2 


Cn = 


a senh(n 7 r¿/a) 


f" tlTTX 

I /(x)sen- dx 

Jo a 


. ^\ riJi A iiJL y 

4. n(x, y) = üQ-y + > ¿>„ eos-senh-donde dq = ajlb 

< a a 

n = I 

b„ = a„l( senh nTtb!a) y {«„}” son los coeficientes coseno 
de Fourier de/(x) en el intervalo 0^ x ^ a. 


«o senh(n7r[a — x]/¿) nTty 

5. u(x,y) = — (a — x) + > . eos 

9/-/ 


senh(n7ta/ b) 


b ’ 


2 nny 

donde = 7 / giy) eos —^ dy 
b Ja b 


, -r—t mtx nTty 

6. n(x, y) = Aq + > A„ eos-eosh —^ donde Aq = aj 2, 

n n 


nitx nTty 

-eosh —^ 

a a 

An = aj{ cosYv fiTrbl a) y son los eoefieientes de la 

serie eoseno de Fourier de/(A') en el intervalo 0^ a úa. 
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, , / rnxy\ m 

ii(x, y) = y b„ exp I —-I sen — 

Va/ í 

2 [“ njTX 

donde b„ = — f /(x) sen- dx 

a Jo a 


8. u{x, y) = — + '^^a„e eos-donde {a„}^ son los 


nirx 

+ y a„e^'"‘^'“cos 
2 ^ a 

coeficientes de la serie coseno de Fourier de/íx) en el intervalo 
0 ^ X ^ a 

9. ií(0, 5) fs 41.53; «(5, 5) = 50; ¡/(lO, 5) 58.47 

11 / ^ n7t{a-x) njty 

11. ií(x, y) = > c„ senh--eos donde 


1 impar 
2 


2b 


c„ = 


b senh(njra/( Ib)) 


2b 

/■* nny 

j Siy) eos —dy 


13. c„ = - / f(9) sen nO dB 

na’' 


> r” 

■ 

> 

■ 


14. c„ = - / f{9) eos n9 d9 

na" 


15. 


C„ = 


fn 


n6 


,1 I /(^) sen —dO 

rjntl L 2 


Capítulo 10 

Sección 10.1 

"7 1 ni T ^ —cosP„ P" n ^ ^ 1 

7. 1 = 2hL y -sen —, 0 < x < L 

f^/i„(/iL+cos2/i„) L’ 

4sen^„ PnX ^ ^ ^ , 

8. 1 = > ■ eos-, 0 < X < L 

^2ft+sen2^„ L 

_ senñ„senñ„x 

9. X = 2h(i + h)S^ - ,0<x<l 

^ P¡{h+cos^P„y 

in + cos^„ - 1) 

10 . X = } -eos 6„x, 0 < jc < 1 

^ p„{2p„+sen2p„) 

Sección 10.2 


_ \ ^ 3f,x 3f,(L y) 

2. ii{x, y) = sen-senh-, donde {^nJT son las 

raíces positivas de la ecuación tanx = — x/ liL, y 


Cn = 


4A 


L(senh p„){2p„ — sen 2/1, 


- / /(tt) eos — dx. 

'n)Jo 


3. ií(x, y) = senh^^^^^ - ^ eos donde{/í„}“ son las 

n = \ 

raíces positivas de la ecuación tanx = xl hL, y 

2Í1 P„y 

= ", , / g{y) eos ^ dy. 

’i,) Jo 


(senh/i„)(/íL + sen /i, 

4. ií(x, y) = sen^^ exp ( Y donde{/3„}“ son las 
« = 1 ' / 

raíces positivas de la ecuación tan x = — x/ hL,y 

4A 


c„ = 


/(x) eos í/x. 

L(2ft -sen2/i„)7o L 


«í 


5. ií(x, f) = c„ exp I — ” ^ J X„(x), donde 
11=1 \ L J 

P„x p„x 

= Pn eos —j— + hL sen—^, iPnlT son las raíces 
positivas de la ecuación x = — x/ hL,y 

c„ = ^jí f{x)X„{x)dx^ j Y Xyxfdx. 


\ 

3. u(x, t) = yc„ exp I ——— I X„(x), donde 
\ ^ Jn 


X„{x) = p„ eos + hL sen^^, {j8„}” son las raíces positivas 
de la ecuación tan x = 2hLx/{ x^ — h^L^, y 
c„ = ^jí f{x)X„{x)dx^ Y Y J^nixfdx. 

1. ií(l, 1) ~ 30.8755 + 0.4737 + 0.0074 + 0.0002 + 0.0000 + ■ • • 
fa 31.4“ 

10. (a) a ~ 5.08 ~ 10^ cm/s ~ 11364 mph. 

(b) a ~ 1.50 ~ 10'“’ cm/s ~ 3355 mph. 


Pm^ Pn^ 


LM eos Pi„ eos p„ 


15. / sen sen í/x = —- ~ — ^ 0 

Jo L L mp„p„ 

20. (b) (üi ~ 1578 rad/s ~ 251 ciclos/s. Por tanto, oímos a la 
mitad de C (aproximadamente). 

Sección 10.3 

En los problemas 1 al 6, a)„ representa la n-ésima frecuencia natural 
de vibración. 

nn E nn E 

1 . w„ = —,/— 2 . ü)„ = —,/ — 

L y s L y s 


3. ÍU„ = 


(2n - l)jr ¡E 
2L~ 


Pn E 

4. ít)„ = — / —, donde p„ es la n-ésima raíz positiva de la ecuación 
L \ S 
MI m 


- Pn E 

5. a>„ = —\ donde p„ es la n-ésima raíz positiva de la ecuación 
L \ 8 

AEp tan p = kL. 


6 . íu„ = —. / —, donde p„ es la n-ésima raíz positiva de la ecuación 
L y S 

(niomiz^ — M^) sen z = M(mo +mi)zcosz. 

15. 1.03 Hz 

Sección 10.4 


3. (a) u(r, t) = y^c„7o sen^" donde 


2a Po 


JÁYne/c) 


ncpa^Y„J¡{Y„y Y„elc 
(b) ¿Cómo se sabe que J\{x)l x —> 1/ 2 conforme x - 

4. (a) u(r, t) = '^c„ exp j Jo (~) donde 

11=1 \ e J c 


c„ = 


2<?o 


JÁYnelc) 


11 . u(r, t) = 


snc^JiiYnf Yne/c 
Fo 


üYJo(ií>bl a) 
es el radio de la membrana circular. 


/ii>r\ ( cúb \ 


0 ? 


sen cDl, donde b 


Apéndice 

1. yo = 3, yi = 3 + 3x, y 2 = 3 + 3x + |x^, 
yo = 3 + 3x + |x^ + fx^, 
y 4 = 3 + 3x + |x^ + ix^ + |x‘'; y(x) = Se' 

3. yo = 1, yi = 1 - x^ yj = 1 - x^ + ¡x\ 
yo = 1 - x^ + ix''- ix^ 

y 4 = 1 - x^ + ix'* - ix*’ + ¿X*; y(x) = exp (-x^) 

5. yo = 0, yi = 2x, yo = 2x + 2x^, 
yo = 2x +2x2 +'¡x\ 

y 4 = 2x + 2x2 + + |j^4. =e^’‘ -l 
























7. yo = O, yi = x^ y2 = x" + |x^ ys = x" + ¡x‘> + |x®, 

y 4 = x^ + ix'* + ix’’ + ¿X*; y(x) = exp(x^) - 1 

9. yo = 1, yi = (1 + x) + ix^ y 2 = (1 + X + x^) + ¡x\ 

y3 = (l+x + x2+|x") + ¿x''; 
y(x) = 2e^ — 1 — x = l + x+x^+ |x^ + • • • 

11. yo = 1, yi = 1 + X, y2 = (1 + X + x^) + |x’, 

yj = (1 + X + x^ + x^) + fx'' + ¡x^ + ix® + ¿x’; 

y (x) = - = 1 + X + x^ + x^ + x'* + x^ H- 

12. yo = 1, yi = 1 + ix, y2 = 1 + fx + |x^ + |x^ + ¿x^ 
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y 3 = 1 + |x + |x2 + ¿x^ + gx'* + • • •; y(x) = (1 - x)-'/" 



l + 3f+ 

“ .-l + 5í- ik J’ 

l + 3f+ 

“ _ -1 + 5í - ík + |í3 
14. x(í) = 16. y 3 (l) 0.350185 
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solución singular, 36 
variable dependiente, falta de, 72 
variable independiente, falta de, 73 
y determinismo, 197 
Ecuación hipergeométrica, serie de la, 
544 

Edificio de dos pisos, 222 
Eigenfunción, 234 

desarrollo de, 660, 665 
Eigenvalor, 234 
completo, 332 
complejo, 311 
repetido, 335 
real diferente, 306 
para una matriz, 305 
de multiplicidad k, 332 
Eingenvector, 305 

de rango r generalizado, 338 
generalizado, 338 
Eliminación 

de estimulantes, 38 
método de, 259 
Embudo, 94 
Energía cinética, 214 
Equidimensional, ecuación, 534 
Equilibrio, estado de, 378 
Equilibrio, posición de, 185 
Equilibrio, solución de, 49, 93 
de un sistema, 372 
Error: 

acumulado, 117 


en el método de Euler, 125 
en el método de Euler mejorado, 

128 

en el método Runge-Kutta, 137 
función de, 54 
promedio, 85 
Escape, velocidad de, 107 
Esférica, armónica, 719 
Esféricas, aplicaciones de 
coordenadas, 713 
Espiral, convergente, 379 
Espiral, divergente, 379 
Espiral, punto, 390 
Estabilidad 

asintótica, 378, 391, 392 
de sistemas lineales, 391 
de un sistema casi lineal, 392 
estable, 377, 390 
Estable, centro, 390 
Estable, punto crítico, 94 
Estacionaria, corriente periódica de, 
227 

Estacionaria, solución periódica de, 
328, 610 

Estacionaria, temperatura de, 627 
Estados Unidos, población de, 83, 90, 
91 

Estático, desplazamiento, 215 
Estático, posición de equilibrio, 186 
Estirado, cable, 634 
Estrella, véase nodo propio 
Euler, Leonhard (1707-1783), 113, 
562, 630 

ecuación de, 160, 184 
error acumulado, 117, 125 
error de redondeo, 118 
error local, 117 
fórmula de, 178 
fuerza de pandeo, 243 
mejorado, 127 
método de, 113 
para sistemas, 269 
Exacta, ecuación, 68 
Existencia, unicidad de soluciones, 23, 
24,51, 151, 162, 724, 732, 734 
de solución de sistemas, 254 
para sistemas lineales, 732 
Exponencial, crecimiento, véase 
natural, crecimiento 
Exponencial, orden, 448 
Exponencial, serie, 506 
Exponentes (de una ecuación 
diferencial), 535 
Externa, fuerza, 186 
vector, 326 

Extraño atractor, de Lorenz, 439 

F 

Eactor de amplificación, 215 
Eamilias de lenguajes, 44 
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Famosos, números, 124, 134, 144 
Farad (unidad de capacitancia), 225 
Fase, ángulo de, 188 
Fase, diagrama de, 93 
Fase, imagen del plano de, 251, 373 
Fase, plano de, 373 

posición-velocidad, 413 
Feigenbaum, constante de, 434, 440 
Feigenbaum, Mitchell, 434 
Feniletilamina, 44 
Fibonacci, número de, 517 
Fin del mundo contra extinción, 86 
Flotación, 195, 717 
Flujo de calor, 616 
Folia de Descartes, 397 
Forma diferencial, 68 
Forzada, ecuación de Duffing, 

435 

Forzadas, oscilaciones 
amortiguadas, 219 
no amortiguadas, 213 
y resonancia, 326 
Forzadas, vibraciones, 148 
y resonancia, 678 
Forzado, movimiento, 186 
Fourier, coeficientes de, 584, 590 
Fourier, Joseph, (1768-1830), 562, 
581,630 

Fourier, series de; 
convergencia, 592 
de dos dimensiones, 704 
derivación por tramos, 601 
doble, 705 

función de periodo Iji, 584 
función de periodo 2L, 590 
integración por tramos, 605 
series de cosenos, 600 
series de senos, 600 
y solución de ecuaciones 
diferenciales, 603 
Fourier-Bessel, coeficientes de, 

693 

Frecuencia, 188 
angular, 188,192 
de resonancia, 230 
Frobenius, Georg (1848-1917), 534 
método de, 534 
series de, 534 
solución de series de, 536 
Fuerza crítica de pandeo, 243 
Función 

analítica, 506 
complementaria, 169, 300 
de choque, 643 
de ingeniería, 493 
de medio periodo, 589 
de onda cuadrada, 451, 463, 488, 
491,585,609 
de valores complejos, 176 
generalizada, 501 


Función delta, 495 
entradas, 496 
y función escalón, 498 
Fundamental, frecuencia, 635 
Fundamental, matriz, 348 

G 

g (aceleración gravitacional), 14 
G (constante gravitacional), 105 
Gamma, función, 443, 563 
Gauss, ecuación hipergeométrica de, 

544 

General, solución, 10, 36, 153, 154 
de una ecuación homogénea, 154, 

168 

de una ecuación no homogénea, 170 
Geométrica, serie, 505, 544 
Gibbs, fenómeno de, 586, 717 
Gleick, James, 440 
Global, existencia de solución, 729 
Granizo, 57 

Guitarra, ejemplo de cuerda de, 638 
Gzyx, 18 

H 

Heaviside, función de, 608 
Heaviside, Oliver (1850-1925), 450 
Henry (unidad de inductancia), 225 
Hermite, ecuación de, 527 
Hipocicloide, 267 
Homicidio, víctima de, 45 
Homogénea, ecuación, 62, 148 
Homogéneas, condiciones de frontera, 
618 

Hooke, ley de, 185, 413 
Hopf, bifurcación de, 396 
Hoyo negro, 109 
Huecos, 215 

I 

Imaginaria, parte, 179 
Impar 

de medio múltiplo, serie de cosenos, 
607 

de medio múltiplo, serie de senos, 
607 

extensión de periodo 2L, 599 
función, 597 
Impedancia, 227 
Implícita, solución, 35 
Impropia, integral, 442 
Impropio, nodo 389 
Impulso, 494 
luce, E. L., 263, 578 
Indeterminados, coeficientes, 198, 201, 
205, 362 

Indicial, ecuación, 535 
Inductor, 225 


Inestable, punto crítico, 94, 376 
Inhibición, medida de la, 403 
Inicial, condición, 4, 8 
Inicial, posición, 13 
función, 631 

Inicial, problema de valor, 7, 151, 724 
de orden n, 162 
para sistemas lineales, 297 
y operaciones elementales sobre los 
renglones de una matriz, 297 
Inicial, velocidad, 13 
función, 631 
Integral elíptica, 423 
Integrante, factor, 48 
Interés compuesto, 37 
Inversa, matriz, 289 
Inversa, transformada de Laplace, 446 
Isoclinas, 19, 373 

J 

Jackson, Milt, 674 
Jacobiana, matriz, 386 

K 

Kansas City (colapso de la terraza de 
un hotel), 216 

Kepler, Johannes (1571-1630), 256 
leyes de movimiento de los 
planetas, 256, 282 
Kirchhoff, leyes de, 225, 248 
Kutta, Wilhelm (1867-1944), 135 

L 

Lagos Erie, Hurón y Ontario, 54 
Laplace, ecuación de, 644 
en coordenadas esféricas, 713 
en coordenadas polares, 649 
Laplace, transformada de, 442 

de derivadas de orden superior, 454 
de funciones periódicas, 487 
de integrales, 460 
de una derivada, 453 
derivación, 476 

derivadas de transformadas, 476 
existencia, 448 

integrales de transformadas, 478 

inversa, 446 

linealidad de, 444 

notación, 446 

para s grande, 449 

producto de transformadas, 475 

propiedades generales, 447 

transformada inversa de series, 

481 

traslación en el eje s, 465 
traslación en el eje t, 482 
unicidad de la inversa, 449 
y convolución, 474, 475 
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y problemas de valores iniciales, 

453 

y sistemas lineales, 456 
Laplaciano, 644 

en coordenadas cilindricas, 687, 709 
en coordenadas esféricas, 713 
en dos dimensiones, 703 
Legendre 

ecuación de, 504, 524, 530, 715 
función asociada de, 719 
polinomio de, 526, 715 
Leibniz, serie de, 595 
Libre, espacio, 112 
Libre, movimiento, 186 
amortiguado, 190 
no amortiguado, 187 
Libres, oscilaciones, 265, 322 
Libres, vibraciones, 148 
Límite 
ciclo, 397 
población, 23, 82 
solución, 96 
velocidad, 22 

Lineal, dependencia, independencia, 

152,164 

de funciones vectoriales, 295 
Lineal, ecuaciones diferenciales, 48, 

147 

Lineal, operador diferencial, 260 
Lineal, sistema, 253 
casi lineal, 386 
de primer orden, 292 
ecuación homogénea asociada, 

293 

forma triangular superior, 298 
homogénea, 254 
método de los eigenvalores, 305 
no homogénea, 254, 300, 362 
solución, 254, 293, 300 
solución general, 296 
Linealidad de la transformada de 
Laplace, 444 
Linealización, 386 
Liouville, Joseph (1809-1882), 647 
Lipschitz, continua, 728 
Local, error, 117 

Locales, existencia de soluciones, 733 
Logarítmico, decremento, 197 
Logística, ecuación, 22, 46, 81, 134, 
429 

con cosecha, 96, 135 
diferencial, 430 

situación ambiental limitada, 85 
situación de competencia, 85 
situación proporcional conjunta, 

85 

Logístico, modelo, 90 
Longitudinales, vibraciones de barras, 
669 

Lorenz, E. N., 438 


M 

Maclaurin, series de, 506 
Manchester (Inglaterra), colapso del 
puente de, 216 
Mar Adriático, 399 
Marea, ola provocada por la, 719 
Masa-resorte-amortiguador, sistema, 
148 

Matemático, modelo, 4 
Matrices, 285 
aumentadas, 298 
cero, 286 

coeficientes de, 292 
columnas, 285 
de masa, 319 
determinante, 290 
diagonal principal, 289 
elementos, 285 
exótica, 348 
exponencial, 352 
fundamental, 348 
identidad de, 289, 297 
igualdad, 286 
inversas, 289 
multiplicación de, 287 
nilpotente, 354 
no singulares, 289 
operaciones elementales sobre los 
renglones de, 298 
orden de, 289 
renglones, 285 
singular, 289 
suma de, 286 
sustracción de, 286 
transpuestas, 287 
Matricial, función, 291 
continua, 291 
derivable, 291 
Matriz de coeficientes, 292 
aumentada, 298 
Matriz exponencial, 352 
cálculo de, 358 
general, 356 
solución con la, 355 
Método de Euler, mejorado, 127 
error en, 128 
para sistemas, 270 

Membrana, vibraciones en, 697, 706, 
711 

Método de aproximaciones sucesivas, 
724 

Método de coeficientes 
indeterminados, 198 
para sistemas no homogéneos, 362 
Método de eliminación, 259 
Método de Erobenius, 534 
caso logarítmico, 553 
caso no logarítmico, 547 
los casos excepcionales, 555 
Método de los eigenvalores, 305, 306 


Modelado, matemático, 4 
Módulo (de un número complejo), 181 
Movimiento amortiguado, 186 
no lineal, 416 

Movimiento circular de un cable, 237 
Movimiento descendente, 104 
Multiplicación formal de series, 507 
Multiplicidad de eigenvalores, 332 

N 

Nadador, problema del, 16 
Natalidad, tasa de, 79 
Natural, crecimiento y decrecimiento, 
37 

Natural, ecuación de crecimiento, 38 
Natural, frecuencia, 213, 265, 322 
de una viga, 680 

Natural, modo de oscilación, 265, 322 
Newton, Sir Isaac (1642-1727), 100, 
256 

ley de enfriamiento de, 2, 40, 58, 

93, 628, 655 

ley de gravitación de, 105, 256, 277 
método de, 174, 237, 575 
segunda ley de movimiento de, 13, 
15, 100, lio, 186,213,217, 238, 
246, 319, 630 
Nilpotente, matriz, 354 
No amortiguado, movimiento, 186 
No elemental, función, 112 
No homogéneo(a) 

con condiciones de frontera, 618 
ecuación, 148, 169 
sistema, 254, 300 
No lineal, péndulo, 418 

periodo de oscilación, 422, 425 
No lineal, resorte, 413, 414 
No singular, matriz, 289 
Nodo, 375 

convergente, 388 
impropio, 375, 388, 389 
propio, 375, 389 
Noonburg, Auné, 578 
Norma, 728 

O 

Octava, 635 

Ohm (unidad de resistencia), 225 
Onda, ecuación de 

de dos dimensiones, 644, 706 
de una dimensión, 631 
Solución de d’Alembert, 636 
Operacional, determinante, 261 
Operaciones elementales sobre los 
renglones de una matriz, 298 
Operador, 175 

diferencial lineal, 260 
Orbita (Luna-Tierra), trayectoria de, 
278 
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Orden de una ecuación diferencial, 6 
Ordinaria, ecuación diferencial, 7 
Ordinario, punto, 518 
Ortogonales, funciones, 582 

con respecto a una función de peso, 
661 

Ortogonalidad de eingenfunciones, 

661 

Oscilaciones 

de fuerzas de amortiguación, 613 
de péndulo amortiguado, 423 
forzadas, no amortiguadas, 213 

P 

Painlevé, trascendental de, 578 
Pandeo de una columna vertical, 573 
Pandero, 707 
Par, función, 597 

Par, periodo 2L, extensión de, 599 
para sistemas no homogéneos, 366 
Paracaídas, 102, 108, 122, 132, 140, 
142 

Paracaidista, 140, 145 
Paramétrica, ecuación de Bessel, 569, 
655,688,693,699,712 
Parámetros, variación de, 207, 209 
Parcial, ecuación diferencial, 7, 615 
condiciones de frontera, 617, 618 
Parciales, descomposición en 
fracciones, 465 
Particular, solución, 10 
Paso, tamaño de, 113, 127, 276 
Péndulo, 186, 195, 222, 576 
no lineal, 418 
de longitud variable, 576 
Pentobarbital de sodio, 43 
Periódica, función, 487, 581 
Periódico, cosecha y reabastecimiento, 
135 

Periodo, 188, 581 
Periodo, doble, 432 

en sistemas mecánicos, 435 
Peso, función de, 500, 661 
Picard, Emile (1856-1941), 724 
Pisos, edificio de varios, 330 
Población de lagartos, 87, 88 
Población(es) 
ecuación de, 80 
explosión de, 80, 87 
logísticas, interacción de, 408 
mundial, 39, 91 
oscilantes, 401 

Población, crecimiento de, 37 
y en un periodo doble, 429 
Poe, Edgar Alian (1809-1849), 576 
Polares, aplicaciones de coordenadas, 
709 

Polinomial, operador diferencial, 
175-176 

Polinomio de Hermite, 527 


Polking, John, 31, 383, 398 
Posición, función de, 12 
Posición-velocidad, plano de fase de, 
413 

Potencial, ecuación de, 644 
Potencial, energía, 214 
Potencias, series de, 504 
Presa, 399 

Primer orden, ecuación de, 7, 49 
Primer orden, sistema de, 249, 292 
Principia Mathematica, 100, 256 
Principio de identidad, 509 
Principio de superposición, 149, 161 
para ecuaciones diferenciales 
parciales, 618, 619 
para ecuaciones no homogéneas, 
205 

para sistemas, 294 
Problema con valores en la frontera, 
233,617 

Problema de eigenvalores, 234 
Problema de la braquistócrona, 46 
Problemas bien comportados, y 
modelos matemáticos, 735 
Problemas combinados, 53 
Producto de matrices, 287 
Pseudo-frecuencia, 192 
Pseudo-periodo, 192 
Punto crítico (de un sistema), 371, 375 
aislado, 384 
central, 377 
clasificación, 393 
de sistemas lineales, 387 
de un sistema presa-depredador, 

400 

estabilidad, 376 
estabilidad asintótica, 378 
nodo, 375 
punto espiral, 379 
punto espiral estable, 379 
punto espiral inestable, 379 
punto silla, 376 
Punto crítico (de una ecuación 
autónoma), 93 
Punto singular irregular, 531 

R 

Radiactividad, decaimiento de, 37 
Radio de convergencia, 511 
Radio frecuencias, 230 
Raíces reales diferentes, 174 
Rango r, eigenvector generalizado de, 
338 

Rayleigh, Lord (John William Strutt, 
1842-1919), 426 
ecuación de, 426 
Reactancia, 228 
Real, parte, 179 

Recolector de nieve, problema del, 

45 


Rectangular, vibraciones en una 
membrana, 706 
Recurrencia, relación de, 510 
dos términos, 523 
varios términos, 523 
Reducción de orden, 172, 551 
fórmula, 552 

Reducible, ecuación de segundo orden, 
72 

Regular, punto singular, 531 
Renglón, vector, 287 
Repetición (de eingenvalor), 335 
Repetidas, raíces, 176, 181 
Repetido, eigenvalor, 335 
de multiplicidad 2, 336 
Repetidos, factores cuadráticos, 469 
Resistencia 
matriz de, 342 

proporcional a la velocidad, 101 
proporcional al cuadrado de la 
velocidad, 103 
Resistencia del aire, 100 

proporcional a la velocidad, 22, 101 
proporcional al cuadrado de la 
velocidad, 103 
Resistor, 225 
Resonancia, 215, 327 
cerca de la, 612 
eléctrica, 230 
práctica, 220 
pura, 216, 611 

y factores cuadráticos repetidos, 469 
Resorte 

constante del, 185 
robusto, oscilaciones, 414 
suave, oscilaciones,415 
Retraso en el tiempo, 189, 228 
Riccati, ecuación de, 74, 576 
Rigidez, matriz de, 319 
RLC, circuito, 225, 485, 498 
ecuación integrodiferencial, 486 
problemas de valores iniciales, 228 
Rodrigues, fórmula de, 527 
Rossler, banda de, 440 
Rueda volante sobre carro, 212 
Runge, Cari (1856-1927), 135 
Runge-Kutta, método de, 136 
error en, 137 
para sistemas, 271 
métodos de tamaño de paso 
variable, 276 

s 

Salto, 446 

Saltzman, Barry, 438 
Schwartz, Laurent, 501 
Segunda ley de movimiento, 13, 15, 
100, 186,213,217, 238,246, 
319, 630 

Segundo orden, sistema de, 320, 321 
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Seno, función integral, 52 
Separable, ecuación, 32 
Separación de variables en ecuaciones 
diferenciales parciales, 620, 631 
Separatrix, curva 405, 415 
Serie 

binomial, 505, 516, 544 
convergente, 505 
corrimiento de índice, 510 
de Fourier, véase series de Fourier 
de Fourier-Bessel, 691 
de Fourier-Legendre, 716 
de Leibniz, 595 
de Maclaurin, 506 
de multiplicación formal, 507 
de potencias, 504 
de potencias, método, 507 
de potencias, representación, 504 
de Taylor, 506 
derivación por tramos, 508 
exponencial, 506 
geométrica, 505, 544 
hipergeométrica, 544 
principio de identidad, 509 
radio de convergencia, 511 
suma por términos en tramos, 507 
trigonométrica, 515 
Series de eigenfunciones, 660 
convergencia, 661 
Silla, punto, 376, 388 
Simple 

movimiento armónico, 188 
péndulo, 186 
Singular 
matriz, 289 
solución, 36 
Singular, punto, 518 
irregular, 531 
regular, 531 
Sismo(s) 

de la Ciudad de México, 216 
inducidos, vibraciones en, 222, 330 
Sistema casi lineal, 386, 392 
estabilidad, 392 
Sistema(s) 

análisis de, 499 
de competencia, 402 
degenerado, 263 
linealizado, 386 
Sobreamortiguamiento, 191 
Solución 

curva, 19, 251 
de primer orden lineal, 51 
de primer orden, 49 
de un sistema, 246 
de una ecuación diferencial, 2, 6 
de valores complejos, 312 
en un intervalo, 6 
existencia, unicidad, 23, 24, 51, 
151, 162, 724 


familia de un parámetro, 5 
general, 10, 36 
implícita, 35 
singular, 36 
transitoria, 219, 328 
Sonido, ondas de, 635 
armónica, 635 

frecuencia fundamental, 635 
Stirling, aproximación de, 57 
Stokes, ley de resistencia al avance, 

197 

Stonehenge (monumento prehistórico), 
40 

Sturm, Charles (1803-1855), 647 
Sturm-Liouville, eigenvalores de, 657 
Sturm-Liouville, problema de, 647 
regular, 657, 660 
singular, 657, 688 
Subamortiguamiento, 191 
Subterráneas, oscilaciones de 
temperatura, 681 
Suma (de matrices), 286 
Superposición, principio de, 149, 161 
para ecuaciones diferenciales 
parciales, 618, 619 
para ecuaciones no homogéneas, 

205 

para sistemas, 294 
Supervivencia de una especie, 403 
Sustitución, métodos de, 60 

T 

Tanques de salmuera, 247, 309, 313, 
316 

Tasa de mortalidad, 79 
Taylor, serie de, 506 
Teléfono, ecuación del, 685 
Temperatura, oscilaciones 
en interiores, 58 
subterránea, 681 

Teorema fundamental de álgebra, 

174, 305 

Terminal, velocidad, 101 
Término a término 

derivación de series, 508, 601 
integración de series de Fourier, 605 
transformada inversa de Laplace, 
481 

Terraza, 216, 681 

“The Pit and the Pendulum”, 576 

Tiempo, variación de amplitud en el, 

192 

Tierra-Luna, órbitas satelitales, 277 
Timbre, 635 
Tolstov, G. P, 592, 647 
Torricelli, ley de, 2, 41 
Tramos, función continua, 446 
salto, 446 

Tramos, función suave, 453, 592 
Trampolín, 684, 686 


Transitoria 
corriente, 227 
solución, 219, 328 
temperatura, 627 

Transversales, vibraciones de barras, 
672 

Trapezoidal, función de onda, 597, 
608, 643 

Trasferencia, función de, 500 
Trayectoria cerrada, 379 
Trayectoria, 251, 371 
cerrada, 379 
de vuelo, 66 

Traza del plano del determinante, 397 
Triangular, función de onda, 463, 488, 
597, 609, 642 

Trigonométricas, series, 515 

u 

Umbral, población, 86 
Uniciclo, modelo de carro, 218 
Unicidad de la solución, véase 
existencia 
Unidades físicas 14 
Uniforme, convergencia, 730 
Unitaria 

función de onda cuadrada, 451,463 
función on-off, 463 
función rampa, 451, 462 
Unitario 

función escalón, 446, 482 
respuesta al escalón, 501 
respuesta al impulso, 501 

V 

Vagones de ferrocarril, 323, 329, 342 
Valor característico, véase eigenvalor 
Van der Pol, Balthasar (1889-1959), 
427 

Van der Pol, ecuación de, 427 
Vandermonde, determinante de, 171 
Variable dependiente, falta de, 72 
Variable independiente, falta de, 73 
Variable, tamaño del paso, 276 
Variación de parámetros, 207, 209, 
Vector, 287 
columna, 287 
de desplazamiento, 319 
producto escalar, 287 
Velocidad, 12 

crítica (de un cable), 239 
del sonido, 675 
límite, 22 

Verhulst, Pierre-Francois (1804-1849), 
83,89 

Verne, Mes (1828-1905), 109 
Vertical, movimiento con aceleración 
gravitacional, 15 
con resistencia del aire, 100 
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Vibraciones 

de membranas, 697, 706, 711 
en sismos inducidos, 330 
mecánicas, 263 
Vibraciones de barras 
longitudinales, 669 
transversales, 672 
Vida, media, 40 

Viga (cargada uniformemente), 664 
frecuencia natural, 680 
Viscosidad, 197 
Voltaje, caída de, 225 


Volterra, Vito (1860-1940), 399 

w 

Watson, G. N. (1886-1965), 562 
Wronski, J. M. H. (1778-1853), 165 
Wronskiano, 153, 154, 165, 167 
de funciones vectoriales, 295 

X 

Xilófono, 673 


Y 

Yorke, James, 433 

Young, módulo de, 243, 573, 672, 675, 
684 

z 

í(2), 594 
í(3), 595 
í(4), 595, 607 
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2(fl — b) 2{a + b) 


32. / sen” udu = — — sen" ' u eos u + — -^ / sen" ^ udu 

n n 


33. I eos” udu = — — eos" ' u sen u + — - - / eos" ^ udu 

n n 


í- 

/' 


u du sin^ \ 


— I eot" ^ udu si n 1 


/' 

31 ./: 

f 

j eos" i 

34. f tan" u du = — - —tan"“'M— fian" 

J n-l J 

35. j eot" u du = — —í—j- eot"“^ ^ ~ j 

36. í see" udu = —^— see"“^ u tan u + — - — [ see" 

J n-l n - l J 

37. f ese" udu = —^— ese"“^ u eot u + — - — [ ese" 

J n-l n - l J 

/ 

/ 

/»" sen » + „/»"-' 


38. / u sen udu = sen u — u eos u + C 


39. / u eos udu = eos u + u sen u + C 


-2 


-2 


u du 


u du 


eos u du 


sen u du 


FORMAS QUE INVOLUCRAN ± 

42. [ ± a^du = — yju^ ± ± In m + yju^ ± a 


^7 

77 


+ c 


du 


u^± 


= ln 


u + 


± 


+ C 


FORMAS QUE INVOLUCRAN 

44. f 'Ja^ — u^du = — yja^ — u^ + sen^' — + C 


45. 


/ 

/ 


7 




(¿M = 'Ja^ — u^ — a In 


a 

a + — u^ 


u 


+ C 




si n 7^ 1 

si n 7^ 1 




































Tabla de integrales (cont.) 


FORMAS EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


46. j ue" du = (u — l)e“ + C 

47. j M"e“ du = M"e" ~ j du 


l,« + l „« + ! 

48. / m" In M í/m = - \nu - 


49. / e"“ sen í/m = 


'■/ 

>•/ 


50. / e"" eos í/m = 






(a sen bu — b eos bu) + C 


(a eos bu + b sen bu) + C 




n + 1 {n + ly 


+ C 


EORMAS TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


51. j sen ^ udu = u sen ' u + Vi ~ u^ + C 52. j tan ^ udu = u tan * ^ + lí^) + C 


53. / see ' u du = u see ‘ w — In 


Vm^ — 


f 

54. í u sen”' udu = —(2u^ — 1) sen”' u + — Vi ~ + C 

Ja 4 


^ ,.2 _ 1 _ i \ “ 


55. / M tan ^ udu = — (m"' + 1) tan ' m — — + C 

i 2' ' 2 

f -I -I 1 - 

56. / M see u du = — see u — — ^u — l + C 

J 2 2 

[ n -I , -1 1 f 

i n + l n + í j VT^ 

/ m"^' _ 1 /■ 

m" tan”' udu = - tan ' u — - / - 

n + l n + 1 7 1 + M 

59. / M see ^ udu = -see ' u — - / 

J « + 1 « + 1 i vv^ 


íÍm si n — 1 


íÍm si n — 1 


du si n — 1 


OTRAS EORMULAS UTILES 


pOO 

60. / M”e”“ 

Jo 


du = T (n + l) = n\ (n S 0) 




_ 2 1 P 

e ““ du = 2 vJJ ^ 


/■3r/2 ^7r/2 

62. / sen" udu = f eos" udu = 
Jo Jo 


1 • 3 • 5...(n - 1) 7r . > „ 

--+ — SI n es un entero par y n § 2 

2 • 4 • 6...n ■ 2 


2 • 4 • 6...(w - 1) 
3 • 5 • l...n 


si n es un entero impar y n S 3 


























